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b) Z|ak\:oo = Zbk:oo.
k=0 k=0

1.17 Satz (Quotientenkriterium). Sei ay, # 0 fir alle k > ko und sei

lim ‘M‘ = a. Dann gilt:
k—oo | 9k
o
i) a<l1 = Zak st absolut konvergent,
k=0

o
i) a>1 = Zak ist divergent.
k=0

Gp41
ag

e Die Bedingung kann nicht durch limy_, < 1 ersetzt werden!

1.18 Satz (Wurzelkriterium). Es sei klim ¥/|ag| = a. Dann gilt
— 00

o0
¢) a<l = Zak st absolut konvergent,
k=0

o0
b) a>1 = Zak ist divergent.
k=0

1.19 Satz. Fir absolut konvergente Reihen Y po ok, D peobr gilt die
Cauchysche Produktformel

52 £E)

n=0 \k=0

5.2 Reihen von Funktionen

2.1 Definition. Sei (fy), >, eine auf dem Intervall I C R definierte Funk-
tionenfolge. Falls fir alle x € I die Zahlenfolge (f(x)), s, den Grenzwert
f(z) besitzt, sagt man, dass die Funktionenfolge (f,),~, punktweise gegen
f konvergiert. -

e Die Konvergenzgeschwindigkeit hingt vom Punkt x € I ab, und damit gehen
mm Allgemeinen die Figenschaften der Folge fiir die Grenzfunktion verloren.
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2.2 Definition. FEine Funktionenfolge (fy),~, konvergiert gleichmdiflig
auf I gegen die Funktion f : I — R, wenn es fiir alle € > 0 einen fiir alle
x € I gemeinsamen Index N, gibt, so dass gilt:

n>N. = Ve el:|f(x)— faolz)] <e.

o Mit diesem Konvergenzbegriff iibertragen sich schione Eigenschaften der
Folge auf den Grenzwert.

2.3 Satz. Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf dem Intervall I stetig und
konvergiert die Folge (fn),>o auf I gleichmdfig gegen f, dann ist auch die
Grenzfunktion f stetig.

n

Gegenbeispiel: Die Folge f,(z) = 2", z € [0,1] konvergiert punktweise

gegen die Funktion

0, fallsz €[0,1),
J(@) = {1, falls x = 1.

Die Folgenglieder f,, sind stetig, aber die Grenzfunktion nicht.

2.4 Satz. Konvergiert die Folge stetiger Funktionen f,, n > 0, auf dem
Intervall I gleichmdfig gegen f : I — R, dann gilt fir alle a,b € I

b b b

[ (1im @) do = [ 1(a)dz = tim [ fu(o) o

a a a

Gegenbeispiel: Sei

n’x, falls = € [0, %],
hy(z) = < 2n — n’x, falls z € [, 2],
0, falls z € [2,1].

Dann konvergiert (h,,), -, punktweise gegen 0. Aber es gilt

1

1=l / dm;é/hmh dm—/Oda}ZO.
n—0oQ

n=0
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2.5 Satz. Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf I stetig differenzier-
bar, konvergiert (f,),~o punktweise gegen f und konvergiert (f,),s, auf I
gleichmdpig, dann ist auch die Grenzfunktion f differenzierbar und es gilt

7'(@) = (1im fuf@)) = lim fi ()

n—oo

Gegenbeispiel: Die Folge g,(z) = % arctan(nz),z € [—1,1] besteht aus

differenzierbaren Funktionen die punktweise gegen die Funktion z +— |z|
konvergieren. Die Grenzfunktion ist in = 0 nicht differenzierbar.

2.6 Definition. Sei eine Funktion f auf I als unendliche Reihe dargestellt,
d.h. fir alle x € I gilt f(z) =Y 4oy fr(x). Man sagt die Reihe > oo fi(z)
konvergiert punktweise (bzw. gleichmdf3ig) gegen f(x), wenn die Folge der
Partialsummen S, (z) = Y ._, fr(x) punktweise (bzw. gleichmdfig) gegen f
konvergiert.

2.7 Satz. Konvergiert die Reihe Y .- fu(z) stetiger Funktionen fi auf I
gleichmdfig gegen f, dann ist

f@) =) fulx)

stetig und fir alle a,b € I gilt:

/b(ifk(x)) dxz/bf(x) d:czi /bfk(x)dx

a

2.8 Satz. Sind alle Funktionen fi, k > 0, auf I stetig differenzierbar, kon-
vergiert die Reihe Y - fr(z) auf I punktweise gegen f(z) und konvergiert
die Reihe > 7~ o fi(x) auf I gleichmifig, dann gilt:

f'(e) = (ZM%‘)) =) filz).

2.9 Satz. Gilt fiir jede Funktion fi, der auf dem Intervall I C R definierten
Funktionenfolge (fi),s, eine Abschitzung

| fi(2)| < My
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und gilt fiir die Zahlenreihe (My) s,

o)
ZMk < 00,
k=0

dann ist die Funktionenreihe Y oo fi(z) auf I gleichmdpig und absolut kon-
vergent.

5.3 Potenzreihen

Eine Funktionenreihe Y_.° ; fi(x) mit den speziellen Funktionen fj(z) = ayz*
heifit Potenzreihe. Also iibertragen sich alle Ergebnisse aus dem Paragra-
phen 5.2 auf Potenzreihen Y °  ajz”.

3.1 Definition. Sei ) ;7 , apz®  z € R, eine Potenzreihe und sei

M = {x eR; Zakxk konvergiert} .

k=0

Der Konvergenzradius R der Potenzreihe ist definiert durch

R sup{|z|;x € M} falls M beschrinkt,
RS falls M unbeschrinkt.

e Fiir R gibt es drei Moglichkeiten:
R =0, 0< R < o0, R = .

3.2 Satz. Sei Y 1o, apz* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann
gilt:

a) R=0 < Reihe konvergiert nur fir x = 0.

b) Ist R > 0 und g € (0, R), dann konvergieren die Reihen Y, axz® und
> kax*1 absolut und gleichmdfig auf [—o, o).
k=1

¢) Fiir alle z mit |z| > R ist die Reihe > .-, axz® divergent.

e Der Satz sagt nichts iiber |z| = R aus. Die Punkte x = —R und z = R
miissen fiir jede Reihe neu untersucht werden.
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3.3 Berechnung des Konvergenzradius. Der Konvergenzradius kann
immer durch folgende Formel berechnet werden:

R =sup {r > 0; die Folge (|a,|r"), s, ist beschrinkt}

wobei R = oo falls die Menge unbeschrinkt ist. Oft ist es einfacher folgende
Formeln zu benutzen:

a) Seiay #0 fir k > ko und sei

Qg1

Qg

a = lim
k—00

Dann st der Konvergenzradius R = é falls a # 0 und R = oo falls
a=0.

b) Sei
a= lim {/|ag/,
k—o0
dann ist R = % falls a # 0 und R = oo falls a = 0.
3.4 Definition. Sei Y ;2 axz* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0 und Summe f(x) fir |x| < R. Man sagt, f wird auf (—R, R) durch
die Potenzreihe Y, , axx® dargestellt.
3.5 Satz. Eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion f ist im of-

fenen Konvergenzintervall (—R, R), R > 0, beliebig oft differenzierbar. Die
Ableitung erhdlt man durch gliedweise Differentation:

(3.6)

etc. Die abgeleiteten Reihen haben alle den Konvergenzradius R.



5.3 Potenzreihen 85

Beispiel:
1 N
1_x=§3r=f@) z| <1,
k=0
! 1 C —
f(:v)=—(1_$)2=zkw’” o <1,
k=1
n 2 - —
f(ﬂf):(l_x)?,:Zk(k—l)x’“Q z| < 1.
k=2

3.7 Satz. Fiir alle a,b aus dem offenen Konvergenzintervall (—R, R) der
Potenzreihe f(x) = > po, arz® gilt:

b

b o0 o
— kg _ Uk (pk+1 _ k+1
/f(ac)dx—;/akx dm-kzok—ﬂ(b —a"h).

a

Insbesondere ist (a =0, b= x)

eine Stammfunktion von f auf (—R, R), deren Konvergenzradius R ist.

3.8 Satz. Wir haben folgende Potenzreihendarstellungen:

1

a) e’ = Zyaﬁk, z €R,
k=0 "

b) sinx = iﬂx%“ zeR

2k +1)! ’ ’

k=0
o0 _1 k

c) cos:rzz(@k;' 2% z €R,
k=0 )
- (_1)k k+1

d) ln(l—i-:v):Zk—Hx : | <1,
k=0
o (=1)" s

e) arctanx:Z2k+1x , lz| < 1.

k=0



