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2.2 Definition. FEine Funktionenfolge (f,),~, konvergiert gleichmdiflig
auf I gegen die Funktion f : I — R, wenn es fiir alle € > 0 einen fiir alle
x € I gemeinsamen Index N, gibt, so dass gilt:

n>N. = Ve el:|f(x)— faolz)] <e.

o Mit diesem Konvergenzbegriff iibertragen sich schéne FEigenschaften der
Folge auf den Grenzwert.

2.3 Satz. Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf dem Intervall I stetig und
konvergiert die Folge (fn),>o auf I gleichmdfig gegen f, dann ist auch die
Grenzfunktion f stetig.

Gegenbeispiel: Die Folge f,(z) = 2", z € [0,1] konvergiert punktweise
gegen die Funktion

0, fallsz €][0,1),
J(@) = {1, falls x = 1.

Die Folgenglieder f,, sind stetig, aber die Grenzfunktion nicht.

2.4 Satz. Konvergiert die Folge stetiger Funktionen f,, n > 0, auf dem
Intervall I gleichmdfsig gegen f : I — R, dann gilt fir alle a,b € I

b b b

[ (1im £u@)) do = [ #(a)da = tim [ fu(o) o

a a a

Gegenbeispiel: Sei

n’x, falls = € [0, %],
hn(z) = < 2n — n’x, falls z € [, 2],
0, falls z € [2,1].

Dann konvergiert (h,,), -, punktweise gegen 0. Aber es gilt

1

1=l / dm;é/hmh dm—/dezo.
n— 00

n=0
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2.5 Satz. Sind alle Funktionen f,, n > 0, auf I stetig differenzier-
bar, konvergiert (f,),~o punktweise gegen f und konvergiert (f,),s, auf I
gleichmdpig, dann ist auch die Grenzfunktion f differenzierbar und es gilt

7'(@) = (1im fuf@)) = lim fi ()

n—oo

Gegenbeispiel: Die Folge g,(z) = % arctan(nz),z € [—1,1] besteht aus

differenzierbaren Funktionen die punktweise gegen die Funktion z +— |z|
konvergieren. Die Grenzfunktion ist in x = 0 nicht differenzierbar.

2.6 Definition. Sei eine Funktion f auf I als unendliche Reihe dargestellt,
d.h. fir alle x € I gilt f(z) =Y poy fr(x). Man sagt die Reihe > 7o, fi(z)
konvergiert punktweise (bzw. gleichmdf3ig) gegen f(x), wenn die Folge der
Partialsummen Sy, (x) :== Y _p_, fe(z) punktweise (bzw. gleichmifig) gegen f
konvergiert.

2.7 Satz. Konvergiert die Reihe Y, fu(z) stetiger Funktionen fi auf I
gleichmdf$ig gegen f, dann ist

f@) = fulx)

stetig und fir alle a,b € I gilt:

/b (i:jfk(x)) do = / F(a) d:c=i:j / (e d

a

2.8 Satz. Sind alle Funktionen fi, k > 0, auf I stetig differenzierbar, kon-
vergiert die Reihe Yy - fr(x) auf I punktweise gegen f(z) und konvergiert
die Reihe > 7~ o fi(z) auf I gleichmifig, dann gilt:

f'(e) = (Zﬁ(l‘)) =) filz).

2.9 Satz. Gilt fiir jede Funktion fi, der auf dem Intervall I C R definierten
Funktionenfolge (fi),>, eine Abschitzung

| fi(2)] < My
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und gilt fir die Zahlenreihe (M),

o)
ZMk < 09,
k=0

dann ist die Funktionenreihe Y oo fi(z) auf I gleichmdpig und absolut kon-
vergent.

5.3 Potenzreihen

Eine Funktionenreihe Y_.° ; fi(x) mit den speziellen Funktionen fi(z) = ayz*
heifit Potenzreihe. Also iibertragen sich alle Ergebnisse aus dem Paragra-
phen 5.2 auf Potenzreihen Y ° ; ajz”.

3.1 Definition. Sei ) ;7 apz®  z € R, eine Potenzreihe und sei

M = {m eR; Zakxk konvergiert} .

k=0

Der Konvergenzradius R der Potenzreihe ist definiert durch

R sup{|z|;x € M} falls M beschrinkt,
RS falls M unbeschrinkt.

e Fliir R gibt es drei Moglichkeiten:
R =0, 0< R < o0, R = .

3.2 Satz. Sei Y o axz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann
gilt:

a) R=0 <& Reihe konvergiert nur fir x = 0.

b) Ist R > 0 und o € (0, R), dann konvergieren die Reihen Y, arx® und
S oo kagz® ™ absolut und gleichmifig auf [—o, o).

¢) Fiir alle x mit |z| > R ist die Reihe Y - aya® divergent.

e Der Satz sagt nichts iiber |z| = R aus. Die Punkte t = —R und z = R
miissen fiir jede Reihe neu untersucht werden.
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3.3 Berechnung des Konvergenzradius. Der Konvergenzradius kann
immer durch folgende Formel berechnet werden:

R =sup {r > 0; die Folge (|a,|r"), s, ist beschrinkt}

wobei R = oo falls die Menge unbeschrinkt ist. Oft ist es einfacher folgende
Formeln zu benutzen:

a) Seiay # 0 fir k > ko und sei

Ok+1

ak

a = lim
k—o00

Dann st der Konvergenzradius R = é falls a # 0 und R = oo falls
a=0.

b) Sei
a= lim {/|ag/,
k—o0
dann ist R = % falls a # 0 und R = oo falls a = 0.
3.4 Definition. Sei Y ;2 axz* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0 und Summe f(x) fir |x| < R. Man sagt, f wird auf (—R, R) durch
die Potenzreihe Y, , axx® dargestellt.
3.5 Satz. Eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion [ ist im of-

fenen Konvergenzintervall (—R, R), R > 0, beliebig oft differenzierbar. Die
Ableitung erhdlt man durch gliedweise Differentation:

f(z) = ikakmk_l,

=l (3.6)
(@) =) k(k—1)apz*?,

k=2

etc. Die abgeleiteten Reihen haben alle den Konvergenzradius R.
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Beispiel:
1 N
1_£=Zx = f(z) 2| <1,
k=0
! 1 C —
f(w)=—(1_$)2=zkw’” o <1,
k=1
n 2 - —
f(ﬂf):(l_x)?,:Zk(k—l)x’“Q z| < 1.
k=2

3.7 Satz. Fiir alle a,b aus dem offenen Konvergenzintervall (—R, R) der

Potenzreihe f(x) = > po, arz® gilt:

b o0 b o
— kg, _ Uk (pk+1 _ k+1
/f(ac)dx—;/akx dm-kzok—ﬂ(b —a"h).

a

Insbesondere ist (a =0, b= x)

k=0

eine Stammfunktion von f auf (—R, R), deren Konvergenzradius R ist.

3.8 Satz. Wir haben folgende Potenzreihendarstellungen:

1

a) e’ = Zk_ z* z €R,

: = (D"

b) ST = Zm s x € R,
[ee] _1 k

c) cosx—z(@k; z2*, zeR,
k=0
= (=DF

d) ln(1+:v)=zk—_i_1x+, |$|<1,
k=0
-~ (=D° o

e) arctan r = Zix , lz| < 1.

— 2k+1
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3.9 Satz. Fir alle x mit |z| <1 und alle @ € R gilt:
= (a

14+2)* = z*

e =3(3)

wobes

(Z) _ala-1)- = (@—k+1)

e Die Formel aus Satz 3.9 enthélt als Spezialfiille:

1) a=neN

(Z) _ (Z) _nn-1)- "l'f!'(”‘k“):o falls 7 < k

= (l+z)"= Z (Z) ¥ (klassische binomische Formel)
k=0

1
:
)=y BB s

1 1 1 5
= ]_ :]_ — ——2 —3——4j:"' 310
Vit zx + 236 8:E + 16$ 12896 , ( )

falls |z| < 1.

falls |z| < 1.



5.3 Potenzreihen 87

3.12 Definition. Eine unendliche Reihe der Form
Zak (z —a)F (3.13)
k=0

heifit Potenzrethe mit Zentrum a.

e Fiir theoretische Uberlequngen reicht es a = 0 zu betrachten, denn durch
Substitution z = = — a geht die Rethe Y po ay (x — a)* in die Reihe
> e o akz® mit Zentrum in 0 dber.

e Der Konvergenzradius von (3.13) ist der Konvergenzradius der ent-
sprechenden Rethe mit Zentrum 0.

3.14 Lemma. Sei ) - ay(z — a)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R. Dann gilt:
o
i) x € (a— R,a+ R) = Zak (z — a)* konvergiert,
k=0

i) x ¢ a— R,a+ R] = Zak (z — a)* divergiert.
k=0
3.15 Koeffizientenvergleich. Sei f auf Intervall (a — R,a + R) als Po-
tenzreihe f(z) = 320 ax (v — a)* dargestellt. Nach Satz 3.5 gilt fir die n-te
Ableitung

oo

f @) =D kb =1) - (b=t D (=)'

k=n
Setzt man x = a, so erhdlt man f™(a) = nla,.

3.16 Satz (Eindeutigkeit von Potenzreihen). Sei R > 0 und gelte fiir
alle x € (a— R,a+ R):

f(x)zZak(:c—a) =Zbk(x—a)k,
k=0 k=0
dann haben wir
(k)
ak—bsz (G/)’ ]{520,1,
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5.4 Taylor Reihen

4.1 Satz. Fir jede auf dem offenen Intervall I C R (n—+1)-mal stetig
differenzierbare Funktion f und a,x € I gilt:

n ) (g .
@) =310 -0 + Rua(aa),

wobei

k) (g .
Tn(z,a) :zzf (@) (x — a)

k!
k=0

das Taylor-Polynom ist und das Restglied R, 1(x,a) die Darstellungen

T

Roi(z,a) = / (2 — )" F () d,
Fo) (6)

Boia(z, a) = (n+1)!

(x—a)"™, € zwischen z und a,

hat.

4.2 Satz. Ist die Funktion f auf dem Intervall I n-mal stetig differenzierbar
und a € I mit

flla) = f'la) =+ = JO0(@) =0, fP(a) £0,
dann gilt:

i) a Eztremstelle < n gerade,

i) n gerade, f™(a) <0 = lokales Mazimum,
n gerade, f™(a) >0 = lokales Minimum.

4.3 Definition. Sei f auf dem offenen Intervall I beliebig oft differnenzier-
bar und sei a € I. Die unendliche Reihe

1) (g .
Tf(z,a) := Zf k'( ) (x —a)

k=0

heifit Taylor-Rethe mit Zentrum a. Gilt fir alle x € (a — R,a + R) die
Gleichung f(xz) = Ty(z,a), so sagt man, dass sich f um a als Taylor-
Rethe entwickeln ldsst.
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4.4 Satz. Sei f auf dem Intervall I beliebig oft differenzierbar und sei a €
I. Dann konvergiert die Taylor-Reihe Ty(x,a) genau fir diejenigen x € I
gegen f(z), fir die das Restglied R, (x,a) mit n — 0o gegen 0 strebt. Eine
hinreichende Bedingung dafiir ist, dass es Konstanten A, B gibt mit

|f™(z)| < AB® Vze€l,VneN.

4.5 Methoden der Reihenentwicklung.

1)

2)

3)

4)

Die Taylor-Formel

n ) (g .
f@) =Y T (e - @)+ Ru 2,0)

mit dem Nachweis, dass R,(x,a) — 0, liefert, dass die Taylor-Reihe
gegen f(x) konvergiert.

Bekannte Rethen differenzieren oder integrieren. Die Sditze 3.5
und 8.7 ermdglichen es, durch gliedweise Differentiation und Integra-

tion bekannter Reihen neue Reihenentwicklung zu erhalten (siehe Satz
3.8).

Summe und/oder Produkt bekannter Reihen liefert neue Rei-
henentwicklungen. Die Definition von sinh(z) = 5 (e” + e ®) und

cosh(z) = 1 (e® —e ™) zusammen mit der Reihenentwicklung fir e®
lvefert:
0 2k
COSh(l’) = ;w, WS R,
- (4.6)
2kl o
inh(z) = P T—— eR
sinh(z) §(2k+1)!’ v

Potenzreihen in einander einsetzen
Sei f(z) = Y oo axz”,  g(x) = Yo, bkz®. Wenn man die Potenzen
nach dem Cauchy-Produkt (Satz 1.19) berechnet, d.h.

o0 k o
g(x)* = (anx”) =: Zbknx" ,
n=0 n=0



90 Potenzreihen

dann erhdlt man

flo@@) =) a (Zbknﬂf") :

Dies, nach steigenden x Potenzen geordnet, gibt

flg(@) =) (Zakblm> z".

4.7 Grenzwertberechnung. Durch Einsetzen der Reihenentwicklung der
entsprechenden Funktion erhdlt man eine rationale Funktion in x deren
Grenzwert einfacher zu berechnen ist. Diese Methode ist eine Alternative zur
Regel von de [’Hospital.

4.8 Naherungsformeln. In komplizierten, funktionalen Zusammenhdngen
kann man durch Finsetzen der Rethenentwicklung die ,dominanten” Terme
bestimmen.

4.9 Berechnung nicht elementar integrierbarer Integrale.

Einige Integrale besitzen keine in geschlossener Form darstellbare Stamm-
funktion. Durch die Reihendarstellung des Integranden erhdlt man oft eine
Darstellung des Integrals als unendliche Reihe.

4.10 Reihenansatz zur Losung von Differentalgleichungen. Zur Ld-
sung einfacher Differentialgleichungen kann man die Losung S(t) mit Hilfe
des Ansatzes

S(t) =" axt
k=0

bestimmen.



Kapitel 6

Lineare Algebra

Bei der Losung verschiedenster Probleme wird man letztendlich mit der
Lésung von Gleichungssystemen konfrontiert. Die damit eng verbundenen
Problematiken werden in diesem Kapitel behandelt.

6.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

1.1 Definition. Ein Rechteckiges Zahlenschema der Form

aix - Qin
A=| : (1.2)
Gm1  *** Omp
mita;; ER, i=1,...,m,j=1,...,n heifft m x n Matrixz. Die Zahlen a;;

heiflen Elemente der Matriz A. Man schreibt abkiirzend
A = (ay) (1.3)

Insbesondere heiffen m x 1-Matrizen Spaltenvektoren und 1 x n-Matrizen
Zeilenvektoren. Sie haben die Form:

a1

s = : , z = (a,...,a,) .

e Eine Matrix A = (a;;) vom Typ m X n besteht aus m Zeilenvektoren
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und n Spaltenvektoren. Seien
z; = (Qit, -, Qin), i=1,...,m,
aij
s; = : , Jj=1...,n,
Omyj
dann schreibt man die Matrix A in Zeilen- bzw. Spaltendarstellung

Zy
A= : , A=(s1,...,8) -

Zy

e Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind genau dann gleich, in
Zeichen A = B, wenn A und B vom Typ m X n sind und a;; = b;; fiir
allet=1,...,m, j=1,...,n gilt, d.h. wenn sie elementweise gleich
sind.

e Die Menge aller m x n Matrizen mit Elementen aus R bezeichnen wir
mit R™*". Insbesondere schreiben wir R* := R"*! (Spaltenvektoren)
und R, := R™*™ (Zeilenvektoren).

1.4 Definition. Fir Matrizen A = (a;;) ,B = (b;;) aus R™™ und X € R ist
die Summe A + B und das skalare Vielfache \A elementweise definiert,
d.h.

A +B = (¢),
AA = (dy),
wobet ¢;j := a;; + by und dij == Aay; fire=1,...,m, j=1,...,n.

e Summen und skalare Vielfache fiir Spalten- und Zeilenvektoren definiert
man komponentenweise:

ay by a1+ by
N el R : )
G, by, ap, + by,
aq A-ag
A=
ay, Aan

Zeilenvektoren werden analog behandelt.
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o Wiederholung der Konvention: Falls ein Spaltenvektor in einer Zeile
geschrieben steht, dann schreiben wir

ai
(a'la ) a’n)T =
Gn,
e Wir haben
aq a 0 /0
: 0 as :
a= = +{0 ]+ +
Qp, 0 0 \an
1 0 0
0 1 :\
=a || +a |0+ + a, ;
: : 0
0 0 1)

und somit l&sst sich jeder Spaltenvektor a € R" eindeutig als Summe
a=awme +- - -+aze, (1.5)

mit den Standard Basisspaltenvektoren

1 0 0
0 1
er:=|:|, e:=|0}|,... e, := : (1.6)
. E 0
0 0 1

darstellen. Das System (ey, ... ,e,) heifit Standardbasis des R". Ana-
log lasst sich jeder Vektor b € R, als Summe der Standardzeilenba-
sisvektoren e},i = 1, ... ,n, darstellen, wobei

e :=(1,0,...,0),...,e :=(0,...,0,1) .

Das System (€], ... ,e!) heifit Standardbasis des R,,.

rn
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e Auf Grund der Darstellung von Matrizen mit Hilfe ihrer Spalten-
bzw. Zeilenvektoren und der Defintion der Summe und des skalaren
Vielfachen von Spalten- bzw. Zeilenvektoren, kann man diese Ope-
rationen auch spaltenweise ausfiihren, d.h. sei A = (ai,...,a,),
B = (by,...,b,) € R™™ dann gilt:

A+B=(a;+by,...,a,+b,),
/\A:()\ala--- a/\an)‘

e Fiir jede Matrix A = (a;;) bezeichnet man die Matrix (—1) A = (—a;;)
mit —A. Die Differenz zweier Matrizen ist durch

A-B=:A+(-B)

definiert. Die Matrix deren samtlichen Elemente 0 Null sind heifit Null-
matrix, in Zeichen 0. Die Nullmatrix 0 € R” bzw. 0 € R,, heifit Null-
vektor.

e Die Rechenregeln reeller Zahlen iibertragen sich auf Grund der kompo-
nentenweisen Definition der Addition und der Skalaren Multiplikation
auf Matrizen. Es gilt fiir alle A, B,C e R™*", A u€eR

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+0=A
A+ (-A)=0
(V) A = A (uA) (L)
1A =A

A+ u)A=)A+ A
AMA+B)=)A+)B

e Matrizen treten in natiirlicher Weise bei Gleichungssystemen auf.

1.8 Definition. Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in
n Unbekannten x1,...,x, hat die Form

a1171 + -+ ATy = b1
(1.9)

Om1%1 + =+ O Ty = bm:
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wobei a;; die Koeffizienten und b; die Absolutglieder sind. Falls b; =
0,7=1,...,m, heift das System homogen, ansonsten inhomogen.

e (1.9) kann man auch als
D ayzi=b, i=1,...,m (1.10)
7j=1

schreiben.

e Wir suchen Werte ¢; fiir die Unbekannten x; so, dass das lineare Glei-
chungssystem (1.9) erfiillt ist. Solche Werte heiflen Lésung des Systems
(1.9) und werden entweder in der Form

Tl =Cly o ,Tp = Cy
oder als Spaltenvektor

c=(c1,---,Cn)
angegeben.

e Jedes homogene Gleichungssystem besitzt mindestens die triviale
Losung



