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e Das Transponieren einer Matriz macht aus einer Zeile eine Spalte. Sei
A = (a;;) € R™"™. Dann gilt:

i-te Zeile von A (az, ... ,0p),

i-te Zeile von AT (ayi,. .., 1,).
Somit gilt fiir symmetrische Matrizen:
A=AT & a;j=a; Vij=1,...,n, (2.14)
und analog gilt fir schiefsymmetrische Matrizen:
A=-A"T & a;=-a; Vi,j=1,...,n. (2.15)

Insbesondere gilt fiir die Diagonaelemente einer schiefsymmetrischen
Matriz a; = 0.

2.16 Definition. Fine Matriz A € R™" heifit invertierbar, wenn es eine
Matriz B € R™" gibt so, dass A-B = B - A = E gilt. Diese Matrix B ist
eindeutiq bestimmt, wird mit A=' bezeichnet und heifit inverse Matriz von
A.

2.17 Satz. Wenn es zu einer Matriz A € R™™ zwei Matrizen B, C € R™*"
gibt mit B- A = A -C =E, dann ist A tnvertierbar und es gilt:

B=C=A".
.. a b . .
e Fiir A = (c d) mit ad — bc # 0 gilt:
1 d —b
Al=
ad — be <—C a )
2.18 Satz.

a) Die inverse Matriz einer invertierbaren Matriz A ist invertierbar und
es gilt:

(A ) =A.
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b) Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbar und es gilt:
(A-B)'=B'. AL

¢) Die Transponierte AT einer Matriz ist genau dann invertierbar, wenn
A nvertierbar ist. In diesem Fall gilt:

(AT) "= (A7)

e Fiir das Produkt mehrerer invertierbarer Matrizen A;,i = 1,... ,n,

gilt:

(Ap-...-A) " =AZ AT L AT (2.19)

e Invertierbare Matrizen sind bedeutend fiir die Losung von Gleichungs-

systemen. Aus der Gleichung

Ax=Db
folgt
x=A"'b,
falls die Matrix A invertierbar ist. Dieses so berechnete x ist die ein-
deutige Losung des obigen linearen Gleichungssystems.

2.20 Diagonal- und Dreiecksmatrizen. Sei A = (a;;) € R**" eine qua-
dratische Matriz. Die Elemente a;;,i = 1,...,n, nennt man Diagonalele-
mente. Fine Matriz die nur auf der Diagonalen nichttriviale Fintrdge hat
heifit Diagonalmatrixz. Wir schreiben

aq 0 0
Diag(a1,...,a,):=| 0 "-. 0
0 0 ay,

FEine Matriz A = (a;;) € RV, fir diea;; =0 fir alle1 < j <i < n gilt, d.h.
alle Eintrdge unterhalb der Diagonalen sind Null, heifst obere Dretecksma-
trixz. Analog heifit eine Matriz untere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fir
alle1 <1< j <n gilt.

2.21 Satz. Eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatriz ist genau dann inver-
tierbar, wenn alle Diagonalelemente von Null verschieden sind.

e Im Spezialfall A = Diag(ay,...,a,) mita; #0, i=1,...,n, gilt:

A~! = Diag (al_l, . a_l)

'
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6.3 Vektorriaume

3.1 Definition. Fine nichtleere Menge V, in der man zu je zwei Elementen
a,b €V eine Summe a+b € V und zu jedem Element a € V und jedem
Skalar A € R das A-fache A\a € V' bilden kann, heifit R- Vektorraum, wenn
folgende Axiome erfillt sind:

(V.1) Die Addition ist kommutativ, d.h. fir alle a,b € V gilt:

a+b=b+a.

(V.2) Die Addition ist assoziativ, d.h. fir alle a,b,c € V gilt:

(a+b)+c=a+(b+c).

(V.3) Es gibt ein Element O € V, Nullvektor genannt, mit
a+0=a
fir allea € V.

(V.4) Zu jedem a € V gibt es genau ein mit —a bezeichnetes Element in V
mit

a+(—a)=0.

(V.5) 1-a=a fir allea e V.

(V.6) \(pa) = (Au)a fir alle \,p e Ria eV.
(V.7) AM(a+b)=2Aa+ Ab fiir alle A € Rja,b € V.
(V.8) (u+ ) a=upua+la fir alle \,p e Rja € V.
Die Elemente des Vektorraums V nennt man Vektoren.
Beispiele:

1) V = R™™ ist ein Vektorraum mit den komponentenweise definierten
Operationen Addition und skalarer Multiplikation (siehe (1.7)).
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2) Insbesondere sind
(a1,...,a,);0; € R}
(a1,...,an)" ;a; € R}
Vektorraume
3) Die Menge
P, ={ag+az+...+a,2";0; ERi=0,...,n}

der Polynome vom Grad < n mit punktweise definierter Addition und
skalarer Multiplikation ist ein R-Vektorraum.

4) Die Menge C°(I) := {f : I — R; f stetig} der stetigen Funktionen mit
den Operationen

(f+9)(z):= f(r) +g(z)
(Af) (z) : = Af(z)

bildet den Vektorraum der stetigen Funktionen.

e Im folgenden sei V' ein R-Vektorraum.

3.2 Definition. Fine nichtleere Menge U C V heifst Unterraum von V,
wenn zu je zwei Elementen u,v € U auch deren Summe u+v in U liegt und
wenn mit jedem u € U und A € R auch A\ in U liegt, d.h.:

(U1) u,veU = u+velU,
(U2) ueUXeR = Auel,
(U.3) 0eU.

e Man sagt, dass ein Unterraum U abgeschlossen beziiglich Addition
und skalarer Multiplikation ist, wenn (U.1) und (U.2) gelten. Aus den
Aziomen (V.1) — (V.8) folgt somit sofort, dass auch U ein Vektorraum
151.

Beispiele:

1) V besitzt die trivialen Unterrdume U = {0},U = V.
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2) Sei v € V. Dann ist
U:={\v;) eR}

ein Untervektorraum von V. Fiir V = R? sind dies alle zu v parallelen
Vektoren.

3) Sei A € R™*". Dann ist
Ker A :={x e R"; Ax =0}
ein Unterraum von R".

3.3 Definition. Jede aus endlich vielen Vektoren vi,... vy € V gebildete
Summe der Form

k
E Q;Vi = Vi + -+ 0 Vg
i=1

mit Koeffizienten o; € R heifst Linearkombination der v;. Eine solche
Linearkombination heif$t trivial, wenn o; = 0,7 = 1,... ,k, gilt. Die Menge
aller Linearkombinationen der v; heifit lineare Htille der v; und wird mit

k
Lin (vy,...,vg) = {Zaivi;ai eRi=1,... ,k}

i=1
bezeichnet.

3.4 Lemma. Die lineare Hille der Vektoren v; € V.1 = 1,... k, ist ein
Unterraum von V.

3.5 Definition. Man sagt, ein Unterraum U von V wird von den Vektoren
Vi,..., Vi erzeugt oder auch, (vi,...,vy) ist ein Erzeugendensystem
von U, wenn

U =Lin (vq,...,vg) .
Beispiele:
1) R* wird von (ey,... ,e,) erzeugt, denn

T
a:(al,...,an) = a1€e; + agey + - -- + a,ey, -
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2) Der R? wird von (e, ey) erzeugt, aber auch (e; + ey, €; — €,) erzeugt
R2. Dies entspricht einer Drehung des Koordinatensystems.

3.6 Definition.

a) Endlich viele Vektoren vy,...,vy € V heiffen linear abhdngig, wenn
es Zahlen ay, ... ,ar € R gibt, die nicht simtlich gleich Null sind, so,
dass

avi+ -+ avp =0
gilt.

b) Die Vektoren vy,...,vy heifien linear unabhdngig, wenn sie nicht
linear abhdngig sind, d.h.

avi+--+opvi=0 = aogg=ay=---=a,=0.
e Um zu iiberpriifen, ob vy,...,vy € V linear unabhéngig sind, muss
man das lineare Gleichungssystem in z,... , 2
T1V1+ -+ TV = 0 (37)

betrachten (vergleiche (2.7)) und iiberpriifen, ob es nur triviale Losun-
gen gibt. Es gilt:

i) vi,...,v; linear abhingig < (3.7) besitzt eine nichttriviale
Losung.
ii) vi,..., v, linear unabhéngig < (3.7) besitzt nur triviale Losung.

e Sonderfille von (3.7)
1) k=1: v €V ist unlinear abhingig & (av=0=a=0) &
v # 0.

2) k =2:(u,v) sind linear abhingig < Ja, B € R, nicht beide gleich
Null, mit

<
|
I

gv, falls o # 0,

—0 o
ou + fv { falls 3 # 0.

<
I
|
wlR
£
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Falls V = R?,R® heifit dies, dass die Vektoren v, u parallel sind.

3.8 Lemma. Die Vektoren sind genau dann linear abhdngig, wenn sich einer
von thnen als Linearkombination der anderen darstellen lGft.

3.9 Lemma.

a) Jedes endliche System von Vektoren, das linear abhingige Vektoren
enthdlt, ist linear abhdingig.

b) Jedes endliche System von Vektoren, das den Nullvektor enthdlt, ist
linear abhdngig.

¢) Jedes Teilsystem linear unabhdngiger Vekotoren ist linear unabhdngig.

3.10 Satz. In einer Matriz in Stufenform sind die nichttrivialen Zeilenvek-
toren linear unabhdngig.

3.11 Satz. Sei A € R"*" eine quadratische Matriz. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) A ist invertierbar.
b) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.
¢) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
3.12 Satz. Fir Vektoren vy,... ,vp,w €V gilt:
a) Lin (vy,... ,vg,w) =Lin(vy,...,vg) & w € Lin (v, ..., vyg)

b) Die Vektoren vy, ... vy sind linear unabhingig < Zur Erzeugung von
Lin (vy,...,vg) kann kein v;, i = 1,... | k, weggelassen werden. In die-
sem Fall nennt man (vi,...,vy) ein minimales Erzeugendensy-
stem.



