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Falls V = R?,R® heifit dies, dass die Vektoren v, u parallel sind.

3.8 Lemma. Die Vektoren sind genau dann linear abhdngig, wenn sich einer
von thnen als Linearkombination der anderen darstellen lGft.

3.9 Lemma.

a) Jedes endliche System wvon Vektoren, das linear abhingige Vektoren
enthdlt, ist linear abhdngig.

b) Jedes endliche System wvon Vektoren, das den Nullvektor enthilt, ist
linear abhdngig.

c) Jedes Teilsystem linear unabhdngiger Vekotoren ist linear unabhdngig.

3.10 Satz. In einer Matriz in Stufenform sind die nichttrivialen Zeilenvek-
toren linear unabhdngig.

3.11 Satz. Sei A € R"™"™ eine quadratische Matriz. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) A ist invertierbar.
b) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.
¢) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
3.12 Satz. Fiir Vektoren vy,... ,vy,w €V gilt:
a) Lin (vy,... ,vg,w) =Lin(vy,...,vg) & w € Lin (v, ..., vg)

b) Die Vektoren vy, ... vy sind linear unabhingig < Zur Erzeugung von
Lin (vy,...,vg) kann kein v;, i = 1,... | k, weggelassen werden. In die-
sem Fall nennt man (vi,...,vy) ein minimales Erzeugendensy-
stem.

3.13 Definition. FEin System (vi,...,v,) von Vektoren aus V heifit eine
Basis des R-Vektorraumes V', wenn gilt:

(B.1) Die Vektoren vy, ... vy, sind linear unabhdingig,

(B.2) Die v; erzeugen V', d.h. Lin(vy,...,v,) =V.



110 Lineare Algebra

3.14 Satz. Ist (vy,...,vy,) eine Basis von V, dann gibt es zu jedem Vektor
a € V genau ein n-Tupel reeller Zahlen (o, ... ,ay,) mit

a=QVy+ ...+ Q,Vy.
Ferner sind je m Vektoren aus V' linear abhdngig, falls m > n.

e Die Menge der Basisspaltenvektoren {ey,... ,e,} ist eine Basis des R" im
Sinne obiger Definition.

3.15 Satz. Die Zeilen (bzw. Spalten) einer invertierbaren nxn Matriz bilden
eine Basis des R, (bzw. R"™).

e Im Raum Py (R) = {Polynome vom Grad < k} bilden die Polynome
{1,z,2%,... 2%} eine Basis.

3.16 Definition. Ein Vektorraum V heifit endlichdimensional, wenn es
endlich viele Vektoren wy,... ,w, mit V = Lin(wy,... ,w,) gibt.

e Die Rdume R" R, , P sind endlichdimensional.

e Der Raum P(R) = {Polynom mit beliebigem Grad} ist nicht endlich-
dimensional.

3.17 Satz (Basisergiinzungssatz). In einem endlichdimensionalen Vek-

torraum V # {0} bilden linear unabhingige Vektoren vq,... ,vy bereits eine
Basis (vi,...,vg) von V oder man kann sie durch Hinzunahme weiterer
Vektoren uy, ... ,w; zu einer Basis (vi,... ,Vg, i, ..., ;) von V erginzen.

3.18 Satz. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V # {0} besitzt eine
endliche Basis (vi,...,vy). Ist (Wq,... ,Wy,) ebenfalls eine Basis von V,
so gilt: m = n.

3.19 Definition. Die gemeinsame Ldinge n aller Basen eines endlichdi-
mensionalen Vektorraumes V' # {0} heifst Dimension von V, abgekiirzt
dimV = n. Man setzt dim{0} = 0.

Beispiele:

dimR" = dimR,, = n,
dim Po(R) =k + 1,,
dim{z € R?, 3z, +zo+23 =0} = 2. (zwei Parameter frei withlbar)
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3.20 Lemma. Ist r die Maximalzahl linear unabhdngiger Vektoren aus
(Vi,...,Vg), dann gilt:

r = dimLiIl(V1, . .- ,Vk)'

3.21 Satz. In einem R-Vektorraum V der Dimension n gilt:
a) Je n linear unabhdingige Vektoren aus V bilden eine Basis von V.
b) Jedes Erzeugendensystem von V mit n Elementen ist eine Basis von V.
c) Je n+1 Vektoren aus V sind linear abhdngig.

3.22 Satz. Jeder Unterraum U eines endlichdimensionalen Vektorraumes V
ist endlichdimensional. Im Falle U # 'V gilt: dimU < dim V.

e Nach Satz 3.22 ist ein Unterraum U eines endlichdimensionalen Vektorrau-
mes wieder ein endlichdimensionaler Vektorraum. Also gelten die Sétze 3.17,
3.18, 3.21 analog fiir U.

e Sei A € R, A # 0. Dann ist KerA :'= {x € R",Ax = 0} C R"
ein Unterraum des R” der Dimension r < n.

6.4 Elementarmatrizen

4.1 Definition. Sei A € R™" eine Matriz mit den Zeilenvektoren
Z1,...,Zm € R, und den Spaltenvektoren ai, ... ,a, € R™. Dann heifit

Lin(zy,... ,2zn) CR,

der Zetlenraum von A und

Lin(ay,...,a,) CR™
der Spaltenraum von A.

e Nach Lemma 3.20 ist die Dimension des Spaltenraumes die Mazximal-
zahl linear unabhdngiger Spaltenvektoren von A. Analog fir den Zei-
lenraum.

e Beim Transponieren gehen Zeilen in Spalten tiber und umgekehrt. Also
spiegeln sich die Figenschaften des Spaltenraumes (Zeilenraumes) von
A wieder im Zeilenraum (Spaltenraum) von AT.



112 Lineare Algebra

o Aus Ax = inai X ER” bzw. yA = Zyjaj,y e R, folgt
i=1 j=1

Spaltenraum von A = {Ax,x € R"}, (4.2)

Zeilenraum von A = {yA,y € R,,} = {y" A,y ¢ R™}. '

4.3 Satz. Sei A € R™ ™. Fir alle invertierbaren Matrizen P € R™™ und
Q € R gilt:
A und AQ haben denselben Spaltenraum, A und P A denselben Zeilenraum.

e Elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen werden in folgende Ty-
pen eingeteilt:

Typ 1: Vertauschen zweier Zeilen (Spalten),

Typ 2: Multiplizieren einer Zeile (Spalte) mit Faktor ungleich Null,

Typ 3: Addition eines Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen.

4.4 Definition. Eine mxm Matriz E heifit Elementarmatriz vom Typ
1, 1=1,2,83, wenn sie aus der m X m FEinheitsmatriz E durch eine elementare
Zeilenumformung vom Typ i hervorgeht.

Beispiele:

e 010
el =11 00 Vertauschen von e; und e; = Typ 1

€3 0 0 1

e 1 00
aes | =10 a 0 Multiplikation von ey mit o = Typ 2

€3 0 0 1

e; + aes 1 0 «
e, =101 0 Addition des « fachen von e; zu e; = Typ 3

es3 0 01
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4.5 Satz.

a) Entsteht A aus A € R™" durch eine elementare Zeilenumformunyg,
dann gilt:

A=FEA
mit der zugehirigen Elementarmatriz E.

b) Die Elementarmatrizen sind invertierbar, die Inversen sind ebenfalls
Elementarmatrizen.

c) Entsteht M bzw. N aus A € E™" durch endlich viele elementare
Zeilen- bzw. Spaltenumformungen, dann gibt es invertierbare Matrizen
P e R™" Q € R™™ mat

M = PA, N = AQ. (4.6)
P und Q sind Produkte von Elementarmatrizen.

4.7 Folgerung. Der Zeilenraum einer Matrix dndert sich nicht bei elemen-
taren Zeilenumformungen, der Spaltenraum nicht bei elementaren Spaltenum-
formungen.

4.8 Folgerung. In einer Matrixz in Stufenform bilden die nichttrivialen Zei-
lenvektoren eine Basis des Zeilenraumes. Die Dimension des Zeilenraumes
ist die Anzahl der Elemente der Buchfiihrungsmenge.

e Man kann statt Zeilenumformungen auch Spaltenumformungen
durchfiihren und erhélt so die sogenannte ,,Spaltenstufenform®, z.B.

* O ¥ O =
*¥ O * = O
* = O O O
S O o OO
S OO OO

4.9 Folgerung. In einer Matriz in ,Spaltenstufenform® bilden die nichttri-
vialen Spaltenvektoren eine Basis des Spaltenraumes. Die Dimension ist die
Anzahl der Elemente der Buchfihrungsmenge.
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e Wir bezeichnen mit
Es O MXNn
( : O) R

die Matrix die an den ersten s Diagonalstellen eine 1 und sonst nur
Nullen hat.

4.10 Satz.
a) Die Dimension des Spaltenraumes von A ist gleich der Dimension des
Zeilenraumes von A.

b) Es gibt invertierbare Matrizen P € R™* ™ Q € R"™", so dass
E, 0
paa- (% 0). "

wobei r = dim (Zeilenraumes von A)
c) Gilt fir invertierbare Matrizen P € R™™ und Q = (qi,...,qn) €

R™*™ die Beziehung PAQ = (15(3)5 8), dann ist s = r und
(Ars1,--- ,Qn) bilden eine Basis von Kern A.

4.12 Definition. Der Rang einer Matrix ist die Dimension ihres Zeilen-
raumes und wird mit Rang A bezeichnet.

4.13 Folgerung. Fiir jede m x n Matriz A gilt:
RangA + dim(Ker A) = n.
4.14 Folgerung. Fiir A € R™*" gilt:
Rang(A) = Rang(A7), (i)
und fir alle invertierbaren Matrizen P € R™™ Q € R"*"
Rang (PAQ) = Rang(A). (ii)

4.15 Blockmatrizen. Aus Matrizen A = (ai,...,a,) € R™" uynd B =
(by,...,by) € R™** gleicher Zeilenzahl kann man eine neue Matriz

(A,B) := (ay,...,a,,by,...,by) € RmXn+k)
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A
C
definiert. Wiederholtes Anwenden solcher Zusammensetzungen liefert eine
Blockmatrix

bilden. Analog ist fiir Matrizen A, C gleicher Spaltenzahl eine Matriz

All T Alk

Ap - Ay

wobei nebeneinanderstehende Matrizen dieselbe Zeilenzahl haben und unter-
einanderstehende dieselbe Spaltenzahl. Umgekehrt kann man eine Matriz A
auch in Blécke zerlegen, z.B.:

4.16 Rechenverfahren mit Zeilenumformungen. Aus A € R™"*" B ¢
R™k bildet man (A, B) € R™("K) An dieser Matriz werden elementare

Zeilenumformungen durchgefiihrt bis man zu einer Matriz (M, N) kommdt,
d.h.

A|B
4 Zeilenumformungen
M N

Nach Satz 4.5¢) gibt es eine Matriz P € R™ ™ mit
M =PA, N =PB (4.17)
(1) Wihlt man nun B =E € R™ ™ so liefert (4.17)
E =PA, N =P,
d.h. man kann die Matriz P berechnen die A in M diberfihrt.

(17) Falls A € R™™ invertierbar ist und man B = M = E, wdihlt, liefert
(4.17)

E=PA, N=P,

d.h. P = N = A~!. Insbesondere ist nach Satz 4.5¢c) P = A~! ein
Produkt aus Elementarmatrizen.
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(i)

Soll das Gleichungssystem Ax = b fiir mehrere rechte Seiten b;,1 =
1,...,k gelost werden, so wihit man B = (by,... ,bg),M = E. Also
liefert (4.17)

P = A__l, N - A._IB,
d.h. die Spalten b; von N sind die Lisungen der Gleichungen Ax = b,.

Ser A € R"™™ invertierbar und sei B = E. Wenn man A nur mit
Hilfe von Zeilenumformungen vom Typ & in eine obere Dreiecksmatriz
M dberfihrt (Ausrdumen der Spalten unterhalb der Diagonalen), so
treten auf der rechten Seite des Schemas nur Verdnderungen unterhalb

der Diagonalen auf, d.h. P st eine untere Dreiecksmatriz mit Finsen
auf der Diagonalen. Aus (4.17) folgt:

A =P 'M, (4.18)

wobei auch P~ eine untere Dreiecksmatriz mit Einsen auf der Dia-
gonalen ist. Die multiplikative Zerleqgung (4.18) mit L := P! und
R =M heifit L-R-Zerlegung.



