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(13i) Soll das Gleichungssystem Ax = b fiir mehrere rechte Seiten b;,i =
1,...,k gelost werden, so wihit man B = (by,... ,bg),M = E. Also
liefert (4.17)

P=A"" N = A"'B,
d.h. die Spalten b; von N sind die Losungen der Gleichungen Ax = b;.

(1) Sei A € R™™ iqnvertierbar und sei B = E. Wenn man A nur mit
Hilfe von Zeilenumformungen vom Typ 3 in eine obere Dreiecksmatrix
M dberfihrt (Ausrdumen der Spalten unterhalb der Diagonalen), so
treten auf der rechten Seite des Schemas nur Verdnderungen unterhalb
der Diagonalen auf, d.h. P st eine untere Dreiecksmatrix mit Finsen
auf der Diagonalen. Aus (4.17) folgt:

A =P 'M, (4.18)

wobei auch P~ eine untere Dreiecksmatriz mit Einsen auf der Dia-
gonalen ist. Die multiplikative Zerleqgung (4.18) mit L := P! und
R =M heifit L-R-Zerlegung.

Beispiel:

A E Protokoll
1 2 3 1 0 0
2 1 0 0 1 0
1 0 2 0 0 1
1 2 3 1 0 0
0 -2 —6|—2 1 0 Z2—2Z1
0 —2 —-1]-1 0 1 Z3 — 77
1 2 3 1 0 0

M=0 -3 -6|-2 1 0 =P

00 3|3 -2 1 73 — 225
1 2 0|2 2 - z1 — 23
O 1 O % é —§ -3 (Z2+2Z3)
00 1)y b4
1 0 0 —% % % Z1—2Z2
01 0|y g
00 1|y g
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Also sind die Inverse A~! und die L-R-Zerlegung, gegeben durch

(-2 4 3
A’1:§41—6,
1 -2 3
1 0 o\'/1 2 3
A=P'M=([-2 1 0 0 -3 —6
1 2
T -2 0 0 3
100 1 2 3
=12 10 0 -3 —6
1 21 0 0 3

Die Spalten von A~! sind Losungen von Ax; =e; i=1,2,3.
4.19 Rechenverfahren mit Spaltenumformungen. Aus A € R™*"

C € R¥*™ bilden wir (é) und fithren an dieser Matriz Spaltenumformungen

durch. Wir erhalten eine Matrix (11\\1/[), d.h.

A M
(C) Spaltenumformungen (N)

Nach Satz 4.5¢) existiert eine Matriz Q € R*™™™ mit
AQ=M, CQ=N.

(1) Die Transformationsmatriz Q errechnet sich durch die Wahi C = E.

(i1) Fine Basis des Liosungsraumes Ker(A) des homogenen Gleichungssy-
stems Ax = 0 errechnet sich durch die Wahl C = E und N als Spalten-
stufenform. Somit haben wir

()~ (a)

und Satz 4.9c) liefert, dass q,11, ... ,q, eine Basis von Ker(A) ist.
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Beispiel:

1 2 3 1 0 0 1 0 O 10 0

5 6 4 -3 —6 4 =3 0 0 1 0
5 9 12 6 -3 —6 6 -3 0 2 1 0

— — —

10 0 1 -2 -3 1 -2 1 —g % 1
01 0 0 1 0 0 1 -2 % —% -2
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0o 0 1

d.h. dimKer A =1 und (1,—2,1)7 ist eine Basis von Ker A.

4.20 Losung eines inhomogenen Gleichungssystems. Die erweiterte
Koeffizientenmatriz (A|b) wird durch Zeilenumformungen in Zeilenstufen-
form (M|d) gebracht. Danach bestimmt man eine Basis von Ker(A) mit
Hilfe des Verfahrens aus 4.19 (ii). Sei wy, ... ,u,_, diese Basis und sei vy
die spezielle Losung des inhomogenen Systems, d.h. alle freien Parameter
werden zu Null gesetzt. Dann ist die allgemeine Lisung des Gleichungssy-
stems Ax = b gegeben durch

X=Vvyg+Au+- -+, ,u, , ,A €R beliebig.

Beispiel:

1 -2 1 -—=1]| 2

2 2 =3 4|1

4 -2 -1 2| 5

1 -2 1 -—-1|1
- 0 1 -5 6 |-3
0 6 -5 6 |—-3

1 0 -2 —-1|1
- 0 1 3 1| -1
6 2

0 0 0 010

Also ist die allgemeine Losung v des obigen Systems gegeben durch

1 2 1
1 5 —
= 2 6 iebi
v 0 + s : +1 0 | s,t € R beliebig,
0 0 1
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wobel sich die Basisvektoren von Ker A auf Grund der Struktur der Stufen-
form sofort ohne Rechnung als

2 5 T
V= (gaéa 150) y Vo = (1,—1,0,1)T

ablesen lassen. =

6.5 Determinanten

5.1 Zweireihige Determinanten. Das von zwei Vektoren a = <Zl) ,b =
2

<2l> der (z,y)-Ebene erzeugte Parallelogram hat den Fldcheninhalt (siehe
2
Kapitel 1, 5.15)

al b1
F = as X bQ = |a1b2 — a2b1| .
0 0
Die Zahl
det A = Clle - agbl (52)

aq b1

heifit Determinante der Matrix A = <a b
2 02

). Man berechnet sie nach

dem Schema

+
ai by

det >§‘ = a1b2 — G,le,

a2 by

und es gilt det A = +F. Also haben wir:
det A =+F =0< a,b parallel oder (a =0 oder b=0),
anders gesagt

det A =0 < a,b sind linear abhingig

< A ist nicht invertierbar.
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5.3 Dreireihige Determinanten. Der Spat dreier Vektoren a,b,c € R3
hat das Volumen (Kapitel 1, Satz 5.24)

V =|[a,b,c]|

= |a1(bacs — b3ca) — az(bics — bscr) + as(bicy — bact)|
Die Zahl
det A =[a, b, |

ist die Determinante der Matriz A = [a,b,c|. Das Volumen des Spats ist

Null, wenn er entartet ist, und somit sind die Vektoren linear abhdngig sind,
d.h.

det A =0« a,b,c linear ahingig
oder anders gesagt

det A # 0 < a, b, c linear unabhdngig,
& A invertierbar,
& Rang A = 3.

Auf Grund der Definition des Spatproduktes hat man fir A = (a;;) € R¥*®

det A = ayq det <a12 a23> — ayy det (a12 a13> + s, det (a12 a13> ’
3

a3z Q33 a3z as Qo2 (23
(5.4)

d.h. die Berechnung einer Determinante einer 3 X 3 Matriz kann auf die
Berechnung von Determinanten von 2 X 2 Matrizen zuriickgefiihrt werden.

5.5 Definition. Sei A = (a;;) € R™". Wir definieren die Determinante
det A rekursiv durch.

n=1: det A := qy

n>2: detA = a1 det A11 — Q91 det A21 —+ -+ (—1)”+1an1 det Anl;
wobei Ay die (n — 1) X (n — 1) Matriz ist, die aus A durch Ent-
fernen der 1. Spalte und der i-ten Zeile entsteht.
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Beispiel:
120 1 01
det =1-det 3 2] —3-det 3 2
0 6 3 2 3 1 3 1
2 4 31

4

2
6 6
4 4
2 01 0
+0-det [ -2 1 0] —2-det 1
3 1 3
=-2(3-1-2-3)—6(1-1-0-3)+4(1-2—-0-3)
-323-1-2-3)—-6(0-1—-1-3)+4(0-2—1-3)
—-2[2(1-2-0-3)42(0-2—-1-3)+6(0-0—1-1)

= 46

]
]

e Wenn man die rekursive Definition 5.5 vollstindig entwickelt erhélt
man:

det A = Z (—1)5(i)ai11ai22 """ Ajns (56)

wobei man iiber alle Permutationen i der Menge {1,2, ... ,n} summiert
und £(7) die Anzahl der Vertauschungen ist, die man benotlgt um 7 in
{1,2,...,n} zu bringen. Man benétigt also n! Summanden!

5.7 Satz. Die Determinante einer oberen Dreiecksmatriz A = (a;;) ist das
Produkt seiner Diagonalelemente a;;, d.h.

det A = H (077
i=1
Insbesondere gilt: det E = 1, det(aE) = o™.
5.8 Satz. a) det ist linear in jeder Zeile, d.h.

21 21 21 21 21
det | az; | =adet | z; | ,det |a+b| =det | a | +det | b

Zn Zn Zn Zn Zn
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b) det ist alternierend, d.h.
(#) &
Z; Zj

det | : | =—det| : |,

Zj 2

W) )

insbesondere ist det A = 0 falls zwei Zeilen von A identisch sind.

5.9 Satz. Seien A,B € R"*".

a) Entsteht A aus A durch eine elementare Zeilen- bzw. Spaltenumfor-
mung vom Typ i, dann gilt:
Typ 1: det A = —det A,
Typ 2: det A = adet A a #0, (5.10)
Typ 3: det A = det A.

b) Es gilt:
det A = det AT,
wsbesondere gilt Satz 5.8 auch fir Spalten.
c) Es gilt:
det(A-B) =det A -detB. (5.11)
d) Es gilt:

A invertierbar < det A # 0,
Rang A <n < det A =0.

5.12 Folgerung. FEs gelten fir A,B € R**":
a) det(A -B) =det(B- A),
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b) det(AF) = (det A)*, k€N,
¢) det A~! = (det A)~1, falls A invertierbar,

d) det(B7'AB) = det A, falls B invertierbar,

e) falls A = (13 g oder A = <

B € Rk D ¢ Rv-k)x(n=k) 5o gilt:

B 0 ) )
C D) mit Blockmatrizen

det A = det B-detD.

5.13. Die Matriz A = (aj,al,... - PERTE: PER T ,an) geht aus A =
(ai,...,a,) durch (j — 1) sukzessive Vertauschungen von Spalten hervor.
Also gilt

det A = (—1)"'det A.

Entwickelt man det A nach Definition 5.5 erhilt man die Entwicklung von
det A nach der j-ten Spalte

det A = Z(—l)j”aij det Aij;
i=1

wobei A;; die (n—1) x (n— 1) Matriz ist, die aus A durch Wegstreichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Durch Transposition erhdlt man die
Entwicklung von det A nach der i-ten Zeile

det A = Z(—l)i”aij det Azg
j=1

Bei der Berechnung von det A, A € R""™ n > 3 sollte man die Struktur
der Matriz beachten (evtl. Blockmatriz) und durch Zeilen- und Spaltenum-
formungen mdglichst viele Nullen erzeugen.
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Beispiel:
13 -5 1 4
4 2 2 0 3 1 3 1 2 3
det |]O O 1 2 3 =det(4 2)det 0 4 5
00 0 45 -1 3 3
00 -1 3 3
1 2 3
=—10det {0 4 5
0 56
=-10-(-1) =10

e Cramersche Regel:
Sei A invertierbar. Ax = b, Dann hat das System die Losung x =
(T1,...,2,)" mit

Z; det (al,... ,ai_l,b,aiﬂ,... ,an).

T det A

6.6 Lineare Abbildungen und Eigenwerte

Seien V, W Vektorrdume iiber R. Mit einer Abbildung f : V — W wird
jedem Vektor v € V ein eindeutig bestimmter Vektor w = f(v) € W zuge-
ordnet.

6.1 Definition. Eine Abbildung f : V — W heifst linear, wenn gilt:
(L1) f ist homogen, d.h. f(av) =af(v) VaeRv eV,
(L2) f ist additiv, d.h. f(v+u) = f(u)+ f(v) VYu,veV.

e (L1),(L2) ist dquivalent zu

f(alvl +...+ Cann) = Cklf(vl) +...+ Cknf(vn)

6.2
Vai € R, v; € \% ( )



