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det (AE — A) = A" — Sp(A)A™ 1+ -+ + (—=1)" det A,

wober
Sp(A) := Zaii' (6.34)
i=1
6.35 Satz. Es ist A € C genau dann FEigenwert von A € C™*™, wenn \ eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms xa ist.

6.36 Definition. Sei A € C"" eine Matriz und sei A € C ihr Eigen-
wert. Die algebraische Vielfachheit k(\) von X ist die Ordnung von
A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Der Eigenraum FE())

zum FEigenwert X ist der Lésungsraum des homogenen Gleichungssystems
(AE—-A)x =0, d.h.

E(\) =Ker(AE — A). (6.37)

Die Dimension des Eigenraums heifit geometrische Vielfachheit m())
des Figenwerts \.

6.38 Satz. Figenvektoren by,...,b, € C" zu paarweise verschiedenen Fi-
genwerten Ay, ..., N\, der Matrizx A € C"*" sind linear unabhdngig.

6.39 Satz. Besitzt eine Matrix A € C**" n linear unabhdingige Eigenvek-
toren by, ..., b, mit nicht notwendig verschiedenen Figenwerten \i,... , A\,
dann gilt mit B = (by,... ,b,) € C*"

A0 0
B'AB=|¢g . o[- (6.40)
0 0 A,

6.41 Satz. Fine Matriz besitzt genau dann n linear unabhingige Eigenvek-
toren, wenn die Summe der geometrischen Vielfachheiten der FEigenwerte
gleich n ist, d.h.

Zm()\i) =n. (6.42)

6.43 Folgerung. Fulls (6.42) gilt, ist A dhnlich einer Diagonalmatriz, d.h.
(6.40) gilt.
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6.44 Folgerung. Fulls fiir alle Eigenwerte von A € C**" die geometrische
und die algebraische Vielfachheit tibereinstimmen, gibt es eine Basis B des
C" so, dass (6.40) gilt.

e Durch die Identifizierung von linearen Abbildungen und Matritzen erhalten
wir folgenden Satz.

6.45 Satz. Set f : C* — C" eine lineare Abbildung und sei
A = MZ$(f) € C*" ihre Abbildungsmatriz. Falls die geometrischen und
die algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte der Matrix A tbereinstim-
men, gibt es eine Basis B = (by,... ,by,) des C* aus Eigenvektoren von A
so, dass gilt:

AN 00
MZ(f)=10 - 0
0 0 A

n

6.46 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren.
a) Sei A € C"*". Bestimme alle Nullstellen A1, ..., A, des charakteristi-
schen Polynoms xa (\) = det (AE — A), d.h.

Xa(A) = (A= N)M o A =N,

wobei \; die Eigenwerte von A mit der algebraischen Vielfachheit

b) Bestimme die Figenrdume E()\;) = Ker(A\E — A),i = 1,...,r, und
berechne fiir jeden eine Basis. Die Dimension von E(\;),i=1,...,r
ist die geometrische Vielfachheit m()\;) des Eigenwertes \;.

¢) Uberpriife, ob fir alle N;,,i =1,...,r gilt k(\;) = m()\). Falls ja, so
ist A beziiglich der aus den Basen der Eigenrdume E()\;) zusammen-
gesetzten Basis dhnlich einer Diagonalmatriz.

e Fulls A € R™™ und alle Figenwerte reell sind, d.h. \; € R, dann
gelten Satz 6.39, Folgerung 6.44 und Satz 6.45 analog mit Matrizen
B € R bzw. Basen B = (by,...,b,) des R*. Diese konnen mit
Hilfe des Verfahrens aus 6.46 berechnet werden.

o Leider gilt im Allgemeinen nicht m(\;) = k(\;).
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Beispiele:

1) Sei A = (; ?), dann gilt:

) =dee (P17 ) = ur -,

Also sind A\; = —1, und Ay = 3 die Eigenwerte von A. Das System
(ME—A)v, = 0 hat die Losung v; = (1,—1)". Die Losung von
(ME —A)vy = 0 ist vy = (1,-1)". Also gilt: dimE()\;) = 1,7 = 1,2,
1

1 gilt:

und A ist dhnlich einer Diagonalmatrix, d.h. mit B = (_11
1 (-1 0
BT AB = ( 0 3]

2) Fiir A = (3 g) gilt xa(\) = det (\E — A) = (A — 3)%. Also ist der
Eigenwert von A A\; = Ay = 3. Da \E — A = 8
und E(\) = B2, d.h. k(Ar) = m(\r). Mit B = (1 0) gilt

01
g (30
san= (3 ).

3) Fir A = (? _41) haben wir

8) gilt k(M) = 2

A-2 1
det()\E—A):det( 1 A_4) =(A=3)°.

Also ist der Eigenwert von A A; = Ay = 3 und k(A1) = 2. Der Eigen-
raum E()\;) hat die Dimension 1, d.-h. m(A\;) =1 und v; = (1, —1)7 ist
eine Basis von E();), denn

1 1 11
ve-a=(L )= (0 )
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Also ist k(A1) # m(A;) und A ist nicht &hnlich einer Diagonalmatrix.
Aber man kann A mit folgendem Verfahren in eine einfachere Form
bringen.

Sei v, die Losung von (AE — A) vy = vy, d.h. vo = (1,0)T. Setze man

nun B = (vy,vy), d.h. B= (é _11) dann gilt:

i (30
B AB_<1 3).

Man sagt, dass B"'AB ein 3-er Block der Linge zwei ist. Allgemein
ist ein A-Block der Linge £ gegeben durch

A0 0 O
1 0 0| gk
0 . 0
0 0 1 A
.. 1 5 .
4) Fir A = (1 _1> haben wir

A—1 ) . .
)(A(/\):det(_1 )\+1>:)\2+4:(/\—21)(/\+27,).

Also sind A\; = 2¢ und Ay = —2i die Eigenwerte von A. Eine Basis von
E()\;) berechnet sich durch

21 —1 ) _ 1 —21—1 _ 1 -21-1
-1 2141 21 —1 ) 0 0 ’

dh. vy = (20 4+1,1)". Analog fiir E()\y):

-21—1 5 _ 1 21—1 _ 1 20-1
-1 2141 —21—1 3 0 0 ’

21+ 1 —2i—|—1)

d.h. vy = (=2i+1,1)". Somit gilt mit B = ( 1 1

B 'AB = (2(; _02Z> e C¥>?.
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6.47 Satz (Jordansche Normalform). Sei A € R™" und seien alle Ei-
genwerte A1, ..., A\, von A reell. Dann ist A dhnlich einer diagonalen Block-
matriz bestehend aus \;-Blicken.

e Zu einem Figenwert A kénnen verschiedene \-Bldcke auftreten.

A0 0]0 0O
1 A 0(0 0 O Léinge 3
01 A0 00
0 0 1|X O0]0 Linge 2
0 0 0|1 AJO
0 00 0 1A Lénge 1

o Bis auf die Reihenfolge ist die diagonale Blockmatriz eindeutig be-
stimmit.

6.7 Symmetrische Matrizen

Fiir eine Funktion f : R — R gilt unter geeigneten Voraussetzungen

F(2) ~ o) + o) @ — m0) + 5 f"mo) (@ — 70)?.

Im néchsten Kapitel betrachten wir Funktionen f : R* — R fiir die analog
gilt,

Fx) 2 F00) + D Duf (o) o — w0)s 5 D D5 (0) (& = )i — 7).

ij=1

Wir setzen f(xg) =: ag, a = (Dif(Xo),...,Dnf(x0))" und A :=
(D f(x0)), und erhalten

2,7=1,...,n
f(x) ~ ap+a”(x —x0) + (x —x0)"A(x — xp) -

Aber es gilt z;x; = z;x; und demzufolge kann man A durch die Matrix
mit den Komponenten 1 (a;; + a;;) ersetzen, d.h. durch ihren symmetrischen
Anteil.
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7.1 Definition. Fine Funktion q : R — R heisst quadratische Form
falls

q(x) = xTAx

mit einer symmetrischen Matriz A € R™", d.h. A = AT. Ist A eine Dia-
gonalmatriz, so heisst q rein quadratisch.

7.2 Basiswechsel. Sei q(x) = xTAx eine Darstellung der quadratischen
Form beziglich der Standardbasis S. Sei B eine andere Basis des R" und
M? (id) die Basiswechselmatriz fiir den Ubergang von B nach S. Nach (6.18)
qilt

ks(x) = MZ (id) kp(x) = Bkp(x)
und somat ist
q(x) = ks(x)" Aks(x)
= (Bkp(x))" ABkg(x)
= kB(X)TBTABkB(X)
eine Darstellung von q(x) beziglich der Basis B.

7.3 Definition. Als Hauptachsensystem der quadratischen Form q(x) =
x"Ax (bzw. der symmetrischen Matriz A € R"*™) bezeichnet man eine Or-
thonormalbasis B = (by,... ,b,) des R*, wenn q(x) beziiglich der Basis B
rein quadratisch ist.

e Nach 7.2 ist B ein Hauptachsensystem einer symmetrischen Matriz A
genau dann, wenn BTAB eine Diagonalmatriz ist. Also suchen wir
eine invertierbare Matrizx B mit der BT AB eine Diagonalmatriz ist.
Dies ist nicht mit dem Normalformenproblem zu verwechseln, bei dem
man fir eine nicht notwendigerweise symmetrische Matriz A eine in-
vertierbare Matriz B sucht, so dass B"*AB eine Diagonalmatriz ist.

7.4 Satz. Sei A € R™*" eine symmetrische Matriz. Dann gilt:
i) Alle Eigenwerte von A sind reell.

ii) Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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iii) Algebraische und geometrische Vielfachheit jedes FEigenwertes sind
gleich.

7.5 Satz (Hauptachsentransformation). Zu jeder quadratischen Form
q(x) = x"Ax bzw. jeder symmetrischen Matriz A € R™" gibt es wenig-
stens ein Hauptachsensystem. Es wird wie folgt berechnet:

Zu jedem der verschiedenen Eigenwerte \j; 1 <1 < r, von A bestimmt man
eine orthonormale Basis des Eigenraumes E();),1 < i < r. Diese Teilbasen

(bgi), . ,b,(c?) zusammengesetzt ergeben das Hauptachsensystem
B=(b{",...,b{),... b, b{)
fiir das

BYAB = Diag(A1,. -, A, 5 A, )

k1—mal kr—mal

gilt. Demzufolge gilt
4(x) = kn(x)"B"ABkg(x) = A1 (ka(x)); + -+ Ar (ka(x)); -
Beispiele:

Z [c))’ mit b # 0. Bestimme die Eigenwerte \;, Ao
von A. Sei b = (b, b)",||b|| = 1 der zu )\, gehérende Eigenvektor,
d.h. (M E — A)b = 0. Nach Satz 7.5 existiert ein Hauptachsensystem.
Also gibt es einen Vektor ¢ = (¢1,¢2)” mit b - ¢ = 0. Wir erhalten also
¢ =+ (—by,b))" und B = (b, ¢) ist ein Hauptachsensystem.

—n=2:SeiA=(

- n=23:Sei A = AT € R¥3 mit A # AE. Also existieren zwei verschie-
dene Eigenwerte A; # Ay von A. Habe \; die geometrische Vielfachheit
1. Bestimme je einen Einheitsvektor b; aus E()\;), ¢ = 1,2. Dann
ist by = b; X by orthogonal zu by, by und (by, by, bs) das gesuchte
Hauptachsensystem.



Kapitel 7

Differentation von Funktionen
mehrerer Variablen

In diesem Kapitel betrachten wir Funktionen der Form
f:DCR" - R":x— f(x)

wobeli x = (z,...,2n)7, f(x) = (fi(x),...,fm(x))". R* heift Ur-
bildraum, D Definitionsbereich, R™ Bildraum und das Bild von f ist

£(D) := {f(x);x € D}.

7.1 Kurven im R"

1.1 Parameterdarstellung. Kurven stellt man sich am besten als die Bahn
eines bewegten Punktes vor, wobei man jedem Zeitpunkt t einen Ortsvektor
x(t) zuordnet. Sei also I C R ein Intervall und x : I — R eine gegebe-
ne vektorwertige Funktion. Die Funktionen z; : i — R/ 1 < i < n heiflen
Komponentenfunktion von x.

1.2 Definition. Sei x: I CR — R" eine Funktion. Die Funktion x hat im

Punkt ty € I den Grenzwert c, in Zeichen tllI? x(t) = ¢, genau dann, wenn
—to

lim z;(t) = ¢, 1<i<n.

t—to
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e Der Grenzwert ist komponentenweise definiert und wird somit zurick-
gefiihrt auf Grenzwerte von Funktionen einer Variablen.

e Analog heiffit x : I — R" stetig bzw differenzierbar, wenn alle Kom-
ponentenfunktionen stetig bzw. differenzierbar sind. Die Ableitung wird
komponentenweise berechnet, d.h.

Man nennt x(t) den Tangentialvektor von x an der Stelle t.

1.4 Lemma. Fs gelten folgende Rechenregeln fir differenzierbare Funktio-
nenx,y: I - R" und a: I — R:

a) g (ax(t) + By (t)) = ax(t) + By (1) ,o, B € R,

b) 4 (x(@)-y(t)) =%(t) - y(t) +x(t) - y(2),

c) 4 (x(t) xy (1) =x(t) x y(t) +x(t) xy(t), n=3,
d) g (a(t)x(t)) = a(t)x(t) + a(t)x(t)

o Aus ||x(t)|” = x(t) - x(t) folgt:

x(t

—~~ o~~~ o~~~

|x(t)|| = const. = x(t)-%(t) =0. (1.5)

1.6 Definition. Sei G C R™ und [a,b] C R. Wir nennen jede stetig diffe-
renzierbare Funktion x : [a,b] — G eine Parameterdarstellung des Kur-
venstiicks {x(t);t € [a, b]} mit Anfangspunkt x(a) und Endpunkt x(b). Ein
Kurvenstiick heifst requldr, wenn x(t) # 0 fir alle t € [a,b] gilt.

o Fine Kurve ist eine Kette von Kurvensticken. Diese muss in den
Beriihrungspunkten nicht differenzierbar sein.

e Oft wird sowohl die Parameterdarstellung x(t) als auch das Kur-
venstiick {x(t),t € [a,b]} einfach als Kurvenstiick oder Kurve bezeich-

net.



7.1 Kurven im R" 145

1.7 Definition. Sei x : [a,b] — R" ein regulires Kurvenstiick. Dann heifst

s(r) = / 1x(0)] de

die Bogenlinge des Kurvensticks iber |a, T].

e Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Kapitel 4,
Satz 1.11) gilt

$(t) = [lx@)| - (1.8)
o Analog zu Kapitel 4, Satz 5.27 nennen wir

ds == ||x(t)]| dt das Bogenelement von x, und

dx := x(t)dt das vektorielle Bogenelement von x .

1.9 Definition. Seix : [a,b] — R® zweimal stetig differenzierbar mit x(t) #
0 und %(t) x X(t) # 0. Dann sind

X (t
T(t) := ||§Et;|| der Tangenten(einheits)vektor,
T(t) . . 1.10
N(t) := H - der Normalen(einheits)vektor, (1.10)
()|

B(t) := T(t) x N(t) der Binormalenvektor.
Das Rechtssystem (T (t), N(t), B(t)) wird begleitendes Dreibein genannt.

e Der Grenzwert der Anderungsrate % = % des Tangentialein-

heitsvektors heifit Kriimmungsvektor und ist durch % gegeben. Sei-
ne Ldnge heifit Krimmung

E@l )]
“0= 0 T ROl

1.12 Lemma. Wir haben die Darstellungen

=5()T (),
%(t) = 5()T(t) + $(t)’k(t)N(2) .

(1.11)
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1.13 Lemma. Wir haben folgende Darstellungen:

o = Qx50
N T

_ox(t) x x(¢)
MR FOFFO]

Beispiel: Eine Schraubenkurve hat die Darstellung

rcost
x(t) = | rsint | .
ht

Somit erhalten wir:

—rsint —rcost
x(t)= | rcost |, %x(t)= | —rsint |,
h 0
Ix(t)|| = Vr2+h?=35(t) = R,
1 —rsint
T(t) = 7 rcost |,
h
—rcost —cost
1 R
N(t)zﬁ —rsint | - — = | —sint | ,
0 r 0
1 hsint
B(t) = 7 —hcost | ,
h

oy T _
Ix]] RR r2+h?




