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7.2 Reellwertige Funktionen mehrerer
Veridnderlicher

2.1 Grundlagen. Sei D C R" und f : D — R eine reellwertige Funktion.
Dieser Funktion ist ein Graph

[y = {(x f(x));x € D} CR™

zugeordnet. Zur Veranschaulichung von f betrachtet man Niveaumengen,
d.h. firce R

N, = {x € D;f(x) = ¢} CR",

oder Schnitte mit zu Koordinatenachsen parallelen Geraden, d.h. man be-
trachtet die ,partielle” Funktion von f, die gegeben ist durch

T; — f(al, D ¢ P I o I ¢ T I ,an),
mit a = (ay,... ,a,)" € D.

2.2 Definition. Fiir zwei Punkte x,y € R"™ wird ihr Abstand definiert
durch

1
I~y = (Zm - W) .
i=1
Ser a € R" ein beliebiger aber fester Punkt und r > 0, dann heifit die Menge
Bi(a) = {x € B x —al| <}
r-Umgebung von a.
2.3 Definition. Sei D eine Teilmenge des R™.

a) Ein Punkt a € D heifit innerer Punkt von D, wenn es eine
r-Umgebung B,.(a) von a gibt, die ganz in D liegt, d.h. B,(a) C D.

b) D heifit offen, wenn jeder Punkt von D ein innerer Punkt ist.

¢) Ein Punkt b € R heifit Randpunkt von D, wenn jede r-Umgebung
von b sowohl mindestens einen Punkt aus D als auch einen nicht zu
D gehdrenden Punkt enthdlt. Die Menge aller Randpunkte heifit Rand
von D und wird mit 0D bezeichnet.
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d) FEine Menge ist abgeschlofien, wenn sie alle ihre Randpunkte enthdlt.
Beispiele:

e Die Kreisscheibe B,(a) = {(z,y)" € R, (z — a1)? + (y — a9)? < r?} ist
offen. Der Rand ist {(z,9)”; (z — a1)? + (y — a2)* = r*}.

e Cr(a) ={(z,y)" € R (x — a1)® + (y — a2)* < r?} ist abgeschloBen.

e D=B,(a)N{(z,y)T € R%; 2 > 0} weder offen noch abgeschloen.
2.4 Definition. Sei f: D CR* >R unda € DUJD.

a) f hat in a den Grenzwert ¢ € R, in Zeichen

lim f(x) =c¢

X—a

wenn es zu jedem e > 0 eine r-Umgebung B,.(a) gibt, so dafs
[f(x) —c[<e.
fir alle x € DN B,(a) gilt.
b) f heifit in a € D stetig, wenn lim f(x) = f(a) gilt.

X—a

c) f heifit auf D stetig, wenn f in allen a € D stetig ist.

e Analog zum Fuall n = 1 gelten fiir Grenzwerte und stetige Funktionen
die tblichen Rechenregeln, d.h. Summe, Produkt und Quotient stetiger
Funktionen sind stetiq.

e Die Projektion p;(x) = x; ist stetig und somit sind alle Polynome

— E k1 k
p(x) - aklaakﬂml e :E’n,n
1<k;<m

stetig. Insbesondere sind lineare Abbildungen
l(x)=aTx = Zaixi
i=1

stetig. Die rationale Funktion r(x) = % ist stetig, falls g(x) # 0 fiir

allex € D.
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e Achtung! Aus der Stetigkeit der partiellen Funktionen folgt nicht die
Stetigkeit von f.

2.5 Definition.
a) Fine Menge D C R" heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante K > 0
gibt mit

Ix|| < K  firalex € D.
b) Die abgeschlossenen und beschrinkten Mengen des R™ nennt man
kompakt.

2.6 Satz. Jede auf einer kompakten Menge D C R™ stetige Funktion nimmt
auf D ein Minimum und ein Maximum an, d.h. es gibt a,b € D mit

f(a) < f(x) < f(b) firallexeD.

2.7 Satz. Jede auf einer kompakten Menge D C R" stetige Funktion ist
gleichmdfig stetig, d.h. zu e > 0 gibt es ein d > 0, so dafs fiir allex,y € D
gilt:

[x-yll<d = |fx)-fly)<e.

e Die Sitze 2.6 und 2.7 sind im Allgemeinen falsch, wenn D nicht kom-
pakt ist.

e Sei f: D — R stetig, aber D nicht kompakt. Falls fiir alle x € 0D die
Funktion f in x einen Grenzwert hat, kann man f stetig auf D U 0D
fortsetzen durch

. f(x) x €D,
fx) = {lim fly) xe€dD.
y—x

Dann ist f stetig auf der kompakten Menge D U 0D und Satz 2.6 und
Satz 2.7 gelten.

e Sei f: D — R stetig und sei f(a) > 0 fiir a € D. Dann gibt es ein
r > 0 so dafl

f(x)>0 VxeDnNB,(a).
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2.8 Definition. Se: D C R" offen, f : D — R eine Funktion und x € D.
Existiert der Grenzwert

o1
%gl(l);(f(xl,  Ti1, T+ b, Tty Tn) — [ (21,00, Tn) )

so wird er als die partielle Ableitung von [ mnach x; an der Stelle x
genannt und als %(x) bezeichnet.

e Die partielle Ableitung ist die Ableitung der ,partiellen” Funktionen
i = f(T1,. .. Tiy. oo, Tp),
wobei alle Werte x;,7 # i konstant gehalten werden.
e FEine andere Bezeichnung st fy,.

e Hdéhere partielle Ableitungen werden analog definiert und z.B. mit

o2 &f .
522 Bady bezeichnet.

o [ heifit partiell differenzierbar bzw. stetig partiell differenzier-
bar wenn alle partiellen Ableitungen g—i existieren bzw. stetig sind.

e Analoge Definition fiir hohere Ableitungen.

2.9 Definition. Der Gradient einer Funktion f ist der Vektor bestehend
aus den partiellen Ableitungen, d.h.

9 0 ’
grad f(x) := (a—i(x), ’(%i (x)) eR".

e FEine andere Bezeichnung ist: V f(x).
e Sei D CR" offen und k € Ny. Dann bezeichnen wir

C*(D,R) := {f : D = R; f k-mal stetig partiell differenzierbar}

e Im Allgemeinen gilt: 68;5; # 363,25;-

2.10 Satz. Fiir jede C*-Funktion f: D — R, D C R" offen gilt:

0 (of 0o (0f .
- 1< <n.
ox; <3.’L'J> 6:1:j (8@) ’ =hl=n
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e Der Satz gilt analog fiir k-te gemischte partielle Ableitungen, falls
f € C*(D,R).

2.11 Definition. Fiir zwei Funktionen f,g : D C R* — R und xy € D,
k € Ny schreibt man

F(x) = g(x) +o(llx —xol[*)  fiir x = xq
falls
o fX) —9(x) _

x=x0 [|x — xol[* o

e Sei f : R — R differenzierbar an der Stelle xo. Nach Kapitel 3 1.6 ist
die beste lineare Approximation von f an der Stelle xq gegeben durch

g(x) = f(xo) + f'(20)(x — z0), d.h.
f(@) = f(zo) + f'(zo)(z — mo) + 0|z — o) -

Fir f: D CR" — R reicht partielle Differenzierbarkeit fir das Ana-
logon obiger Formel nicht.

2.12 Definition. Set D C R* offen. Eine Funktion f : D — R heifit in
xo € D total differenzierbar, wenn es einen Vektor a € R" mit

f(x) = f(xo) +a- (x —x0) + of[lx — xol]), (2.13)
fiir x nahe xq, gibt.

2.14 Satz. Ist f in xg € D total differenzierbar mit f(x) = f(xo) + a -
(x —xg) + o(||x — x0||), dann gilt:

a) f ist in xq stetig,
1
b) 1i%z(f(xo+tv) — f(x0)) =a-v, VYWweR"v#0,
—

c¢) f st partiell differenzierbar und a ist eindeutig bestimmt als a =

grad f(xo).
e Wenn f total differenzierbar ist, so ist
f(x) = f(xo) + grad f(xo) - (x —x0) + o(||lx — xql) (2.15)

die beste lineare Approximation von f nahe x.
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2.16 Satz. Jede C'-Funktion f : D C R* — R, mit D offen, ist auf D
total differenzierbar, d.h. jede stetig partiell differenzierbare Funktion ist total
differenzierbar.

2.17 Newton - Verfahren. Zur ndiherungsweisen Lisung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems

flz,y) =0,  g(z,y)=0, (*)

fiir f,g € C' ersetzt man (*) durch die lineare Approzimation

f (o, v0) + fa(zo,%0)(x — 20) + fy(0, Y0) (¥ — %0) =0,
g(.To,yo) + gw(xO: yO)(x - xO) + gy(xm yO)(y - yO) =0.

)

A= () o)

f (o, yo)) (on)
= - + A .
& (9(950, yo) Yo
Falls det A # 0 erhilt man eine verbesserte Losung zum Startwert (xq,yo)T
durch

Dieses kann man als

schreiben, wobei

1
T, = xg + —— det

(‘f(%;yo) fy(ﬂco,yo )
det A ’

—9(35(), yo) gy(ﬂUOa

(fz(iﬁo, %) —f (o, zz;) .

ga:(x07 yo) —g(aco, yo)

Dieses Vorgehen kann wiederholt werden und liefert oft qute Ergebnisse bei
entsprechender Wahl des Startpunktes.

2.18 Definition. Sei f : D C R* - R und xg € D und v € R* ein
FEinheitsvektor, d.h. ||v|| = 1. Falls der Grenzwert

1
= ——det
Y1 y0+detA e

12%% (f(x0 +tv) = f(x0))

existiert wird er mit Oy f(xo) oder g—":(xo) bezeichnet und heifit Richtungs-
ableitung von f an der Stelle xy in Richtung v.
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e Dies ist eine Verallgemeinerung von partiellen Ableitungen welche der
Wahl v = e; entspricht.

e O, f(x¢) beschreibt das Verhalten von f lings der Geraden xq + tv.

2.19 Satz. Fiir jede auf der offenen Menge D C R™ total differenzierbare
Funktion f und alle v e R",||v| =1 gilt:

g—{l_(xo) = grad f(xp)-v = waz (x0)v;

=1

e Wir hatten bereits gesehen, dafl sich Funktionen langs verschiedener Kur-
ven verschieden verhalten konnen (siehe Beispiel stetiger ,partieller Funk-
tionen). Deshalb ist es sinnvoll auch Ableitungen ldngs von Kurven und nicht
nur lings von Geraden (Richtungsableitungen) zu betrachten.

2.20 Satz (Kettenregel). Fir jede C'-Funktion f : D — R,D C R" of-
fen, und fir jedes Kurvenstiick x : [a,b] — D gilt:

& Fe(t)) = grad F(x(0) -x(1). (2:21)



