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e Der Satz gilt analog fiir k-te gemischte partielle Ableitungen, falls
f € C*(D,R).

2.11 Definition. Fiir zweir Funktionen f,g : D C R* — R und xq € D,
k € Ny schreibt man

F(x) = g(x) +o(llx —xol[*)  fiirx = xq
falls
o fX) —g(x)

x=x0 [|x — xol[* o

e Sei f : R — R differenzierbar an der Stelle xo. Nach Kapitel 3 1.6 ist
die beste lineare Approximation von f an der Stelle xq gegeben durch

g(z) = f(zo) + f'(z0)(x — 20), d.h.
f(x) = f(zo) + f'(mo)(x — o) + 0|z — z0]) -

Fir f : D CR"® — R reicht partielle Differenzierbarkeit fir das Ana-
logon obiger Formel nicht.

2.12 Definition. Set D C R* offen. Eine Funktion f : D — R heifit in
xo € D total differenzierbar, wenn es einen Vektor a € R* mit

f(x) = f(x0) +a- (x —x0) + of[lx —xol]), (2.13)
fiir x nahe xq, gibt.

2.14 Satz. Ist f in xo € D total differenzierbar mit f(x) = f(x¢) + a -
(x —xq) + o(||x — x0||), dann gilt:

a) f ist in xq stetig,
1
b) ?ltirrég(f(xo—l-tv) — f(x0)) =a-v, VYWweR"v#0,
—

¢) f ist partiell differenzierbar und a ist eindeutig bestimmt als a =

grad f(xo).
e Wenn f total differenzierbar ist, so ist
f(x) = f(xo) + grad f(xo) - (x — x0) + o(||lx — xql) (2.15)

die beste lineare Approximation von f nahe x.
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2.16 Satz. Jede C'-Funktion f : D C R* — R, mit D offen, ist auf D
total differenzierbar, d.h. jede stetig partiell differenzierbare Funktion ist total
differenzierbar.

2.17 Newton - Verfahren. Zur ndiherungsweisen Lisung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems

flz,y) =0,  g(z,y)=0, (*)

fiir f,g € C! ersetzt man (*) durch die lineare Approzimation

f(xo,y0) + fo(zo,90)(x — x0) + fy(T0,Y0)(y — %) =0,
g(.To,yo) + gw(xO: yO)(x - xO) + gy(xm yO)(y - yO) =0.

)

A= () birom)

f(@o, yo)) <$0>
=— + A .
& (9(%, yo) Yo
Falls det A # 0 erhilt man eine verbesserte Losung zum Startwert (xq,yo)T
durch

Dieses kann man als

schreiben, wobei

T, = xg + —— det

(‘f(%;yo) fy(ﬂCo;yo )
det A ’

—9(35(), yo) gy(ﬂUOa

(fz(iﬁo, Y) —f (o, zz;) .

ga:(x07 yo) —9(350; yo)

Dieses Vorgehen kann wiederholt werden und liefert oft gute Ergebnisse bei
entsprechender Wahl des Startpunktes.

2.18 Definition. Sei f : D C R* - R und xg € D und v € R" ein
FEinheitsvektor, d.h. ||v|| = 1. Falls der Grenzwert

1
= ——det
Y1 y0+detA e

%Ln&% (f(x0 +tv) = f(x0))

existiert wird er mit Oy f(xo) oder g—":(xo) bezeichnet und heifit Richtungs-
ableitung von f an der Stelle xy in Richtung v.
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e Dies ist eine Verallgemeinerung von partiellen Ableitungen welche der
Wahl v = e; entspricht.

e O, f(x9) beschreibt das Verhalten von f lings der Geraden xq + tv.

2.19 Satz. Fliir jede auf der offenen Menge D C R™ total differenzierbare
Funktion f und alle v e R",||v| =1 gilt:

g—i(xo) = grad f(xo)-v = ;fml (x0)v;

e Wir hatten bereits gesehen, dass sich Funktionen ldngs verschiedener Kur-
ven verschieden verhalten konnen (siehe Beispiel stetiger ,partieller* Funk-
tionen). Deshalb ist es sinnvoll auch Ableitungen lings von Kurven und nicht
nur lings von Geraden (Richtungsableitungen) zu betrachten.

2.20 Satz (Kettenregel). Fiir jede C'-Funktion f : D — R,.D C R* of-
fen, und fir jedes Kurvenstick x : [a,b] — D gilt:

< re(t)) = grad F(x(0) - x(1). (2.21)

2.22 Polarkoordinaten. Im R? besteht folgende Beziehung zwischen den
Polarkoordinaten (r, p) und den kartesischen Koordinaten (z,y)

T=rcosp, Yy=rsiny.
Fine Funktion f von (z,y) kann also durch
F(r,p) == f(rcosy,rsin )

als Funktion von (r, ) betrachtet werden. Die partiellen Ableitungen von F
berechnen sich durch die Kettenregel als

F. :waOS§0+fySinS0a

2.23
F,=—fyrsinp+ fyrcosop. (2.23)

Dieses Gleichungssystem kann man nach f, und f, auflésen und erhdlt fir

r#0

1
fo = Frcosp — —F,sin g,
{ (2.24)
fy = Frsinp + —F, cos ¢.
T
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Es gibt Formeln auch fiir hohere partielle Ableitungen. Insbesondere haben
wir

1 1
Af = fox+ fyy = Frr + ;FT + r_2F“"“” (2.25)

welches die Formeln fiir den Laplace - Operator A in kartesischen Koor-
dinaten und in Polarkoordinaten sind. Anloge Formeln gelten fir die Polar-
oder Kugelkoordinaten im R3.

7.3 Anwendungen

3.1 Richtung des stiirksten Anstiegs. Sei f : D C R* — R eine C'-
Funktion und xq € D. Fiir die Richtungsableitung in Richtung v gilt

B, f (xo) = grad f(xo) - v
= |Iv]l lgrad £ (xo)l| cos,

wobei o der Wikel zwischen v und grad f(xg) ist. Somit ist der Wert der
Richtungsableitung mazimal wenn cosa = 1, d.h. v = grad f(xq). Somit
haben wir:

Richtung von grad f(x¢) = Richtung des mazimalen Anstiegs von f in xq.

3.2 Gradientenverfahren. Zur Bestimmung des Maximums einer Funkti-
on f: D — R wdhlt man einen Startwert xq, bestimmt dann die Richtung
des mazimalen Anstiegs grad f(xq) und berechnet einen neuen Punkt

X, = o+ hgrad f(x)

mit einer Schrittweite h. Falls f(x1) < f(xo) ist man zu weit gegangen und
versucht es mit halber Schrittweite . Falls f(x1) > f(xo) wiederholt man
das Verfahren mit x1 als Startwert. Auf diese Weise ndhert man sich ei-
ner Mazimalstelle von f in D, welche vom Startwert abhdngt und nicht das

globale Maximum sein mufl. Analog fiir Minimum.

3.3 Tangentialebene. Sei D C R” offen und f : D — R eine C' Funktion.
Die Niveaumenge N. = {x : f(x) = ¢} ist eine Hyperfliche. Fir jede Kurve
x : [a,b] = N, in N, gilt also f(x(t)) = ¢ und somit

grad f(x(t))-x(t) =0, (3.4)
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d.h. der Gradient grad f steht orthogonal zu allen Kurventangenten x.
Fiir n = 2 st also die Normalengleichung der Tangente an die Niveaukurve
N. durch den Punkt (zo,y0) € N, gegeben durch

fe(xo, yo) (& — o) + fy(w0,%0)(y —40) = 0.

Fiir n = 3 spannen die Tangentialvektoren aller Niveaukurven durch einen
Punkt (xo, Yo, 20) € N, eine Ebene auf, die Tangentialebene. Die Norma-
lengleichung der Tangentialebene ist

grad f (7o, Yo, %0) - (T — T0, Y — Yo, 2 — 20) = 0.
e Fin Gebiet D heifit konvex, wenn D offen ist und gilt:
x,y€D = ty+(1—-t)xeD Vtel0,1].

3.5 Satz (Taylor-Formel). Ist D € R® ein konveres Gebiet, f € CFT1(D),
x € D, dann gilt mit x +v € D die Taylorformel

FOc+v) = F) + 0 f(x) + B2 F(x) + -+ =0 f(x) + Ri(x,v)

21V kY
mit dem Restglied
Ri(x,v) = ! OEFL f(x + &v)
k ’ - (k+ 1)! v k ’

wobei & € (0,1) und Oy f = Zvig—zi.

1=0

o Sei f € CFL(D), dann ist fiir v=x — X

p(x) := Zaif(xO) (3.6)

das Taylor-Polynom von f an der Stelle xy. Es gilt:

F(x) = p(x) + o(||x — xo|") - (3.7)
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3.8 Definition. Fiir eine C?-Funktion f heifit die symmetrische Matriz

L a2f
Hy(x) := (6@3%‘ (X)> bj=1,e,m

die Hesse-Matrix von f an der Stelle x.

3.9 Folgerung. Sei f € C*TY(D), k = 0,1,2, wobei D ein konveres Gebiet
st und x,x9 € D. Dann gilt mit Punkten X und X* zwischen x und Xg:

f(x) = f(xo) + grad f(X) - (x — o),
f(x) = f(xo) + grad f(xo) - (x — %)

+ 506 = Xo) () (x — X0),
f(x) = f(xo) + grad f(xo) - (x — %)

+ ;(X — x0) H(%0) (x — xo) + o(|[x — xo]|*) .

e Bisher hatten wir es mit Funktionen der Form

y=g(z) (*)

zu tun. Aber man kann auch eine Abhdngigkeit zwischen x und y im-
plizit durch eine Gleichung

flz,y) =0
vorgeben. Wie kann man daraus eine Funktion der Form (*) gewinnen?

3.10 Definition. Sei f : D C R*> — R. Man sagt, durch f(z,y) = 0 ist auf
dem Intervall I C R eine tmplizite Funktion g : I — K mit Werten in
K C R erkldrt, wenn es zu jedem x € I genau einy € K gibt mit (x,y) € D
und f(z,y) = 0. Dieses y wird als g(x) bezeichnet.

Beispiele:

e Sei f(z,y) = 3z + 2y — 1 = 0. Fiir alle z ist diese Gleichung
eindeutig nach y auflosbar. Wir erhalten eine explizite Darstellung

1-—3x
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o Sei f(z,y) = e/ +y*+2°+22—1 = 0. Fiir alle z hat e¥ +9% = 1 —22—2?
genau eine Losung g(z), denn h(y) = e¥+4? ist strikt monoton steigend.
Aber g ist nicht durch elementare Umformungen darstellbar. Daher ist
nur die Existenz einer Funktion g(x) mit

eI £ g(x)? =1— 2% — 28
gesichert.

3.11 Satz (iiber implizite Funktionen). Sei D € R? offen und f : D —
R eine C'-Funktion. Ist (zo,yo) € D ein Punkt der Niveaumenge f(x,y) =0
mit fy(2o,y0) # 0, dann gibt es Intervalle I C R und K C R mit den
Mittelpunkten xy bzw. yo so das gilt:

a) R={(z,y):z€l,ye K} C D, f,(z,y) #0 fir alle (z,y) € R.

b) Durch f(z,y) = 0 ist auf I eindeutig eine differenzierbare implizite
Funktion g : I — K erkldrt, fir deren Ableitung gilt:

J(z) = _ful@g(@) _ floy) oo

fyla,g(x))  fy(e,y)

e Nachdem wir wissen, dass ¢ differenzierbar ist, kann man die Formel
aus Satz 3.11 b) leichter einsehen durch die Kettenregel.

0= f(z,9(z)) = 0= fu(z,9(z))+ fy(z,9(x))d (z)

Man kann auch hoéhere Ableitungen berechnen; z.B.

fow + foyd' + Gyad + [y (9" + fyg" = 0.

Also gilt:
! _ _fx
g"(ﬂ?) = _fi (fww + fscygl + gngl + fyy(gl)Q)
Y
1

N _W (fww (fy)2 - 2fxyfwfy + fyy (f"”)Q) )
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Somit kann man Extremstellen der impliziten Funktion g(z) bestim-
men. Seien z und y = g(z) derart, dass

dann ist z ein lokales Maximum der Funktion g(z) falls

Jfaa

==>0

fy

und z ist ein lokales Minimum falls J;i”—y” < 0.

Beispiel: Sei f(z,y) = €Y +4* + 2* + 2% — 1. Dann gilt:
f$:3$2+2$,fy:6y+3y2, Jee =61+ 2.
Sei g die in Satz 3.11 b) definierte Funktion, so gilt:

fo 32742z

, = _— - o .
g(w) = £y ey + 3y2

Hat g an der Stelle z4 eine Extremstelle, d.h. ¢'(z) = 0, so gilt:

_ fz(x0, 9(20)) _ 3x§ + 210
fy(@o, g(x0)) €% +3y5

0

Dies ergibt xy = 0 oder zy = —%. Wir haben

_ Jaa(%0, %0) __bmp+2
fy(20, Y0) ev + 3yg

g”(.TO) —
und also ist g”(0) = —2 also ist 0 ein Maximum. Weiter gilt ¢"(—2) = 2 und
also ist —% ein Minimum.

3.12 Definition. Sei f : D C R* — R. Fin Punkt a € D heifit lokales
Mazimum (bzw. Minimum) von f, wenn es eine r-Umgebung B,.(a) gibt
so, dass fir alle x € B.(a) N D gilt

fx) < f(a) (baw. f(a) < f(x)).

Falls diese Ungleichungen fiir alle x € D gelten, heifst a globales Maxi-
mum (bzw. Mintmum). Fin Extremum ist ein Minimum oder ein Maxi-
mum.
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3.13 Satz (Lokale Extrema im Innern). Ist f auf B,(a),a € R", eine
C'-Funktion, so gilt:

a ist lokale Extremstelle = grad f(a) =0.

e Ein Punkt a € R" fiir den grad f(a) = 0 gilt, heifit stationdrer
Punkt. Fin stationdrer Punkt, der kein Extrempunkt ist, heifit Sat-
telpunkt.

e Satz 3.13 besagt, dass man Extrempunkte tm Innern zwischen den sta-
tiondren Punkten suchen muss.

3.14 Satz. Ist U C R" offen, a € U ein stationdrer Punkt einer Funktion
f € C*(U,R) und Hy(a) = (fy,s;(a)) die Hesse-Matriz von f in a. Dann
gilt:

a) Ist Hp(a) positiv definit, so ist a ein lokales Minimum.
b) Ist Hs(a) negativ definit, so ist a ein lokales Mazimum.
c¢) Ist Hp(a) indefinit, so ist a ein Sattelpunkt.

3.15 Folgerung. Sei f : U C R? — R ein C?-Funktion und a ein stati-
ondrer Punkt. Dann gilt:

a) foz(a) >0, und det Hf(a) > 0, so ist a lokales Minimum,
b) fzz(a) >0, und det Hy(a) > 0, so ist a lokales Mazimum,

c¢) det Hf(a) < 0, so ist a Sattelpunkt.

e Sei A = (CCL Z) negativ definit. Da A dhnlich zu B = (g d _0 E) 1st,

muf$ auch B negativ definit sein. Dies ist equivalent zu
a<0, ad—b>>0.
Beispiel: Sei f: R?> — R gegeben durch:

f(z,y) = 6zy — 3y* — 22°
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Wir versuchen die Extremstellen zu ermitteln:

f$=6y—6x2

fy = 62 — 6y
grad f =0 & gz=yundz’=y

Mégliche Kandidaten sind also (0,0) und (1,1). Zur genauen Bestimmung
berechnen wir die Hessematrix

e = (5" %)

H((0,0) = (8 _66> indefinit

Hi(1,1) = <_612 —66) negativ definit

Damit liegt bei (0, 0) ein Sattelpunkt und bei (1,1) ein Maximum vor.

3.16 Methode der kleinsten Quadrate. Aus experimentellen Daten
sind die Werte gewisser Konstanten x4, ... ,x, zu bestimmen. Da Messun-
gen mit Fehlern behaftet sind, werden mehr Messdaten yi, ... ,y,, ermittelt
als notig waren um die x; zu bestimmen. Oft sind die experimentellen Daten
Y1, .-+, Ym nur indirekt mit den Konstanten x; verbunden. Also ergibt sich
ein tberbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem

infi(Jfla---,an) t=1,...,m>n. (3.17)

Um die Messfehler zu beriicksichtigen wird eine Losung x gesucht so, dass
y; — fi(x) minimal ist. Dazu wird die Methode der kleinsten Quadrate
benutzt, d.h. finde x € R* mit

F(x) = Z (yi — f:(x))> = Min ! (3.18)

3.19 Satz. Sei A € R™*" m > n.
a) Das Minimalproblem
F(x) = |Ax —y|[*= Min ! (3.20)

18t tmmer losbar.
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b) Lisungen von (3.20) und von
ATAx = ATy (3.21)
stimmen tmmer tberein.

¢) Fir zwei Lésungen x,xq von (3.20) gilt stets Ax = Axq. Ist Rang A =
n, so ist die Losung von (3.20) eindeutig bestimmit.

o Satz 3.19 liefert eine praktische Methode zur Losung von
|Ax — y||* = Min !

Man berechnet B :== ATA und z =: ATy und lost mittels Gaufeli-
mination das System Bx = z, welches nach Satz 3.19 itmmer losbar
18t.

e [Fualls die Funktionen f; in (3.18) nichtlinear sind kann (3.18) oft nur
approximativ gelost werden. Sukzessive Niherungslosungen werden mit
Hilfe einer Variante des Gradientenverfahrens 3.2 berechnet. Sei xq ein
Startwert. Dann wird anstelle von (3.18) das lineare Problem

ly — f(x0) — Jf(x0)(x — x0)||> = Min ! (%)
grad fi(xq)7

geldst, wobei Jp = : die Jakobimatrix der vektorwer-
grad f,,(xo)T

tigen Funktion f : R® — R™ ist.
Sei x; eine Losung von (*). Dann wird wie beim Gradientenverfahren
durch xo + h(x; — Xo) eine verbesserte Losung konstruiert.

e In Extremwertaufgaben f(x) = Extr ! ist oft die Menge der zulissigen
Punkte x durch Nebenbedingungen der Form
gl(x) = 07 s agk(x) =0
eingeschrdinkt. Eine solche Aufgabe bezeichnen wir mit

f(x)= Extr! NBg(x)=0 i=1,...,k.

3.22 Definition. Sei M = {x € R*;g(x) = 0}. Man sagt, a € M st ein
Mazimum (Minimum) von f unter der Nebenbedingung g(x) =0,
wenn es eine Umgebung B,.(a) gibt so, dass f(x) < f(a), (f(a) < f(x)) gilt
fir alle x € B.(a) N M.



