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3.22 Definition. Sei M = {x € R";g(x) = 0}. Man sagt, a € M st ein
Mazimum (Minimum) von [ unter der Nebenbedingung g(x) =0,
wenn es eine Umgebung B,.(a) gibt so, dass f(x) < f(a), (f(a) < f(x)) gilt
fiir allex € B,(a)N M.

3.23 Satz (Lagrange Multiplikator). Zu jeder Lisung a des Exrtremal-
problems mit Nebenbedingung

f(x)= Extr! NBg(x)=0

mit C'-Funktionen f,g und grad g(a) # 0 gibt es eine Zahl Ny € R, der
Lagrange Multiplikator, so, dass gilt:

grad f(a) + Aograd g(a) =0.

o Satz 3.22 besagt, dass in Extremalstellen die Gradienten von f und g
parallel sind.

3.24 Lagrange Multiplikatorregel. Satz 3.23 liefert folgendes Verfahren
zur Bestimmung von Extremalstellen mit Nebenbedingungen.:

1. Bilde die Hilfsfunktion
L(zy,...,xn,A) = fx1, ..oy 2n) + Ag(21, -, Tn)
und berechne grad L.

2. Bestimme die Lisungen (a,\y) von grad L(x,\) = 0, d.h. lise das
System

3. Man untersucht welche der gefundenen Werte a tatsdchlich Extremal-
stellen sind. Dies ist oft sehr kompliziert. Am Ende sind noch die Punk-
te b, in denen f, g nicht differenzierbar sind bzw. grad g(b) = 0 ist, zu
betrachten.
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Beispiel: Sei f(x,y) = ]—ljaﬁp + %yq, mit 11—7 +% =1, und g(z,y) = 1 —=zy
die Nebenbedingung. Dann bilden wir die Lagrange Funktion L(x,y,\) =
f(z,y) + Ag(z,y) und berechnen den Gradienten:

L,=2""- )y,
L,= TR VN

Die stationdren Punkte, d.h. grad L = 0, berechnen sich wie folgt: Die ersten
beiden Gleichungen liefern:

xpfl qg—1
Pl=)y yl=dr = S = x:yzq’.
)

Aus der 3. Gleichung erhalten wir

p+q

yr =1 = y=1 = zz=1 = A=1.

Somit ist der Punkt (1,1) ein Kandidat fiir ein Extremum.
Die Nebenbedingung g(z,y) = 0 ist dquivalent zuy = % Also hat die Funktion
h(z) = f(z, 1) = %x” + %x’q in x = 1 einen stationdren Punkt. Wir haben:

P(z)=aPt -2 71,
W(2) = (p— 1)a? + (g + D7,

R"(1)=p—-14qg+1=p+¢>0.

Also ist x = 1 ein globales Minimum, d.h. f(z,y) > 1 fir alle z,y > 0 mit

zy = 1. Die spezielle Wahl z = und y = erfillt die Bedingung

(uw)'/p (uv)'/e
xy = 1 und somat erhalten wir
1lu?P 107 1 1
—u—+—v—21 &S uv < —uf + -0l
puv  quu P q

Dies ist die sogenannte Holder Ungleichung.

e Im Fualle mehrerer Nebenbedingungen geht man analog vor. Sei-
en f,gi,i = 1,...,k C'-Funktionen und seien fir alle x € M
grad ¢;(x),i = 1,...,k linear unabhingig, wobei M = {x €
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R"; gi(x) = 0,i = 1,...,k} ist. Dann findet man die Losung des Ez-
tremalproblems mit Nebenbedingungen

f(x)=Eztr! NBygi(x)=0, i=1,...,k

unter den stationdren Punkten der Lagrange Funktion
k

L(Xa )\11 s a)‘k‘) = f(X) + Z)\zgz(x) .
i=1

3.25 Extremwertbestimmung. Sei f auf der Menge
U={xeR"¢(x)<0,i=1,...,1}
definiert. Kandidaten fiir Extremwerte sind:

a) Die Ecken von U (falls vorhanden sind sie die eindeutigen Ldsungen
von Kombinationen g;(x) = --- = gr(x) = 0 sonst g;(x) < 0).

b) Die Extremalstellen auf dem Rand von U, d.h. g;(x) = 0 fir ein i, die
man mit 3.24 berechnet.

c¢) Die stationdren Punkte im Innern von U. Diese Menge ist gegeben
durch:

{xeR";gi(x)<0,i=1,...,r}.
d) Die Punkte in U in denen f nicht differenzierbar ist.

Beispiel:  Sei f(z,y) = 32* — 22y + y* und g(z,y) = 2% + 3* — 1. Die
Punkte a) und d) in 3.25 entfallen. Damit ist die Menge U = B;(0) die
abgeschlossene Kreisscheibe mit Radius 1.

e Im Innern von U d.h. Punkte (z,y) fiir die gilt: 22 + y? < 1. Fiir die
partiellen Ableitungen gilt:

fe =622y, f,=—-2x+2y.

Es gibt nur einen stationdren Punkt, ndmlich (z,y) = (0,0). Fiir die

Hesse Matrix gilt:
6 -2
Hg(0,0) = (_2 5 ) ,

Und somit ist 6 > 0, det H = 12 — 4 > 0. Also ist H(0,0) positiv
definit und (0, 0) ist ein lokales Minimum.
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e Auf dem Rand, d.h. Punkte (z,y) fiir die 22 + y? = 1 gilt:
Die Lagrange Funktion ist

L(z,y,A) = f(z,9) + Ag(z,y) .
Deren Ableitungen berechnen sich als

L, = 6x — 2y + 2)\x,
Ly =2y — 2z +2)\y,
L,\:x2+y2—1.

Das System von Gleichungen grad L = 0 kann man schreiben als:
Az, )" = —A(z,y)" mit der Matrix

3 -1
(3.
Dies ist ein Eigenwertproblem und wir erhalten:

=3 1) o
XA()\)—det( 1 )\_1)—/\ — 4N+ 2,

Ao =2+V2.

Ein Eigenvektor zu A\; = 2 + /2 ist (1,1 — v/2)7. Die Bedingung
22 + y? = 1 bedeutet, dass wir einen Einheitsvektor suchen. Dieser ist

1 1
“= i)

Analog erhalten wir fiir Ay:

1 1
= e (1)

Kandidaten fiir Extremstellen sind also +v;, £vs. Einsetzen ergibt:

fv) =f(=vi) =2+V2=X\ Maximum,
f(0)=0 Minimum.
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7.4 Vektorwertige Funktionen

Fiir Funktionen f : D C R® — R™ werden die Begriffe aus Paragraph 7.2
iber die Komponentenfunktionen f;(x),7=1,...,m auf die vektorwertigen
Funktionen f(x) = (f1(x),..., fm(x))" iibertragen.

4.1 Definition. Sei f: D CR* - R™ und x,x9 € D.

a) Der Grenzwert, die partielle Ableitungen und die ,klein-o0”-
Notation sind jeweils komponentenweise erklért:

| LR N 2y ()
11_)12 f(x) = : ; 6—(X) = :
e li_)m fm(x) K %fT’?(x)
fx) =o(lx —xoll) & f;(x)=o(llx =%ol}),j =1,...,m.

b) f ist genau dann stetig, partiell differenzierbar oder eine C*-
Funktion, wenn alle Komponentenfunktionen f;,i =1,...,m, stetig,
partiell differenzierbar oder C*-Funktionen sind.

c) f heist im Punkt xo € D total differenzierbar, wenn es eine Matriz
A € R™™ und eine r-Umgebung B.(x¢) C D gibt, so dass fir alle
x € B,(xg) gilt:

f(x) = f(x0) + A(x — x0) + o(||x — x0]|) - (4.2)

e Aus (4.2) folgt, dass die Komponentenfunktionen total differenzierbar
sind. Also gilt firk=1,... ,m:

fe(x) = fr(x0) + grad fi(xo) - (x = x0) + o([lx = x0]) -

Somit ist A in (4.2) eindeutig bestimmt als
d T
gra f.1(X0) B ﬁ(x ) ﬁ(x ) af; )
R TR i Ox; 0 i ’

Jg(x0) heifit Jacobi-Matrixz von £ an der Stelle xy.

A = Jg(x0) := :
grad f,,(xo)T
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4.3 Satz. Jede C'-Funktion £ : D C R* — R™, D offen, ist auf D total
differenzierbar.

4.4 Satz (Taylor-Formel). Ist D C R ein konvexes Gebiet, f €
CHY(D,R™), und x,x +v € D, dann gilt:

k
1 .
filx +v) = filx) + Zﬁazfi(x) + Rig(x,v), i=1,...,m
j=17"
mit dem Restglied
Ri(x,v) = Ot fyo(x + & V)

E+ 1)1

mit &, € (0,1) welches von i abhingt.

e Achtung! Die Punkte im Restglied zwischen x,x + v hdngen von der Kom-
ponentenfunktion f; ab!
4.5 Folgerung. Fiir eine C'-Funktion f: D C R* — R™ gilt:

fi(x) = fi(xo) + grad fi(x7) - (x —x¢) i=1,...,m,

mit x; zwischen x und xo. Gilt insbesondere ||grad f;(x)|| < M fir alle
x€Dundi=1,...,m, so gilt:

1f(x) = f(xo)l| < M lx —xof|  Vx,x0€ D.
Bezispziele:

a) Sei f:R* — R™ linear. Dann ezistiert ein A € R™*" mit f(x) = Ax.
Also gilt Jg(x) = A.

b) Polarkoordinaten: Die Menge D = {(r,¢);0 < r < 00,0 < ¢ < 27}
wird mittels

= (229)

7sin @

auf die x-Ebene abgebildet, d.h. x : D — R%. Die Jacobi Matriz ist

_[0x Ox\ _ [cosp —rsing
(1, 0) = (E’@) - (singp rcosgp) '
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4.6 Lemma. Firx € R",v(x),w(x) € R”, f(x) € R und a, B € R gelten:
@) Javipw(X) = aty(x) + BJw(x),
b) Jpe(x) = f(x)Jy(x) +v(x)(grad f(x))",
¢) Jyrw(x) = V' Jw(x) + W' Ty (x),
d) Jyxw = v(X) X Jw(x) — w(x) X Jy(x);m = 3.
e In obiger Formel ist zu beachten:
a) v(grad f)7 ist eine Matrix
b) Vektor x Matrix = Vektor x Spaltenvektoren.

4.7 Satz (Kettenregel). Sind f : D CR* - R" inxg € D g: G C
R™ — R?, in f(x¢) € D total differenzierbar, dann ist die Komposition g o f
i Xo ebenfalls total differenzierbar und es gilt:

Jgot(%0) = Jg (f(x0)) Jr (%0) -

4.8 Basiswechsel. Sei K = (p,by,...,b,) ein Koordinatensystem im R"
und W = (wy,... ,W,,) eine Basis des R™. Ein Vektor x € R" hat im
Koordinatensystem K den Koordinatenvektor y, der durch

x=By+p (k‘s (X) = BkB(X) + ks (p))

_)
bestimmit ist, wobei B = (by,...,b,),p =OP. Ein Vektor v.€ R™ hat
beziiglich der Basis W den Koordinatenvektor w

v=Ww. (ks(v)=Wkw(v))

FEine Funktion f : D C R* — R™ besitzt nach diesem Koordinaten- und
Basiswechsel eine Darstellung g : D* C R" — R™ die gegeben ist durch

f(x) = ks rm (£(ksrn(x)))
= ksrm (£(Bkn(x) + ks rn (P)))
= Wkw (f(Bks(x) + ksr»(P)))
=: Wg (kn(x)) -
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Mit der Bezeichnungy = kg(x) g(y) = kw (f(x)) erhalten wir
f(x) = f(By +p) = Wg(y),
d.h.

g(y) = W 'f(By +p)
und fiir die Jacobi-Matriz gilt:
Jg(y0) = W' Jg(x0)B, mit xo=Byo+p.

4.9 Skalaren- und Vektorfelder. Fin Skalarenfeld f : D C R® — R
ordnet jedem Punkt x € D eine Zahl f(x) zu. Ein Vektorfeld v : D C
R3 — R? ordnet jedem Punkt x € D einen Vektor v(x) € R® zu. Eine Kurve
in D heifst Feldlinie des Vektorfeldes v, wenn der Vektor v(x) in jedem
Kurvenpunkt x parallel zur Kurventangente ist.

4.10 Die starre Drehung. FEine Rechtsdrehung mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit w um eine Achse durch den Nullpunkt in Richtung a =
(a1, as,a3)7,||al| = 1 ist gegeben durch (Kapitel 6 (6.13))
x(t) = cos(wt)xg + (1 — coswt)(xg - a)a + sin(wt)a x xq,
wobei xg = x(0) die Lage zum Zeitpunkt Null bezeichnet. Fir die Geschwin-
digkeit v(t) = x(t) gilt also
v(t) = w(—sin(wt)xg + sin(wt)(xg - a)a + cos(wt)a X xp)

=wa X x(t).

Man nennt w := wa die vektorielle Winkelgeschwindigkeit und somit

hat das Geschwindigkeitsfeld einer gleichformigen Drehbewegqung die Darstel-
lung

X = Vv(X) =W XX =waXX.
Dies ist eine lineare Abbildung mit der Abbildungsmatriz M

0 as a9
Jv(x) =M = (v(e1)),v(ez),v(e3)) = | —az 0 —(;zl ;

die schiefsymmetrisch ist, d.h. M" = —M, und deren Spur SpurJ, (x) Null
15t.
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4.11 Das Zentralkraftfeld. Fine Punktmasse M im Ursprung zieht die
Punktmasse m in x = (21, T2, 23)T mit der Gravitationskraft

K(x)=c—3 x#0 (*)
x|

an, mit c = —ymM,~y > 0. Falls es sich um Punktladungen der Stirke Q)

bzw. q handelt gilt (*) mit ¢ = kqQ,k > 0. Das zentrale Kraftfeld K(x)

besitzt die Jacobi Matrix fir x # 0

T
JK(X) =X <grad ¢ 3) + %Eg
| ]|

1%

(—3XXT +x - xE3)

= 5
[[x]|
. T3 + 13 — 222 —32129 —32173
=— —32179 x? + a3 — 223 —32973 ,
Il —32,23 —3zom3 a7 + 15 — 273

welche symmetrisch ist und deren Spur Null ist.

4.12 Der Wirbel. FEin gerader stromdurchflossener Draht in Richtung der
x3-Achse besitzt das magnetische Feld

C
H(x) = e XX
B = P = (e 502
C —%2
= |z
2?2 + 13 01 ’

(z1,22) # (0,0),¢ > 0. Die Jacobi Matriz ist

. 22129 x5 0
Ju(x)= ——5—= |22 —2? —2x129 O],
(%) (‘T% + x%)Z 2 0 ' 01 ? 0

welche symmetrisch ist und deren Spur Null ist.

4.13 Die laminare Rohrstromung. Das Geschwindigkeitsprofil  einer
zihen Flissigkeit, die durch ein zur xo-Achse koaxiales Rohr vom Radius r
stromt, 1ist

v(x) = ¢(0,7* — 27 — 23,0)7, i +25<rec>0
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Die Jacobi Matriz ist

0 0 0
Jy(x)=c| =22, 0 —2z3],
0 0 0

welche weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist aber Spur Null hat.

4.14 Definition. Jedem C*-Skalarenfeld f : D C R* — R wird das Vektro-
feld ,,Gradient” grad f : D — R?

e 1) = (3260, 32 60 500

zugeordnet. Jedem C?-Skalarenfeld f : D C R® — R ordnet der Laplace
Operator A das Skalarenfeld Af : D — R

Rt

- 2
i 07

Af(x) (x)

zu. Zu jedem C-Vektorfeld v : D C R® — R® definiert man ein Skalarenfeld
Divergenz divv : D — R und ein Vektorfeld Rotation rotv : D — R3
durch die Vorschriften:

8’1)3 81)2 \

axQ( ) . (x)
ox ov

rotv(x) = a—x;( - 8—:6?()()
8’1)2 81}1

\7, ¥~ 7z, ™))

o Mit diesen Begriffen gelten fiir die Beispiele 4.10 - 4.13:

— Die Divergenz ist Null (Divergenz = Spur J ).

— Die Rotation des zentralen Kraftfeldes und des Wirbels sind Null.

Die Rotation der gleichformigen Drehung ist 2wa und der lami-

naren Strémung ist 2c(x3,0, —z1)7.



