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Die Jacobi Matriz ist

0 0 0
Jy(x)=c| =22, 0 —2z3],
0 0 0

welche weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist aber Spur Null hat.

4.14 Definition. Jedem C*'-Skalarenfeld f : D C R* — R wird das Vektro-
feld ,,Gradient* grad f : D — R3

arad 1) = (3260, 3 60 00

zugeordnet. Jedem C?-Skalarenfeld f : D C R® — R ordnet der Laplace
Operator A das Skalarenfeld Af : D — R

Rt

- 2
i 0

Af(x) (x)

zu. Zu jedem Cl-Vektorfeld v : D C R®* — R® definiert man ein Skalarenfeld
Divergenz divv : D — R und ein Vektorfeld Rotation rotv : D — R3
durch die Vorschriften:

8’1)3 81)2 \

a2, )~ oz, ™)

rotv(x) = % — %(x)
I3 X1
8’1)2 81}1

\oz, ™)~ 5,

o Mit diesen Begriffen gelten fiir die Beispiele 4.10 - 4.13:

— Die Divergenz ist Null (Divergenz = Spur J).

— Die Rotation des zentralen Kraftfeldes und des Wirbels sind Null.

Die Rotation der gleichformigen Drehung ist 2wa und der lami-

naren Strémung ist 2c(xs,0, —z1)7.
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o Wir wollen zeigen, dass die Werte von Af,divf und die durch
rot v,grad v dargestellten Vektoren in einem festen Punkt nicht von
der Wahl des Koordinatensystems abhédngen.

4.15 Lemma. FEs gilt:

grad f(xo) = (Jy(x0))" ,
divv(xg) = Sp Jxo),
rot v(xo) X (x — xg) = (Jy(x0) — Jv(x0)") (x — %o) .

e Nach Lemma 4.15 ist x — S(x) = w X x das Geschwindigkeitsfeld
einer Drehung, daher der Name Rotation.

4.16 Satz. Sind I = (0,e;,ey,e3) und K = (P, by, bobs) zwei kartesische

——

Koordinatensysteme und ist p =OP, und B = (by, bs,bs) die Darstellung
von K beziiglich I, so gilt:

System I K
Basis n = (e1,€s,€;3) B = (by, by, b;), BT = B!
Punkt x x!' = (z1,29,23) |y’ = (y1,92,43) = (x' —p”)B
Vektor xy v w = BTv
Skalarenfeld f(x) 9(y) = f(By + p)
frP=R Ty(x) Je(y) = Jy(x)B
Gradient grad f(x) = Jp(x)" | grad g(y) = B'grad f(x)
Vektorfeld v(x) w(y) = BTv(By + p)
viD R 7o) July) = BT 1, (x)B
Divergenz div v(x) divw(y) = divv(x)
Rotation rot v(x) rot w(y) = BTrot v(x)

4.17 Folgerung. Der Wert von divv(x) und Af(x) ist vom Koordinaten-

system unabhdngig. Dasselbe gilt fir die Linge und die Richtung von rot v(x)
und grad f(x).

4.18 Lemma. FEs gelten folgende Rechenregeln:
a) rot (grad f) =0,
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b) div (ot v) =
¢c) div (grad f) = Af,

d) div (fv) = grad f-v + fdivv,
e) rot (fv) =grad f x v+ frotv,
f) rot (rot v) = grad (divv) — Av.

4.19 Nablakalkiil. Mit dem symbolischen ,Vektor* V := (3%1,8%2, %)
(;,INabla Operator*) kann man formal schreiben

grad f =V,
divv =V -v,
Af=V-Vf,

rotv=V x v.

Der Nablakalkil erlaubt die Formeln aus 4.18 formal zu berechnen. Dies sei
am folgenden Beispiel illustriert:

div (fv) = V- (fv) = V- (Fv) + V - (f7)
umformen bis alle Griffen ohne
Querstrich links von V stehen

=v-Vf+fV-¥
=v-grad f + fdivv

Dabei sind folgende Identitaten sinnvoll

b(a-c)=(a-b)c+ax(bxc),
a-(axb)=
axa=0,
a-a=|al’
a-(bxc)=c-(axb)=-b-(a-c),
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d).
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Kapitel 8

Integration von Funktionen
mehrerer Variablen

8.1 Parameterintegrale

Viele Funktionen der hoheren Analysis besitzen Integraldarstellungen, die
von einem Parameter abhédngen, d.h. es gibt eine Darstellung

F(z) = / f(z,y) dy. (L1)

wobei = auf der rechten Seite ein Parameter ist. Integrale dieser Form heiflen
Parameterintegrale.

Typische Beispiele sind:

Gammafunktion: ['(z):= /tm_le_t dt, x>0,
0 ™

Besselfunktion: Jn(x) := l/cos(m sint —nt)dt, n € Z,
i

Laplace Transformierte: F(z) := [ f(t)e *tdt.

0

1.2 Satz. Sei D = [a,b] X [¢,d] = {(z,y) : a <z < bc <y < d} ein
abgeschlossenes Rechteck im R? und f : D — R stetig. Dann gilt fir die
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Integralfunktion
d

F(z) = / faydy, celab],

C

a) F ist in [a,b] stetig.

b) Satz von Fubini
b b

/F(m)dm:/ (/df(x,y) dy) dx:/d (/bf(m,y) dx) dy, (1.3)

C a

c) ist f auf [a,b] stetig partiell nach x differenzierbar, dann ist F diffe-
renzierbar mit der Ableitung

Fl(z) = %/f(x,y) dy = /g—i(x,y) dy . (1.4)

1.5 Satz. Seien g, h C'-Funktionen und f stetig partiell nach x differenzier-
bar. Dann gilt:

h(z) h(z)
= [ t@nan= [ fw)dy+ £ @) @) - £ 9@ @).
9(x) g(x)

¢
Beispiel: Seix(t) = %/f(a) sin(k(t —u)) du, mit f : R — R stetig. Dann
0

qilt:

z(t) = /f(u) cos(k(t —u)) du,

i(t) = —k / £ () sin(k(t — ) du — (2),

d.h. z st eine Ldosung der Schwingungsgleichung

i)+ K’z(t) = f(1).
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e Fualls das Integral in (1.1) uneigentlich ist, d.h.

d

d—e
/f(:v, y) dy = lim /f(:v, y) dy

C

oder

[ d
/f(x,y) dy = }Lrgo/f(x,y) dy

gilt Satz 1.2 nur unter zusdtzlichen Voraussetzungen.

1.6 Satz. Ist f auf dem einseitig offenen Rechteck
D={(z,y);a <z <bc<y<d}, deRUf{oo}

stetig und stetig partiell nach x differenzierbar und gibt es Funktionen
g,h:[c,d) = R fir die gilt

1) [f(z,9)] < g(y), \fo(z,9) < h(y)  V(z,9) €D,

2) Die uneigentlichen Integrale

/d 9(y) dy, /d h(y) dy

konvergieren.

Dann konvergiert fiir jedes x € [a,b] das uneigentliche Integral

F(z) == / f(z,y) dy

und die so definierte Funktion F' hat die Ableitung
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8.2 Kurvenintegrale

2.1 Definition. Sei D C R" offen, w : [a,b] — D ein Kurvenstick und f
ein Skalarenfeld auf dem Kurvenstiick, so dafi t — f(w(t)) stetig ist. Dann

heif$t
/fds— /f ) I (0)]] dt (2.2)

das Kurvenintegral von f lings w.

2.3 Interpretation. Seiw(t) ein Kurvenstick und f ein skalares Feld. Das
Kurvenstick wird durch eine Zerlegung des Parameterintervalls a =ty < t1 <
.. < tm = b in Bdgen iber [t;_1,t;] der Linge

t
= [ Iseto)l de = Iw(m)
ti1

mit 7, € (ti—1,1;) zerlegt. Durch

Zf ))As; = Zf )) 1w (7:)[| At; (*)

st eine Riemann-Summe gegeben, die gegen

/f )) I ()] dt

konvergiert. Andererseits approximiert die linke Seite in (*) das Kurvenin-
tegral ffds (Vergleiche Kapitel 4, 5.24). Mit Sprechweisen aus Kapitel j

W
haben wir:

Gesamimasse M = /dm = Summe der Massenelemente,

M
Massenelement dm = f(w(t))ds = Dichte x Ldngenelement,

Lingenelement  ds = ||w(t)|| dt = gewichtete Parameterelemente.



8.2 Kurvenintegrale 181

Also gilt:

M= [dm= a5 / Fw () W ()] dt.

2.4 Berechnung des Kurvenintegrals. Wir gehen wie folgt vor um
I = [ fds zu berechnen:

1) Das Kurvenstiick parametrisieren,
w(t) = (2(t),y(t),2(1)"  te€[al]
2) Das Bogenelement bestimmen
ds = ||w|| dt = /i + §? + 22 dt

3) Finsetzen

/fds: /f(x(t),y(t),z(t))\/a'?+g)2+z'2 dt

und das bestimmte Integral berechnen.
Bezispziel:
a) Seiw eine Schraubenkurve mit 2 Umdrehungen und o(x,y, z) = z2y> + 2°.

Wir wollen M = /Q ds berechnen.

1. Darstellung der Kurve
T = 2cost, y = 2sint, z:%t, t €[0,4mn].
2. Bogenelement
ds = \/mdt

1
= \/(2 sint)? + (2cost)? + 1 dt

/17
= Zdt
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3. Einsetzen

1 1
(2cost)?(2sint)? + ZtZ} g dt

2~ 1 T3 32 12],

4

Ji

\/ﬁ[w(t sin2t 3t sin2t_sin4t)+t3r”
2

V17

2

V17

2

b) Fir ein Integral lings eines Graphen y = g(x) in der Ebene z = zj
haben wir:

— Parametrisierung: w(z) = (z, 9(z), )",z € [a, b]

— Bogenelement: ds = \/1+ (¢'(x))?dz
b
— Integral: /f ds = /f(a;,g(a:), 20)\/ 1+ (¢'(x))? dx

2.5 Definition.

a) Unter einer Kurve w in D C R" verstehen wir eine endliche Folge
Wi, ..., W von Kurvensticken w; : [a;,b;] — D,i = 1,...k, mit
wi(bi) = wipi(ai1), 1 <i<k—1.

b) Fir eine aus den Kurvensticken wi,... ,wy bestehende Kurve und fir

jede stetige Funktion f : UF_{w;(t),t € [a;, ]} — R ist das Kurven-
integral von f lings w definiert durch

w/fds::iilv‘[fds

o Fiir jede Kurve w bestehend aud Kurvensticken

w; [az,b,]—>R",1,:1, ,k,
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gibt es eine durch die Anordnung auf R der Parameterintervalle eine
y,Durchlaufrichtung®. Diese wird mit einem Pfeil gekennzeichnet. Man
kann die Kurve auch in umgekehrter Richtung durchlaufen, d.h. man
betrachtet die Kurve w* : [a,b] — R" definiert durch

w'(t):=w(a+b—1t).

Diese hat den Anfangspunkt w*(a) = w(b) und den Endpunkt w*(b) =
w(a). In die Definition des Integrals ist die Richtung nicht eingeflossen.

Also gilt:
/f ds = /f ds .

2.6 Lemma. Fir alle Kurven w in D, stetige Funktionen f,g und o € R

qgilt:
/afds:a/fds,

w

/(f+g)ds:/fds+/gds,

w

/fds:f(:i)/ds.

2.7 Anwendungen.

a) Bogenlinge: Die Linge L(w) eines Kurvenstiickes w : [a,b] — R®
betragt (Kapitel 7 1.7)

L(w):/ds:/b||v'v(t)|| dt:/b\/mdt.

w

Eine aus den Kurvenstiicken wo, ..., wy, bestehende Kurve w hat somit
die Linge
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b) Masse: Sei o(x,y,z) die Massendichte einer Kurve w. Dann ist
dm = pds das Massenelement und die Gesamtmasse ist

M:/dm:/g(aj,y,z)ds.

Analog fiir eine Ladungsdichte q(z,y, z).

2.8 Definition. Sei D C R" offen, w : [a,b] — D eine requlire Kurve, d.h.
w #0,t € [a,b], und v : D — R" ein stetiges Vektorfeld. Man nennt

b

/v- dx = /v(w(t)) o (£) dt

w a
das Kurvenintegral von v lings w.

e Sei T(t) := ”w—l(t)nw(t) der Tangenteneinheitsvektor der Kurve w (Ka-
pitel 7, 1.9). Dann gilt

/ v dx = / v(w(t) - T(t) W (1) dt.,

= / v-Tds,
wobei dx das vektorielle Bogenelement, ds = ||w(t)|| dt das Bogenele-

ment und v - T die skalare Tangentialkomponente von v ist.

e Fs gelten folgende Rechenregeln fiir stetige Vektorfelder v,u und o € R:

/(u+v)-dx:/u-dx+/v-dx,

w w w

/(av)-dxza/v-dX, (2.9)



