8.2 Kurvenintegrale 185

e Analog zu Definition 2.6 werden Kurvenintegrale von Vektorfeldern
lings stiickweise requldrer Kurven definiert.

e Man nennt eine Kurve geschlossen, wenn der Anfangspunkt mit dem
Endpunkt zusammenfdllt. In diesem Falle schreiben wir:

fris  fv-ax

2.10 Berechnung des Kurvenintegrals im R3.

Zur Berechnung des Kurvenintegrals A = / v - dx gehen wir wie folgt vor:

w

1) Das Kurvenstiick parametrisieren
w(t) = (z(t),y(t), 2(t))"  t€[ab].
2) Das vektorielle Bogenelement berechnen

dx = w(t)dt = (£(t),y(t), 2(t))" dt
3) Einsetzen
A=/%W@ﬁ@+%@®w®+mwwﬁ®ﬁ

und ausrechnen.

Beispiel:  Ein Wirbel im R? (siehe Kapitel 7 4.12) hat die Darstellung:

Ve =i () @200,

?2+y? \ @

Das Integral des Wirbels lings des positiv durchlaufenen Einheitskreises w
um (0,0)T berechnet sich wie folgt:

1. x =cost,y =sint, 0<t<2r

2. dx = (—sint,cost)” dt
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A

v - dx,

.

27

1
cos?t + sint

Il
—~—

(—sint - (—sint) + costcost) dt,

Il
N o

.

2.11 Anwendungen.

a) Arbeit. Die von einer Kraft K im Kurvenpunkt w(t) lings des Weges
dx = w(t) dt geleistete Arbeit betrigt dA = K -dx = K- T ds. Also ist
die Arbeit von K lings w gegeben durch

Az/dAz/K-dx:/K-Tds.

In einem elektrischen Spannungsfeld E liefert das ,negative Arbeitsin-
tegral® den Spannungsabfall lings w. Also gilt

U:—/E-dx.

w

b) Zirkulation und Fluss. In der Stromungsmechanik heifit das Integral
eines Geschwindigkeitsfeldes v lings einer geschlossenen Kurve w

%V-dXZfV'TdS

w w

die Zirkulation von v lings w. Liegt w in einer Ebene, so bezeichnet
man das Integral iber die skalare Normalenkomponente von v als Fluss

des Feldes v durch w:
fv- dn := %v-nds,

w w
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wobei n der duflere Normalenvektor ist. Dieser entsteht aus T
durch eine Drehung um —90°. Sei w(t) = (z(t),y(t))T dann ist
T(t) = (2(t),y(t)T,n(t) = M(y(t), —2(t))T. Der Mittelwertsatz lie-
fert:

d.h. die Zirkulation lings w st die mittlere skalare Tangentialkompo-
nente multipliziert mit der Linge von w und der Fluf$ lings w die
mittlere skalare Normalenkomponente multipliziert mit der Ldinge von
w.

Beispiel:  Fiir die ebene Gegenstrimung v = (cy,0),c > 0 und den positiv
durchlaufenen Kreis w(t) = (cost, 1 +sint)”,t € [0, 27] gilt:

a) ”
]{v_ = / (0(1 +Osint)> . (—(}(s);r;t) @t

1 1 . 2
=c |cost — =t + —sin 2¢ = —cm.
2 4 0
b) 27
j{v_ dn:/<c(1+s1nt)) - (c_ost) i@t
0 sint
w 0

1 2T
:c[sint+—sin2t] =0
2 0

a) Die mittlere Tangentialkomponente ist —5, d.h. die Stromung erfolgt
tberwiegend im Uhrzeigersinn.

b) Der Fluss ist Null, d.h. soviel wie hineinfliefst fliefst auch wieder heraus,
d.h. die Strémung ist quellenfrei (divv =0).
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2.12 Definition. FEine Teilmenge G C R" heifit Gebiet, wenn gilt:

1. G ist offen, d.h. fiir alle xg € G existiert eine e-Umgebung B.(xg) so,
dass B:(x9) C G,

2. G ist zusammenhdngend, d.h. zu je zwei Punkten Xq,yq € G gibt es
eine regulire Kurve w : [a,b] = G mit w(a) = X9, w(b) = yo.

2.13 Definition. Sei G C R" ein Gebiet. Man nennt ein Vektorfeld v €
C°%G,R") konservativ oder ein Potential- bzw. Gradientenfeld, wenn
es eine Funktion f € CY(G,R) gibt, mit

v(x) = grad f(x) firale x€@G.

In diesem Fall heifit f Stammfunktion und U := — f ein Potential von v.

e Fulls n =1 wissen wir, dass

[f@ *)

0

eine Stammfunktion von f'(x) ist. Im allgemeinen Fall G C R™ wird
das Integral in (*) durch ein Kurvenintegral ersetzt.

e In einem konservativen Kraftfeld ist das Potential die potentielle Ener-
gie.

o Fiir jede durch ein konservatives Kraftfeld K = —grad U hervorgeru-
fene Bewegung x(t) leitet man aus den Newtonschen Bewegungs-
gleichungen die Energieerhaltung ab:

O0=mx—-—K=mx—grad U,
0=mx-x—grad U -x,
d

== (%xx-ﬁ— U(x(t))) ,

d.h. die Summe aus kinetischer und potentieller Energie ist konstant.
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2.14 Satz. Ist v : G — R" ein stetiges Potentialfeld auf dem Gebiet G C R*
mit dem Potential f, dann gilt fiir jede stickweise regulire Kurve w in G
mit Anfangspunkt w(a) und Endpunkt w(b):

[ ix = (st - fiw(a)).

w

2.15 Satz. Fir ein Vektorfeld v € C°(G,R") auf einem Gebiet G C R®
sind dquivalent:

a) v ist ein Potentialfeld,

b) Fir alle requldren Kurven w in G hingt fw v - dx nur vom Anfangs-
und Endpunkt von w ab. Man sagt, das Integral ist wegunabhdngig.

¢) Fir geschlossene requlire Kurven w in G gilt

?{v-dxzo.

w

o Wir suchen ein praktisches Kriterium, um fiir ein gegebenes C* Vek-
torfeld v zu entscheiden ob es ein Potentialfeld ist. Nahe eines Punktes

x € G kann man dies direkt aus der Jacobi Matriz (%(x)) ablesen,
J

fiir das gesamte Gebiet braucht man mehr.

2.16 Definition. Ein Gebiet G € R* heifit esnfach zusammenhdngend,
wenn jede geschlossene doppelpunktfreie Kurve in G stetig auf einem Punkt
i G zusammengezogen werden kann, ohne dass G verlassen wird.

e Im R? sind Gebiete ohne Loch einfach zusammenhingend und Gebiete
mit Loch nicht einfach zusammenhingend. Dasselbe gilt im R® fiir Gebie-
te mit bzw. ohne ,Henkel z.B. Tassen. Ein Gebiet bleibt einfach zusam-
menhdngend, wenn man endlich viele Punkte herausnimmt, z.B. R®\{0}.
Wenn man allerdings eine Gerade herausnimmt, ist es nicht mehr einfach
zusammenhdingend, z.B. R®\ Gerade.
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2.17 Satz. Ein C'-Vektorfeldv : G — R™ auf dem einfach zusammenhdnge-
den Gebiet G C R" ist genau dann ein Potentialfeld, wenn die ,,Integrabi-
litdtsbedingung*

fiir alle x € G erfillt ist.

Gegenbeispiel: SeiG = R*\{0} undv = (z,9) = T (_xy) ein Wirbel.
ovy  Ovy y? — 22
oy Or (22 +y2)?’
dem so wdre, misste nach Satz 2.15 fiir einen Kreis mit Radius 1 um den

Es gilt: aber v besitzt auf G kein Potential! Wenn

Nullpunkt ?{v - dx = 0 gelten. Aber das Beispiel nach 2.10 liefert

%v-dx:%r;é().

w

2.18 Folgerung. Ein C'-Vektorfeld v : G — R® auf dem einfach zu-
sammenhdngenden Gebiet G C R? ist genau dann ein Potentialfeld, wenn
rotv =0 fir allex € G.

2.19 Berechnung des Potentials. Sei v ein C'-Vektorfeld definiert auf
G CR.

o Uberpriife ob rotv = 0. Falls es ein x € G gibt mit rotv # 0, dann
hat v kein Potential.

e Fullsrotv = 0 und G einfach zusammenhdngend, dann wdhlt man ein
Xg € G und fir beliebige x € G eine Xy und x verbindende Kurve.
Dann ist

X

R

X0
ein Potential.

Man sollte die Wege so einfach wie moglich wihlen:
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— Strecke w(t) :== x¢ + t(x — %), 0 <t < 1, falls sie in G verlduft.
Dann gilt:

1

f(x)= /v(xo +t(x —xp)) - (x — %) dt.

0

— Streckenzug parallel zu den Koordinatenachsen, z.B.

T ] z
f(xayaz) = /Ul(ta yO:ZO) dt+/v2(xata ZO) dt+ /’U3($,y,t) dt .
Zo Yo 20

2.20 Ansatzmethode. Man kann die 3 Differentialgleichungen grad f = v
durch dreimaliges unbestimmtes Integrieren losen.

a) Uberpriife ob G einfach zusammenhingend ist. Mache den Ansatz
fr =, fy = Vo, fz = V3.

b) Unbestimmte Integration nach x (y,z fest) von vy liefert
faw2) = ooy, 2) do+(y,2). "

wobei die ,Integrationskonstante” ¢ von y und z abhdngt.

¢) (*) nach y ableiten und durch Ansatz f, = vy eine Gleichunyg fir ¢, (y, z)
herleiten, d.h.:

de of

0
a—y/m@,y,z)dwa—y(y,z)—6—y—v2. (+)

Tritt in der Gleichung fiir ¢ noch x explizit auf dann ist rotv # 0 und
v besitzt kein Potential.

d) Durch unbestimmte Integration nach y nun c(y, z) bestimmen, d.h.:

(y,2) = / Wy, =) dy + a(2).
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wobei h(y, z) = vy — /8yvl dx und die ,Integrationskonstante“ q von z

abhingt. Das Ergebnis in (*) eingesetzt liefert:

f(z,y,2) = /v1 (x,y,2)dx + /h(y, z)dy + q(2) (**)

e) Eine Gleichung fiir ¢(z) aus (**) durch Ableitung nach z herleiten, d.h.:

0

5 vl(:cy,)d:v—i-—/ y,2)dy+q'(2) = vs. (++)

Tritt in der Gleichung fiir g noch y explizit auf, so ist rotv # 0 und v
besitzt kein Potential.

f) Berechne q(z) durch unbestimmte Integration von (4+4) nach z. Ein-
setzen des Ergebnisses in (**) liefert das Potential.

Bezispiele:
a) Zentralkraftfelder haben die Form

v(x) = e(llx —zl)(x - 2),

mit einer Funktion ¢ € C'(R\{0},R), die meist in ,0“ einen Pol hat.
v st auf R3\{z} ein C'-Vektorfeld. Wir setzen der Einfachheit halber
z =20, d.h.

v(x) = e(llx|l)x

Da G = R3\{0} ein einfach zusammenhingendes Gebiet ist und nach
Kapitel 7 Lemma 4.6 gilt

x ” +o(Ix|DE = Jy(x)",

besitzt v ein Potential. Berechnung nach 2.19:
Sei x¢ fest und x beliebig. Der Integrationsweq w besteht aus zwei
Stiicken wi,wy. wy ist ein Teil der Sphdre um den Nullpunkt mait

Jo(x) = & (IxI)r
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dem Radius ||xo|| der xo und x; = Xlx verbindet. wy ist die Strecke

Il

wa(t) =t %ol < ¢ < [[x]|. Es gilt v(wi(t)) - wi(t) =0

|1

Il

f(x):/v-dx:/v-dxz /cp(t)tdt.

w w2 lIxoll

Sei p(t) = %, d.h. ¢ ist das Newton Potential, dann gilt:

137

llx]]

t 1 1
U6 = o0 =~ [ har= Lo L
& %[ [Ixoll
[Ixoll
b) Sei
y? cos x
v(z,y,2) = | 2ysinz +e* |, G=R>.
2y622

G ist einfach zusammenhdngend. Also kinnen wir das Potential nach
2.20 berechnen:

a) fr =y’cosz, f, =2ysinz +e*, f, = 2ye”.
b)
Farp2) = [1coszda+ ey,

=y?sinz + c(y, 2) .

¢) Die Gleichung fir c(y, z) lautet f, = 2ysinz+c,(y, z) = 2ysinz+

e** woraus folgt

cy(y,2) = €.
. . _ 2z
d) Somit haben wir c(y,z) = ye* + q(z) und erhalten

f(z,y,2) = y’sinz + ye* + q(2).
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e) Die Gleichung fiir q lautet
q'(2) + 2ye** = 2ye*
woraus folgt ¢'(z) = 0, also q(z) = const. Also ist
f(z,y,2) = y*sinx + ye** + const.

ein Potential von v.

8.3 Integration iiber ebene Bereiche

3.1 Der Flicheninhalt. Der Flicheninhalt von Mengen im R? wird durch
Zerlequng auf Flicheninhalte von Rechtecken zuriickgefiihrt. Sei k € N. Durch
das Gitter achsenparalleler Koordinatenlinien

r=nx2" y=nx27F n=0+1,42,...,

wird die (x,y)-Ebene in Quadrate mit dem Flicheninhalt 22 zerlegt. Sei
M C R? eine beliebige beschrinkte Menge. Sei sy(M) die Summe der
Flicheninhalte aller Quadrate, die einschliefflich des Randes in M liegen und
Si(M) der Flicheninhalt der Quadrate die mindestens einen Punkt aus M
enthalten. Dann gilt:

sk(M) < sp1 (M), sp(M) < Sp(M),  Sp1(M) < Sp(M).
Also sind sg(M) und Si(M) monotone Folgen, und es gilt:

lim sp(M) =: F;(M) < Fy(M) == lim Si(M),

k—o00 k—00

wobei F;(M) der innere Inhalt von M und F,(M) der duflere Inhalt von M
15t.

3.2 Definition. Man nennt eine beschrinkte Menge M des R?> Riemann-
messbar, wenn F;(M) = F,(M) gilt. In diesem Falle ist F(M) = F;(M) =
F,(M) der Fldcheninhalt von M.

e M = {(z,y);z,y € [0,1],z,y € Q} ist nicht Riemann-messbar, da
F,(M) =0 und F,(M) = 1.
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3.3 Lemma. Ein beschrinktes Gebiet G C R? mit stiickweise reguldrem
Rand ist Riemann-messbar.

o Sei M Riemann-messbar und N bestehe aus endlich vielen Punkten und
endlich vielen requldren Kurvenstiicken. Dann gilt:

F(M)=F(MUN)=F(M\N). (3.4)
Insbesondere gilt: F(N) =0 und N heifst Nullmenge.
3.5 Definition. Ein Bereich B C R? heifit regulédr, wenn
a) der Rand OB aus endlich vielen requldren Kurvenstiicken besteht,
b) das Innere B\OB ein nicht leeres, beschrinktes Gebiet des R? ist,
¢) B abgeschlosen ist, d.h. 0B C B.

o Wir werden Integrale tiber requlire Mengen B oder Mengen der Form
B\N, wobei N ein Nullmenge und B eine requlire Menge ist, einfihren.

3.6 Das Doppelintegral. Sei B eine requlire Menge und f : B — R ei-
ne beschrinkte Funktion, die auf B\N stetig ist. Durch ein Netz regulirer
Kurven wird B in n Teilbereiche By, ... , B, zerlegt, die Riemann-messbar
mit dem Inhalt AF;,i = 1,...,n sind. Jedes B; hat einen Durchmesser
d(B;) = inf{B,(a), B,(a) D B;}. Fiir jedes B; wdihlen wir einen beliebigen
Punkt (xf,yf) € B; und bilden die Riemann-Summe

Zu = flal ) AF;. (3.7)
=1

Wie im eindimensionalen Fall lisst sich zeigen, dass die Riemann-Summen
Zn gegen einen Grenzwert konvergieren, wenn

5ma,31; = maxr {5(32),1 = 1, P ,’I’L}

gegen Null strebt. Dieser Grenzwert ist unabhdngig von der Zerlequng von B
und wird als Doppelintegral bezeichnet, d.h.

[ [£ir = 1im S ) AR (3.8)

B n—oo =1
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Das Symbol dF heifit Flichenelement. Wegen (3.4) hat die Nullmenge N
keinen Finfluss auf die rechte Seite von (3.8) und deshalb gilt:

//de://de. (3.9)
B B\N
3.10 Integration.

a) Fldacheninhalt: Mit f(x,y) =1 ist jede Riemann-Summe (3.7) gleich
dem Fldcheninhalt von B, d.h.

F:g/dF.

b) Volumen: Ist f(x,y) > 0 fir alle (x,y) € B, dann ist

v=//f(w,y)dF
B

das Volumen des senkrecht auf der (x,y)-Ebene stehenden Zylinderab-
schnitts mit der Grundfliche B und der Deckfliche z = f(z,y). Die
Summanden in (3.7) sind gerade die Volumen der Zylinder mit Grund-
fliche B; und Héhe f(xF,y}), die das Gesamtvolumen approximieren.

3.11 Lemma. Fs gelten folgende Rechenregeln.:

a) //(af—i—ﬁg)dF:a//de-l—/B//ng,
B B B
b) flz,y) <g(z,y) = //deg//ng,
B B
¢) //de:// de+// FdF,
B By B,

falls B durch eine stiickweise requlire Kurve in zwei Bereichen By und Bg
zerlegt wird.
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o Als Mittelwert der Funktion f auf B bezeichnet man die Zahl
1
— F
[ rar,
B
wobei F' = / / dF' der Inhalt von B ist.
B

3.12 Satz. Ist B zusammenhdngend und abgeschlossen, dann gibt es zu jeder
stetigen Funktion f: B — B einen Punkt (z*,y*) € B mit

[ 1aF =16,
B



