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o Als Mittelwert der Funktion f auf B bezeichnet man die Zahl
1
— dF
F//f 3
B

wober F' = //dF der Inhalt von B ist.
B

3.12 Satz. Ist B zusammenhdngend und abgeschlossen, dann gibt es zu jeder
stetigen Funktion f: B — B einen Punkt (z*,y*) € B mit

[ aF =),
B

e Bei einer achsenparallelen Zerlequng der (x,y) Ebene entstehen Recht-
ecke der Seitenlingen Ax, Ay mit Flicheninhalt AF = AxAy. Fir die
Riemann Summen einer derartigen Zerleqgung schreibt man

//fdxdy = //de (3.13)
B

B

und nennt dx dy das Fldchenelement in kartesischen Koordinaten.

e Fiir viele Gebiete lisst sich die Berechnung eines Doppelintegrals auf
zwei Berechnungen von ,FEinfachintegralen® zurickfihren.

3.14 Definition. Wir nennen B; C R? einen Normalbereich vom Typ 1,
wenn es a,b € R und C'-Funktionen g,h : [a,b] — R gibt mit g(z) < h(z)
und

Bi={(z,y);a <z <bg(x) <y<h(r)}
Ein Normalbereich vom Typ 2 hat die Form
By ={(z,y);l{y) <z <r(y),c <y < d}

mit ¢, d € R und C*-Funktionen I,7 : [c,d] — R mit I(y) < r(y)-
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3.15 Satz.
a) Fiir jede stetige Funktion f : By — R auf einem Normalbereich vom

b)

Typ 1 gult:

h(

/] f(x,y>d:cdy=/b(
B,

a g(z

)
f(z,y) dy) dx .
)

Fiir jede stetige Funktion f : By — R auf einem Normalbereich vom

Typ 2 gilt:
fa,y) dody = d T(y)f(x,y) dx | dy.
B
>

c ()

Ein stiickweise durch Graphen berandeter Integrationsbereich B wird
durch achsenparallele Schnitte in Normalbereiche By, ... , B, zerlegt.

Damit haben wir:
//de:Z// fdF.
=1 Bz

B

Besitzt B sowohl eine Darstellung als Normalbereich vom Typ 1 als

auch vom Typ 2, dann gilt
) d , ()
fdy)d:rz/(/fdx)dy. (*)
¢ ly)

Im Spezialfall eines Rechteckes ist (*) nichts anderes als der Satz von
Fubini (Satz 1.2b).

b h(z

ffre-

B a  g(z)

Aus Satz 3.15a) folgt sofort eine Formel fiir den Flécheninhalt eines
Normalbereiches, ndmlich

h(zx)

Fz//dF:/b dydxz/b(h(x)—g(x))dx.
- 4

a g(z)
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Beispiel: B sei von y =z, xy = 1 und y = z berandet.

a) Der Flidcheninhalt: Darstellung als ein Normalgebiet vom Typ 2

1
B={(z,y);1<y<2-<z<y}
Y
2 2 ) )
F://dxdy:/y——dy: %—lny =——1n2
1 1 '
y

b) Das Volumen des Zylinders mit der Grundfliche B und der Deckfléiche
z = Z—z berechnet sich durch:

2y 9 2 1
Vz//%dxdyz/gf(——) dy
Y T
11 1

y

3.16 Anwendungen. Sei f : B — B eine Belequngsfunktion. Mit den
Sprechweisen aus Kapitel 4 haben wir folgendes Vorgehen:

1) Zerlegung von B in Flichenelemente dF,

2) Das Flichenelement im Punkt (x,y) trigt die Belequng dM =
f(z,y)dF,

3) Gesamtbelegung von B ist

M://dM://f(x,y)dF.
B B

a) Ladung Die Ladung einer Platte B mit Ladungsdichte (x,y) ist

Qz//e(x,y)dxdy.
B
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b) Massenmittelpunkt Fin Flichenelement dF besitzt bei der Massen-

dichte pu(z,y) die Masse dM = pdF. Die axialen Momente sind
zpdE bzw. yudF, d.h.

Mx://w(x,y)dF, My=//yu(x,y)dF-
B B

Der Massenmittelpunkt der Fliche B ist derjenige Punkt S =
(z5,y5)", in dem eine Punktmasse der Grifle M = [[ pdF dieselben
Momente besitzt wie B, d.h.

vs =7 [[on@ b, vs= o [[u@gyar. @
B B

Der geometrische Schwerpunkt S = (z,%)7 ergibt sich aus (3.17)
mit p(z,y) = po = const., d.h.

_ 1 _ 1
x—F//:rdF, y—F//de.
B B

Beispiel: Sei B begrenzt durch x = 2,y =1 und y = x2. Die Massenver-
teilung sei u(z,y) = 22 + y? bzw. p(z,y) = 1. B ist ein Normalbereich mit
der Darstellung B = {(z,y);1 <1 <2,1 <y < 2°}

1 z2 2

1
M=//:v2+y2dmdy=//x2+y2dyda:=/ym2+§y3
B 2 1 1

2

1 6 4 5 1 1006
= [ = 2 ==
/Sac +z x 3 T 105

1.2
dx

1

1
2 2 2 1 22
Mz://x3+xy2dydx:/yx3+§xy3 dx
11 1 !
2
1 1 135
Z/—$7+$5——x—x3d:ﬂ=—

3 3 8

1
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Analog gilt
2753
— 2 3 —
My—//y:c +y’drdy = 126 -
B

Fiir den geometrischen Schwerpunkt haben wir

2

1 2y
F:/acQ—ldm:—x?’—x = -
3 ;. 3
1
2 z2 2 5 2 .
_ 3 3 * 3 [ 4 2
x—Z//xdydx—Z/xyldx—Z/x —xdx—ﬁ
11 1 1
2 z? 2 2 24
3 311, 3 [x 1 39
Y=~ dyde==[ =9*| de=>["%—Z-dx=—
3’4//3’3”’ 4/2y1x4/2 2% T 50
11 1 1

e Sei B ein regulirer Bereich, dessen Rand OB aus endlich vielen ge-
schlossenen stiickweise glatten Kurven wy, ..., w, besteht. Die Para-
metrisierung set so, dass B stets links zur Durchlaufrichtung liegt. Das
Integral eines Vektorfeldes v tiber OB ist

/v-dx:zn:/v-dx.
=1y,

oB

3.18 Satz (Green). Seien B und OB wie oben beschrieben und D C R? eine
offene Menge mit B C D, dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld v : D — R?:

_ (91)2 87)1
B

OB

e Sonderfille: Mit vi = 0,v9 = x bzw. vy = 0,v; = —y ergibt sich aus
Satz 3.18 eine Formel fiir den Fldcheninhalt:

1 1
F=//dxdy=/xdy=—/vd$=i/xdw—i/ydﬂfa
B

oB OB oB OB
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und fiir den geometrischen Schwerpunkt gilt:

—ﬁ,w = 0 benutzt

wobei Satz 3.18 mit v = 0,vy = % bzw. v; = —%

wurde.

3.19 Satz (Gauf} in der Ebene). Ist u € C?*(D,R?), so gilt unter den
Voraussetzungen von Satz 3.18

//Audxdy:/(?nudx,
B aB

wobei n der duflere Normaleneinheitsvektor ist.

Beispiel:  Sei B begrenzt durch die Strecke w1 (t) = (¢,0)T, 0 < t < 2ma
und die Zykloide wo(t) = a (2m —t +sint,1 —cost)’, 0 < t < 27. Wir
wollen den geometrischen Mittelpunkt berechnen.

2T 2ma

F= —/yda: = —az/(l —cost)(—1+ cost)dt + /Odt
0B 0 0
9 ) t 1 2
=a" |t—2sint+ -+ —cos2t
2 4 0

=a’3rm,
27 27a
/dey = a?’/(27r —t +sint)’sintdt + /Odt
OB 0 0

2m

= a3/47r25int—47rtsint— 2tsin®t + sin® t + 2 sint + 4w sin® t dt
0
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t? in 2t 2¢
= a3 —47r2cost—47rsint+47rtcost———tsu; +CO;
2 27

cos“t
t?cost + 2cost + 2tsint + 27t — 7 sin 2t
0

—cost +

= 671%a°.

Also gilt:
1
T = ¥a z?dy = ma
oB
Analog haben wir:
2w 2ma
/y2 dx = a3/(1 —cost)}(—1)dt + /0 dt
oB 0 0
s[5 11 . 3 , 1, .7
= —a |zt — —sint+ —costsint — —cos“tsint
2 3 2 3 0
= —a3hm,
und demzufolge
_ 1 2
Y= ~oF y dr = éa
dB

8.4 Integration iiber Flichen im Raum

e Flichen im Raum kénnen als Graph z = h(z,y) oder implizit durch
f(z,y,2z) = 0 dargestellt werden. Eine weitere Moglichkeit ist die ste-
tige Verformung einer Flidche in der Ebene.

4.1 Definition. Sei D ein regulirer Bereich in einem Gebiet G der (u,v)-
Ebene. Unter der Parameterdarstellung eines reguldren Flichenstiicks
verstehen wir die Einschrinkung einer C'-Funktion x : G — R® x(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), 2(u,v))" auf D mit den Eigenschaften:
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1) (u,v) # (u',v") in D, = x(u,v) = x(u,0'),
2) xu(u,v) X x,(u,v) # 0 fir alle (u,v) € D.
Die Punktmenge S = {x(u,v); (u,v) € D} ist das dargestellte Flichenstiick.
e Aus 1) folgt: V(z,y,2) € S (u,v) € D : (2,9,2)" = x(u,v).
e Durch die Abbildungen

u — x(u,v) v = const. ,

v — x(u,v) u = const.
sind Parameterlinien v = const., bzw. u = const. gegeben.

e Aus 2) folgt, dass die Tangentialvektoren der Parameterlinien in jedem
Punkt (u,v) € D linear unabhiingig sind.

e Die Tangentialvektoren x,(u,v),%,(u,v) spannen im Flichenpunkt
x(u,v) die Tangentialebene auf, die die Parameterdarstellung

v(A, 1) =x(u,v) + Axy(u,v) + px,(u, v)

hat. Der auf der Tangentialebene senkrecht stehende Vektor

X, X X,

(4.2)

n=-————
”Xu X Xv”

heifit Flichennormale.

e Ein reglires Kurvenstiick t — (u(t),v(t)),to <t < t; im Parameterbe-
reich D induziert durch

w(t) = x(u(t), v(t))

eine regulire Flichenkurve in S, deren Tangentialvektor w = x,4+x,0
in der Tangentialebene durch x(u,v) liegt.

e Die Bogenléinge

)= [ ()] d
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ergibt sich wegen
||W||2 =W W = (Xy - X)02 A+ 2(Xy - X ) U0 + (X, + X)) 0
aus den metrischen Fundamentalgréflien

E :=x, -x,, F:=x,-x,, G =%, -X,.

Diese bestimmen auch die Winkelmessung (Seien w;, wy zwei regulire
Flichenkurven, die sich in einem Punkt x(u,v) schneiden. Der Winkel
zwischen den beiden Flichenkurven ist der Winkel zwischen den beiden
Tangentialvektoren), und die Flicheninhalte (siehe 4.7). Aufgrund von
la x b|* = [|a||* [b]* — (a - b) gilt

%, % %,|° = EG — F? (4.3)

e Wenn sich in jedem Flichenpunkt x(ug,vo) die Parameterlinien u =
ug,v = vg senkrecht schneiden, d.h. FF = 0, dann sagt man, daf} die
Parameterlinien ein orthogonales Netz bilden.

e Der Rand des Flichenstiicks S ist das x-Bild des Randes von D, d.h.
S = {x(u,v); (u,v) € 0D} .

e Eine stiickweise regulire Fliche S ist die Vereinigung endlich vieler
reguldrer Flichenstiicke S;, von denen je zwei lings einer oder mehrerer
gemeinsamer Randstiicke aneinandertreffen. Der Rand 0S5 von S wird
aus allen Randstiicken gebildet die nur zu einem reguliren Flidchenstiick
gehoren. Man nennt S geschlossen, wenn 9S = ().

Beispiele:
a) Fira,b € R? mit a x b # 0 ist
x(u,v) = xo + ua + vb

mit (u,v) € D ein Ebenenstiick. Die Parameterlinien v = const.,v =
const. sind Geraden parallel zu a bzw. b. Wir haben

X, =a, X,=Db

E=|al’, F=a-b, G=]|b|*.
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b)

Aus der expliziten Darstellung z = h(z,y), mit h € C'(D,R) erhilt
man sofort die Parameterdarstellung

x(u,v) = (u,v, h(u,v))" | (u,v) € D.

Die Parameterlinien sind Schnitte mit den Ebenen u = const.,v =
const. und es gilt:

Xy = (17 0: hu)Ta Xy = (0: ]-a hv)T

Xy X Xy = (—hu,—hv,l)T
E=1+h:, F=hh, G=1+h.

Aus einem reguliren Kurvenstiick ¢ — (z(¢),0,2()7),ty < t < ty,
ohne Doppelpunkte mit z(¢) > 0 entsteht (siche Kapitel 6 6.13) durch
Drehung um die z-Achse und den Winkel ¢, ein regulires Fléchenstiick
mit der Darstellung

cosp —sing 0\ [z(?)
x(t,p) = [ sing cosp O 0
0 0 1 2(t)
x(t) cos p
= | z(t)singp

z(t)

definiert auf D = {(t, p);to <t < 11,0 < ¢ < o}. Die Parameterlinien
t = const. sind Breitenkreise, ¢ = const. die Meridiane. Es gilt:
x; = (&(t) cos p, & (t) sin ¢, ()"
x, = (—z(t) sin ¢, z(t) cos p, 0)"
X; X X, = (=22 cos ¢, —z#sin p, )"
E=i*+%, F=0 G=2°.
Falls ¢y = 27 ist das Flichenstiick S nur stiickweise regulér, da die
Meridiane ¢ = 0 und ¢ = 27 zusammenfallen. Der Rand von S sind
die Breitenkreise
» — (fE(tz) cos Qovx(tz) singo,z(ti))T, 1= 071

Falls ¢y = 27 ist das Flichenstiick S nur stiickweise regulér, da die
Meridiane ¢ = 0 und ¢ = 27 zusammenfallen. Der Raum von S sind
die Breitengrade.



