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4.4 Sonderfille.

a) Kegelstumpf

tcos @
x(t,p) = | tsing |, ao<t<a,0<¢p<2m,
b(1— L)

b b g
Xy X X, = (Etcos ®, atsin ®, t)

b) Zylinderstumpf

T Ccos
X(Z,QO): TSinQO J ZOSZS21,0S¢S27T,
z

X, X X, = (=7 cos g, —rsin ¢, 0)”

c¢) Sphdre

7 sin 1 cos ¢
x(h,p) = | rsingysing |, 0<y <7 0<p< 2T,
7 COS
xwxxwz(TQSinZdJcosgp,TQSin2¢singp,r2sinwcos¢)T
E=7% F=0 G=r’siny

Fir = 0,7 (Sid-,bzw. Nordpool) ist xy X x, = 0, lings des Halbkrei-
ses @ = 0 ist die Darstellung nicht eindeutig. Beides sind Nullmengen.

d) Torus
(R+ rsiney) cos ¢
x(P,0) = | (R+rsiny)sing |, 0<4 <2m,
7 CcoS Y
E=r’ F=0, G=(R+rsiny)’.

Der Torus ist eine geschlossene Fliche.
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4.5 Der Flicheninhalt. Seix: D C R? — R?

x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))"

eine Parameterdarstellung eines regquldren Flichenstiicks S. Das Flichenele-
ment AS, berandet von den Parameterlinien u = ug,u = ug + Au,v =
Vo, ¥ = Vg + Av, wird durch das Parallelogramm, das von xX,Au und x,Av
aufgespannt wird, approximiert, denn

x(u,v) ~ (X4(to, v0), Xy (vo, Vo)) (Z : ZS) + x(uo, o)

st die beste lineare Approximation. Also gilt

AS ~ AO,
AO = ||xy(ug, vo) X Xy (g, vo)|| Aulw.

Die Fliche S wird durch Parameterlinien in n Teilsticke S;,1=1,... ,n, zer-
legt und diese werden durch Parallelogramme O; approximiert. Der Grenzwert
n — 00, Au? + Av? — 0 liefert den Flidcheninhalt von S, d.h.

O(S) = lim Z |10 (15, v3) X Xy (s, v3)|| Aulv

n—0

Au?+Av2—0 i=1

:// s % %] dudo. (4.6)
D

Aus (4.3) und (4.6) folgt

0(S) = //mdu dv. (4.7)
D

Mit den Sprechweisen aus Kapitel 4 haben wir

0(5)=//d0
D

dO =VEG - F2dudv.

mit
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e Im Falle eines Graphen z = h(z,y) haben wir
Oz//dl%—hﬁ#—hﬁdmdy
D

und im Falle einer Drehfliche (po = 2)

O://\/.’L‘2(i'2+22)dtd(p
D
t1
:27r/x\/:'62+22dt.
to

Bezisptiele:

a) Kugeloberfliche. Nach 4.4 c) haben wir E = r2F = 0,G =
r2sin® v und D = {(¢, p); ¢ € [0, 7], € [0,27]}. Also

0= //r2sin¢dwdcp
D s

= r227r/ sin v dip = 4nr? .

0

b) Torusoberfliche. Nach 4.4 d) gilt: G = (R + rsin)?, E = r?,
F =0 mit D=[0,2n] x [0,2n]. Also ist

2w 2w

@) :!O/T(R+TSin¢)d¢d¢
27

:27rr/R+rsin¢d¢z:47r2rR.
0
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4.8 Definition. Ist x : D C R?> — R? eine Parameterdarstellung eines
requldren Fldchenstiicks S und f ein auf S stetiges Skalarenfeld, dann nennt
man

//f 10:= //f(x(“’”)) 3¢ (u, v) % %, (u, 0)]| du dv
S S

das Oberflichenintegral von f iber S. Fir eine aus S1,. .., S, bestehende
stiickweise requldre Fldche S setzen wir

//fdozzzn://fdo.
S =S,

o Auf Grund der Definition gelten die tiblichen Rechenregeln: Linearitdt,
Monotonie und Additivitit. Auferdem gilt der Mittelwertsatz, d.h. es
existiert ein (u*,v*) mit

Flx(ut, %) = ﬁ!/f do . (4.9)

4.10 Berechnung des Oberflichenintegrals. Wir gehen wie folgt vor:
1) Parameterdarstellung x : D — R? der Fliche angeben.

2) Die partiellen Ableitungen x,,x, und das Oberflichenelement
dO = ||xy X X,|| dudv = VEG — F?du dv
berechnen.

3) FEinsetzen

//fdo = //f(x(u,v)) %0 (1, v) X %o (1, v)|| dudv
A S

und ausrechnen.
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Bezispiele:

a) Die z,y-Koordinaten des geometrischen Schwerpunkts (T,y,z) des

3 3
Teilstiicks der Fliche 3z = 2(x2 + y2), der von den Ebenen x = 0,
y = 0,z +vy = 1 ausgeschnitten wird berechnet sich wie folgt:
Fliachenstiick ist beziiglich x und y symmetrisch, also ist T = 7.

0(5)://1d0:/11/wmdydm
g 00

12 y=1l—z
0 y=0
3
2 3
2
2 3 ' 22 510 4(v2+1
=-22z| — == (1+2x)2| = (\/7+)
3 s 35 0 15
11—z 1
2 [.3 3
//a:\/1+x+ydydx:5/22:16—(1—35)2326133
0 0 0
2 1 8 T4 5 |
= 292221+ (1 2 — —(1 2
3 a:+15( + ) 15( +x)x0
1 T 4.5
:§22+i22__22_i
2 105 15 105
_22V/2-38
105
o (22v2-8)15  (11vV2—-4)(vV2—-1) 26—15V/2
T = = = .

105 - 4(v/2 + 1) 14 14

b) Das elektrostatische Potential U(a) einer homogenen mit Dichte o ge-
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ladenen Fldche ist

//Ldo.
|x — al|
S

Falls S der Kegelmantel z* + y> = 22,0 < 2z < 1 und
a = (0,0,1)T ist, ergibt sich nach 4.4 a) die Parametrisierung
x(t,p) = (tcosp,tsing, t)1,0 < ¢t < 1,0 < ¢ < 2m,%x; X X, =
—t(cos p,sin o, —1)? und das Oberflichenelement dO = t/2dp dt. Al-
so haben wir

1 27 1
oV/2t / t
U(a) = dodt =2mV2p | ———=dt
(@) //\/t2+(t—1)2 4 ¢ V22— 2t +1
0 0 0
1

4t — 2 1
:m@,/

+ dt
2V2t2 —2t+1 V212 -2t +1

0

1
1 1

= V2022 — 2t + 1‘ + 27rg/ dt
0 ) V2t-1)2+4+1

:ﬁgﬁm—l— gwln(Qt—1+\/m)
= om (ln(l +v2) —In(vV2 - 1))
= orIn(3+2Vv2).

1
0

e Das Oberflichenintegral tritt bei Berechnungen von Flicheninhalten
von Flichen tm Raum und bei Berechnugn der Masse, der Ladung und
des Massenmittelpunktes auf.

e Die Berechnug des Oberflichenintegrals ist oft schwierig, kann aber
durch eine dem Problem und der Geometrie der Fliche angepafite Ko-
ordinatenwahl vereinfacht werden.

4.11 Definition. FEine Parameterdarstellung x = (z,y)T : D — S,z = z(u,v),
y = y(u,v) eines ebenen requliren Flichenstiicks S heifit auch Koordina-
tentransformation, d.h.

1) r =x(u,v),y = y(u,v) sind C*-Funktionen,
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!

2) aus z(u,v) = z(u',v") und y(u,v) = y(u',v'") folgt (u,v) = (u',v"),
3) |xuyy — Tyyu| # 0 fir alle (u,v) € D.

Die Parameterlinien heiffen Koordinatenlinien und man nennt das Netz
der Koordinatenlinien ein krummliniges Koordinatensystem auf S.

e Das Gebietsintgral / f dF ist unabhéngig von der Zerlegung von S.

S
Die Zerlegung durch kartesische Koordinatenlinien liefert, (siehe (3.13))

//de:!/fdxdy,

S

andererseits liefert die Zerlegung durch die krummlinigen Koordinaten-
linien (siehe (4.8))

dF = dO = ||xy X x| dudv

wobei x(u,v) = (z(u,v), y(u,v),0)T ist. Also haben wir

det <$“ x,,)‘ du dv

u yU

dF = |24Yy — TolYy| dudv =

_ ‘ 0(z,y)
B(u, v)

dudv,

wobei 224) dije Funktionaldeterminate heifit. Also gilt

a(w,v)
[frar= [ 1[ac] e

S

Wir haben also bewiesen:

4.12 Satz. Entsteht ein regulirer Bereich S C R? unter der Koordinaten-
transformation v = z(u,v) y = y(u,v) aus D, dann gilt fir jedes auf S
stetige Skalarenfeld f die Transformationsformel

J[s@dsar= [[ statw o, 522
S D

dudv . (4.13)
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o Wegen (4.9) verdndern sich die Integrale in (4.13) nicht wenn S bzuw.
D durch S\N bzw. D\M ersetzt werden, wobei N und M Nullmengen
sind. Insbesondere sind also C'-Transformationen x : D — S die nur
auf D\M, mit einer Nullmenge M, die Bedingugen aus 4.11 erfiillen,

zuldssig.

e Folgende Fille treten besonders hdufig auf:
a) affine Koordinaten:

x=au—+bv+x,y=cu+dv+yy, mit ad —bc#0
dF = |ad — be| dudv

//f(x,y) dr dy = //f(au+bv+x0,cu+dv+yo) lad — be| dx dy.
S D

b) Polarkoordinaten

r=rcosp, y=rsing, dF =rdrdy
//f(a:,y)dxdy://f(rcosgo,rsingo)rdrdgo.
S D

Bezispiele:

a) Durch die lineare Transformation x = au,y = bv,a,b > 0 geht der
Kreis K = u? +v? < 1 in die Ellipse E : “2—2 + ‘z—j < 1 dber. Also gilt:

F(E) =//dmdy=//abdudv=abF(K) = abm .
E K

b) Fir die Gaufverteilung F(z) := ﬁ/e‘t2 dt gilt: im F(z) =1, d.h.
T—00

/et2dt:\/7_r.
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4.14 Definition. Ist S ein durch die Parameterdarstellung x : D C R? —
R® gegebenes requlires Flichenstiick mit der Fldchennormalen n = |I§Z:§ZII

und v ein auf S stetiges Vektorfeld, dann nennt man das Oberflichenintegral
der skalaren Normalenkomponente v - n den Fluf8 von v durch S, d.h.

//v-dO = //v-ndO://det(v,xu,xv)dudv.
S S S

Man nennt

dO = nd0 = 27X 1 % x|| dudo
%4 X %, ||
= X, X X, du dv
das vektorielle Oberflichenelement von S.

e Integration: Fiur das Geschwindigkeitsfeld v einer stationdren
Stromung ist die Determinante

det(v, x, du,x, dv) = det(v,x,, x,) du dv

das Volumen der Flissigkeitmenge die pro Zeiteinheit durch das Ober-
flichenelement dO fliefit, denn

det(v, Xy, Xy) dudv = v - (x4 X Xp) du dv
=v-ndO.

e Fall S durch einen Graphen z = h(x,y) gegeben ist, haben wir fir den
Fluf$ eines Vekorfeldes v

0

U1 1
//v-dO://det vo 0 1 | dxdy
S D V3 hm hy
= // (—v1hy — v2hy + v3) da dy,
D

wobei v; = vi(z,y, h(z,y)).
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Beispiel: Der Fluf des elektrischen Feldes D = —<i:x einer Punktladung

B
q im Ursprung durch die Sphdre S : ||x|| = R ist wegen
cq X

X =
P Il B2

C Ci
//E-ndO://R—quO:R—qQ//dO:élwcq.
5 5 5

e Der Satz von Green hat eine Verallgemeinerung fir zweiseitige
Flachen im Raum, d.h. Fldichen fiir die man eindeutig von einer
Ober- bzw. Unterseite sprechen kann. Jedes regulire Flichenstiick
x: D CR — S C R ist zweiseitig. Die Oberseite ist die Seite in
die die Fldchennormale n zeigt. Fine stiickweise requldre Fliche ist
zweztseitrg, wenn man die Oberseiten der Flichenstiicke Sy so wdihlen
kann, daf sich der Umlaufsinn iber die Kanten Sy NS, stetig fortsetzt.

Gegenbeispiel: Das Mobiusband, hat nur eine Seite.

4.15 Satz (Stokes). Sei S eine zweiseitige, stickweise requlire Fliche mit
tiberschneidungsfreier und geschloffener Randkurve 0S, die so durchlaufen
wird, das S links liegt und der Umlaufsinn zusammen mit der Normalenrich-
tung n von S ein Rechtssystem ergibt. Sei U C R3 eine offene Menge, die S
enthdlt. Dann gilt fiir alle C*-Vektorfelder v : U — R3

v ix= [[orvmyao. (4.16)
S

08

e Falls S ein ebener Bereich der (x,y)-Ebene ist und v = (v1,v9,0)T ein
ebenes Vektorfeld ist, gilt:

8’02 (9’()1
rotv-n=— — —

or Oy’
mit n = (0,0,1)T. Somit geht (4.16) in die Formel in (3.18) tiber.
Beispiel: Seiv = (z,y,2) = (—y3, 2%, —2°) das Geschwindigkeitsfeld ei-

ner Stromung im Zylinder x*>+y? < 1. Wir wollen die Zirkulation von v lings
des Schnittes des Zylindermantels mit der Ebene x + y + z = 1 berechnen.
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a) Methode aus 2.10

1) Parametrisierung
¢ — (cosp,sinp,1 —sinp —cosp)’, 0< ¢ <2r.
2) Bogenelement
dx = (—sin ¢, cos @, sin ¢ — cos ) dp .

3) FEinsetzen

2

/(sin ©)3sin ¢ + (cos )? cos p — (1 — sin ¢ — cos ) (sin ¢ — cos @) dyp
0

Ausrechnen = viel Arbeit.
b) Satz 4.15

1) Parametrisierung
x(u,v) = (u,v,1 —u—v)T  (u,v) € B(0),

2)

rot v = (0,0,3(z + )7,

x, X x, = (1,1,1)7,

3) Einsetzen

j{v-dx://rotv-ndO://rotv-(xuxxv)dudv
as S S
o 1
:3//u2+v2dudv:3//r27°d7“dcp:§7r.
K 00 2
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e In (4.16) kann S durch jede andere Fliche ersetzt werden die denselben

Rand 0S hat, d.h.
//rotv- dO://rotV- dO
So

St

gilt fiir beliebige stiickweise reguldire Flichen Si, Sy mit Rand 0S.

4.17 Interpretation der Rotation. Sei S ein requlires Flichenstick im
Definitionsbereich von v und x ein Punkt in S. Sei 0S, der Durchschnitt
von S mit der B,(x) Kugel. Dann gilt

fv-dx://rotv-ndO

oSy "

=rotv(x) - n(x).

Also gilt:

Rechts steht die ,Zirkulation pro Flicheneinheit”, diese wird Wirbelstirke
genannt. Sie ist am gréfiten wenn die Rotation des Vektorfeldes v in dieselbe
Richtung wie die Normale n zeigt.



