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e In (4.16) kann S durch jede andere Fliche ersetzt werden die denselben

Rand 0S hat, d.h.
//rotv- dO://rotV- dO

Sl 82

gilt fiir beliebige stiickweise reguldre Flichen Si, S, mit Rand 0S.

4.17 Interpretation der Rotation. Sei S ein requlires Flichenstick im
Definitionsbereich von v und x ein Punkt in S. Sei 0S, der Durchschnitt
von S mit der B.(x) Kugel. Dann gilt

fv-dx://rotv-ndO

oSy .

=rotv(X) - n(x).

Also gilt:

Rechts steht die ,Zirkulation pro Flicheneinheit”, diese wird Wirbelstdrke
genannt. Sie ist am grifiten wenn die Rotation des Vektorfeldes v in dieselbe
Richtung wie die Normale n zeigt.

8.5 Integration iiber dreidimensionale Berei-
che

Die Methoden aus Abschnitt 8.3 werden auf 3-dimensionale Bereiche iiber-
tragen.

5.1 Das Volumen. Der (z,y, z)-Raum wird durch achsenparallele Ebenen

z=n2"F, y=n2* z=n2"* k=0,£1,42,...
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in Wiirfel mit dem Volumen 273F zerlegt. Fiir eine beschrinkte Menge M C
R3 bezeichne sg(M) bzw. Sy(M) das Gesamtvolumen aller ganz in M enthal-
tenen Wiirfel bzw. aller Wiirfel die mindestens einen Punkt aus M enthalten.
Man nennt M Riemann-mefbar und V(M) das Volumen von M, wenn

V(M) = ;}LI&S’“(M) = klgroloSk(M)

Besteht eine Menge N C R® aus nur endlich vielen Punkten, requliren Kur-
venstiicken und reguldren Fldchenstiicken, so bezeichnet man sie als Null-
menge und es gilt:

V(M)=V(MUN)=V(M\N),
wobei M eine Riemann-mefibare Menge ist.
5.2 Definition. Fin Bereich B C R® heifit regulér, wenn:

1) Der Rand OB aus endlich vielen stickweise reguliren Fldchen besteht,
2) B\OB ein nicht leeres, beschrinktes Gebiet im R® ist,
3) B abgeschlofen ist, d.h. 9B C B.

e Man kann zeigen, daf jeder regulire Bereich B C R® Riemann-mefbar
ist und ein Volumen V' (B) # 0 besitzt.

5.3 Das Volumenintegral. Sei B C R® ein requlirer Bereich und f ein
auf B stetiges Skalarenfeld. B wird durch requldre Schnittflichen in requldre
Teilbereiche By, ... , B, mit Volumen AVy, ..., AV, zerlegt. In jedem B; wird
ein Punkt (z;,y:, i) gewdhlt und die Riemannsumme

n
T =Y @iy, ) AV;
i=1
gebildet. Wie bei zweidimensionalen Bereichen kann man zeigen, daff Z,, ge-
gen etnen Grenzwert konvergiert, wenn der mazrimale Durchmesser dyax ge-
gen Null strebt. Dieser Grenzwert ist unabhdngig von der Zerlegung und wird
Volumenantegral genannt und mit

// fdv = 711_)1130 if(xiayiazi) AV; (5.4)
B

6max_>0 =1

bezeichnet. Das Symbol dV heifit Volumenelement.
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e Fs gelten die iiblichen Rechenregeln: Linearitit, Monotonie, Additivitdt

und Mittelwertsatz.

Wenn eine Zerlegung von B mit achenparallelen Schnittebenen gewdhlt
wird bezeichnet man das Volumenintegral durch

// de::// fdrdydz. (5.5)
B B

Lafit sich B als Abschnitt eines geraden Zylinders darstellen mit einem
requldren Bereich D der (x,y)-Ebene als Querschnitt, unten und oben
beschrankt von den Graphen z = g(z,y) bzw. z = h(x,y), d.h.

B ={(z,y,2);(z,y) € D,g(z,y) <z < h(z,y)},

und fasst man in der Riemannsumme die Summanden so zusammen,
dafs zuerst tber alle in z-Richtung liegenden Teilbereiche summiert
wird, dann kann man zeigen:

h(z,y)

// fdxdydz:// /f(x,y,z)dz dzr dy . (5.6)
B D

g(z,y)

Analoge Formeln gelten auch fiir Zylinderabschnitte in den anderen
Richtungen.

Ist der oben beschriebene Querschnitt D ein Normalbereich, z.B.

B = {(:E,y,z);a <z < b,u(x) <y< U(x)ag(xay) <z< h(x,y)},

dann gilt wegen (5.6) und Satz 3.15

b [ v(@) [ h(zy)

// fdmdydz:/ / /f(x,y,z)dz dy | dz.
B

e \u(@) \g(zy)
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e Im Falle eines Quaders gilt der Satz von Fubini, d.h.

Z1

///fdxdydz=/ 71 /Zlf(x,y,z)dz dy | dx
B 20

Zo Yo
21 Z1 Y1

:/ / /f(ac,y,z)dy dr | dz=...
20 zo Yo

5.7 Einfache Anwendungen. Das Volumen eines requliren Bereiches be-
rechnet sich als

V(B) = / / qv . (5.8)
B

Insbesondere gilt im oben beschriebenen Fulle eines Abschnitts eines geraden
Zylinder die Formel

V(B) = // (h(z,y) — g(z,y)) dz dy. (5.9)
D

Die Masse eines Kdérpers mit Massendichte o berechnet sich als

M:///ng. (5.10)
B

Die Momente sind wie folgt definiert:

M, , = ///acg(:v,y,z) dv,
B

My, = ///zg(m,y,Z) av’, (5.11)
B

M, , = ///yg(ac,y, z)dV.
B
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Der geometrische Mittelpunkt S = (xs,ys,2s) eines Bereiches B hat die

Koordinaten (0 =1 in (5.10))

1 1 1

Ys = __A4i¢a z8 = ﬁ?

Trs = EZA4@Z’ M

M,, .

Das axiale Trigheitsmoment T berechnet sich durch

T:/B//TQQdV,

(5.12)

(5.13)

wobei = r(x,y,z) der Abstand des Punktes (x,y,z) € B von der zu be-

trachtenden Achse ist.

Beispiele:
a) Das axiale Trégheitsmoment des Wiirfels —1 < z,y,z < 1 um die
z-Achse ist:
11 1 ) o1
//x2+y2dxdydz:2/§x3+y2$ dy
r=—1
—1-1 —1

1

2 16
=2 (= +2y%dy=—
/{%yy 3

-1

b) B sei vom Elipsoid 2—2 + ‘z—j + i—z < 1, und dem Kegel ﬁ—i 4+ v

2=

berandet und liege im Halbraum z > 0. Man kann B darstellen als

2 2 g
L N Y A
c a? b2

mit (z,y) aus 2—; + 4 <
Es gilt:
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Die Koordinatentransformation (Kombination von Polarkoordinaten
und affinen Koordinaten) x = racos,y = rasing,0 < r < %,0 <
¢ < 27 liefert

1

21 v2ev/1-12
V(B)=// / dz abr dr do
0 0 c
1
2

:27rabc/7“< 1—7’2> —rdr
0

1 il
= 2mabe (—g(l —r?)3 — %)

_ Wzbc(Q_ \/5)

5.14 Transformation von Volumenintegralen. Sei B C R® ein
requldrer Bereich. Unter einer Koordinatentransformation auf
B wverstehen wir eine C'-Abbildung (u,v,w)’ — x(u,v,w) =
(z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w))" eines requliren Bereiches U des (u,v,w)
Raumes auf B mit den FEigenschaften:

1) Aus (u,v,w) # (u', v, w') folgt x(u,v,w) # x(u', v, w').

2) Fir alle (u,v,w) € U sind die Vektoren x,(u,v,w),x,(u,v,w) und
Xy (U, v, w) linear unabhingig.

Bei festem u = uq ist (v,w) — z(ug,v,w) eine Koordinatenfliche; ana-
log fiir die Koordinatenfiichen v = vy, bzw. w = wy. Das Bild des Qua-
ders ug < u < ug + Au,vg < v < vg + AV,wy < w < wy + Aw unter
der Koordinatentransformation x wird durch einen Spat, der von den Vek-
toren X, (ug, Vo, wo) Au, Xy (Ug, Vo, we) Av und Xy, (ug, vo, wo) Aw aufgespannt
wird, approximiert. Das Volumen des Spats ist

V = |det(xy, Xy, Xy) | Au Av Aw

mit der Funktionaldeterminante

o(z,y, 2)

3, v, w) = det(xy, Xy, Xy) - (5.15)
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Durch Grenziibergang Au? + Av? + Aw? zeigt man wie im zweidimensionalen
Fall:

5.16 Satz. Entsteht ein requlirer Bereich B C R® unter der Koordinaten-
transformation

z=z(u,v,w), y=yu,v,w), z=z(u,v,w)

aus dem requliren Bereich U C R, dann gilt fiir jedes auf B stetige Skala-
renfeld f die Transformationsformel

///f(x,y,z) drdydz
’ 9(z,y, 2)

:///f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))‘7 dudvdw.  (5.17)
U

O(u, v, w)

Die Formel (5.17) gilt auch fir Transformationen, welche die obigen Be-
dingungen 1),2) in 5.14 nur auf Bereichen U\M erfillen, wobei M eine
Nullmenge 1st.

5.18 Spezialfille.
a) affine Koordinaten

x=Au+x,, AcR™ detA#0
dV = |det A| du dv dw

///f(x)dxdydz= ///f(Au—i—xo) \det A| du dv dw
B U

b) Zylinderkoordinaten

r=rcosy, yYy=rsing, 2=z
dV =rdrdpdz

J[[redsdyaz= [[[1cosirsing r dr doa:
B U
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¢) Kugelkoordinaten

T =rcoscosp, y=rsinysing, z=rcosy
dV = r?sin dr dip dp

///f(x)df”dydz =// F(r, b, @)r?sin dr dip dyg
B U

mit f(r,, @) = f(rcost cos @, rsinysin @, 7 cos ).

Beispiel: Das axiale Trégheitsmoment der Kugel K mit dem Radius R um
die z-Achse ist

2r 1 R

///(a:2+y2)dV:///rzsin21/)7'2sinwdrd1/)dg0
K

= 27?—/s1n31/1d1/) = —7TR5

5.19 Satz (Gauss). Sei B ein regulirer raumlicher Bereich mit einer Ober-
fliche OB, die aus endlich vielen geschlossenen stiickweise reguldren orien-
tierbaren Flichen besteht, die sich hdéchstens in Randpunkten treffen. Be-
zeichnet n die aus allen reguldren Oberflichensticken aus B nach auflen
weisende Einheitsnormale, dann gilt fir alle in einer Umgebung von B defi-
nierten C'-Vektorfelder v die Formel

[[[avvav = [[ v-nio. (5.20)
B 0B

5.21 Interpretation der Divergenz. Nach dem Satz von Gauss ist der
Fluf des Vektorfeldes v durch die Oberfliche (von innen nach auflen) gleich
dem Volumenintegral der Divergenz. Sei P € B und B,(P) eine Kugel mit
dem Mittelpunkt P die ganz in B liegt, sei S, die Kugeloberfliche. Dann gilt

//v-ndO:/// divvdV =divv(P*)V(B,).
S B,(P)
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Der Grenziibergang r — 0 liefert

. ) 1
divv(P) = lim V(BT)//V-ndO,
5

d.h. die Divergenz ist Flufs pro Volumeneinheit. Anders gesagt ist die Diver-
genz eines Vektorfeldes in einem Punkt die Quelldichte. Ist sie ungleich Null
hat das Vektorfeld dort eine Quelle (divv > 0) oder Senke (divv < 0). Ein
Vektorfeld heifst quellfreir wenn tberall divv = 0 gilt.

Beispiel: Der Flul des Feldes v = (zy?, 2%y, y)T durch die Oberfliche des
Zylinders B = {(z,y,2);22 +y* < 1,-1 < 2 < 1} ist

!/v-ndOz/B//divvdV

:// /x2+y2dzdxdy
By (0)

27 1
:2//r2rdrdg0:7r.
00

Da divv = 2% + y? # 0 fiir alle (z,y) # (0,0) ist jeder Punkt auflerhalb der
z-Achse ein Quellpunkt.

5.22 Massenerhaltung. Sei: v das Geschwindigkeitsfeld einer Flissigkeit
und o thre Dichte. Sie B ein requlires Testvolumen mit der Oberfliche S.
Durch das Oberflichenelement dO tritt pro Zeiteinheit das Flissigkeitsvolu-
men v - ndO hindurch, also ist

//gv-ndO
S

die durch S aus B herausstromende Masse. Wird in B keine Masse erzeugt
oder vernichtet ist die zeitliche Verdnderung der Masse gegeben durch (Mas-

senfluff aus B heraus)
d
-2 / / /g av .
B
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Also gilt unter geeigneten Voraussetzungen an B,S,v und p

0
// ang%—//gv-ndO—O
B S
/// +div (ov)dV =0.

Dies gilt fiir beliebige Testvolumen B, also auch punktweise, d.h. wir haben

und mat Satz 5.19

% +div (pv) =0,

das sogenannte Massenerhaltungsgesetz.

e Mit dhnlichen Uberlegungen kénnen die Wirmeleitungsgleichung

00
— — kAO =
v kAO =0,

mit der Temperatur @ und dem Wirmeleitungskoeffizienten k, sowie die
Mazwell Gleichungen

0
rotE4+ —B =0

ot

oD
tH=J + —
ro +(9t
divD =p
divB=0

hergeleitet werden.

5.23 Orthogonale krummlinige Koordinaten. Krummlinige Koordina-
ten heiffen orthogonal, wenn fiir die Koordinatentransformation

x(u, v, w) = z(u, v, w)e, + y(u, v, w)es + z(u, v, w)es (5.24)

in jedem Punkt die Tangentialvektoren x,,X,, X, paarweise orthogonal sind.
Mt

hi = [%ull,  he =[xl hs = ||xwl]



228 Integration von Funktionen mehrerer Variablen

erhdlt man
Xy =: i€y, X, =: hoe,, X, =: hse,. (5.25)

Bei geeigneter Reihenfolge von u,v,w bilden e, e,, e, ein Rechtssystem.
5.26 Kugelkoordinaten. Wir wihlen in (5.24) (vergleiche 4.4 c))

u=r, UZ% W=,
h1:1, hQZT, h3=rsin¢.

Beziiglich der kartesischen Basis ist

cos p sin 1) COS (p cOS P —sing
e, = | sinpsiny |, e, = |sinpcosy |, e,=| cosyp
cos —sin 1 0

Der Ortsvektor hat die Darstellung x = re, (vergleiche 4.4 c)). (e,,ey,e,)
bilden ein Rechtssystem und also gilt

O&,%:2) _ by hy = r2sing, (5.27)

o(r,, ¢)
d.h. dV = r?sinpdr dip do. Nach der Kettenregel gilt (siehe (5.25))

dx = X, dr + xy dyp +x,do

5.28
= e, dr +reydiy + rsinyge, dp. (5:28)

Somit gilt fiir das Bogenelement
ds = +/dx -dx = \/dr2 + 72 dy)p? + r2sin® ¢ dp? . (5.29)

ein requldres Flichenstick S hat in Kugelkoordinaten die Darstellung
r=r(st), ¢Y=1(s1), o=,
mit (s,t) € D C R?. Die Kettenregel liefert fir x = x(r(s,t),%(s,t), p(s,t))

Xs = X, Ts + quws + XpPs
=rse, +rise, +rsinyp,e,, (5.30)

Xt = 1€, + TPey + rsinypie, .
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Fiir das vektorielle Oberflichenelement dO und das Oberflichenelement dO
gelten:

dO =x, X X dsdt
O, ¢) Ol
= <r2s1n¢ 3(s.1) er+rsm1/)a($’t) e¢+ra(8’t) e, | dsdt, (5.31)

2 2 2
dO = \/r4 sin? w%((i’ f)) + 7r2sin? wa(i’ r) + 72 8(2 ltb)) dsdt.  (5.32)

Fir eine skalare Funktion
f=F(rv,9)
und ein Vektorfeld

vV = ‘/r(r’ w: go)er + VT/J(T’ wa go)e,/, + th(ra wa Qp)ew

gelten folgende Darstellungen:

oF 10F 1 OF
grad f = 5 ¥ 50 T i 05
divy = (ﬁ (r2sin V) + i(r sin V) + 2(rv ))
r2sin \ Or oy op: )7

1 9 . 0
rotv = sy <@(r sinV,,) — %(T‘V,/,)) e

1 0 0, .
(%(‘/j}") — 5(7’ Sin Qﬁv@)) €y

rsin Y
1/0 0
1 (v - 0 e,

r

1 0 . oF 0 . oF 0 1 oF
A= sy (5 (72 81“1”5) * o (s“”/’%> T (sinzp%)) |




