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Aufgabe 1: (6 Punkte)

Fiir x € R definiert man

n n
1
lzlly ==l o := (D lail*)*, [€lloo := max ],
Py T =1,...,n

(a) Zeigen Sie, dass || - ||1, || - ||z und || - ||oc Normen auf R" sind.
(Hinweis zu ||-||o: Benutzen Sie das Standardskalarprodukt (z,y) = > 1 | z:y;.)

(b) Zeichnen Sie die Einheitskugeln im R? bzgl. der Normen || - |1, || - || und
| “ oo, d-h. die Mengen {x € R? : ||z|| < 1}, wobei || - || fiir eine der drei
Normen steht.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Aus der Vorlesung wissen Sie, dass jede Norm positiv definit ist, sich linear bzgl.
positiver Vielfacher verhilt und die Dreiecksungleichung erfiillt. Dies ist die Defi-
nition einer Norm! Wird eine Norm jedoch durch ein Skalarprodukt erzeugt, d.h.
|z|| = v/{x, x), so hat sie noch weitere angenehme Eigenschaften:

(a) Zeigen Sie, dass jede Norm, die durch ein Skalarprodukt erzeugt wird, fol-
gende Gleichung erfiillt:

Iz + yll* + [lz — ylI* = 2[lz]I” + 2[|y]|*.

Diese Gleichung nennt man auch Parallelogrammgleichung, da sie die Verhélt-
nis der Seiten und der Diagonalen eines Parallelogramms beschreibt.

(b) Folgern Sie, dass die Normen || - |[; und || - ||oc auf dem R™ nicht durch Skalar-
produkte erzeugt werden. (Nehmen Sie an, dass es erzeugende Skalarprodukte
gibt und fiihren Sie die Parallelogrammgleichung mit Hilfe der Standardvek-
toren zum Widerspruch.)

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Sei V := Py(R). Zeigen Sie, dass die Abbildung

(p,q) == p(0)q(0) + p(1)q(1) +p(2)q(2)  fiirp,qeV

ein Skalarprodukt definiert.

Hierbei diirfen Sie folgende Aussage ohne Beweis benutzen: Jedes Polynom vom
Grade n, welches nicht das Nullpolynom ist, besitzt maximal n verschiedene
Nullstellen.



Aufgabe 4: (6 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum und U, W seien Untervektorrdume. Beweisen
Sie:

(2) UXnW* = (U +W)*,
(b) U+ Wt = (UNW)*.



