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Definition:

Sei A € R™™™ eine symmetrische Matrix. Weiterhin sei (-, -) das Standardskalar-
produkt auf dem R*, d.h. (z,y) = D1 | ;y;. Die Matrix A heiit positiv definit
genau dann, wenn gilt:

(i) Fiir alle z € R gilt: (Az,z) > 0,

(ii)) (Az,z) = 0 genau dann, wenn z = 0.

Aufgabe 1: (2 Punkte)
Sei A € R™" positiv definit. Zeigen Sie, dass A invertierbar ist und alle Diago-
nalelemente von A positiv sind.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Sei A € R™™ und sei (-,-) das Standardskalarprodukt auf dem R", d.h. (z,y) =
Z?:l x;y;. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle z € R" gilt: (Az,y) = (z, ATy).
(b) Ist A symmetrisch und positiv definit, so definiert die Abbildung
(Y4 : R" xR* 5 R,
mit (z,y) 4 = (Az,y),

ein weiteres Skalarprodukt (-,-)4 auf dem R". Beweisen Sie dies.

Aufgabe 3: (3 Punkte)
Sei V' ein euklidischer Vektorraum und f : V — V eine Abbildung mit f(0) =0
und || f(u) — f(v)|| = ||u—v|| fiir alle u,v € V. (Es wird nicht vorausgesetzt, dass
f linear ist!) Man zeige: f ist orthogonal.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst 2(u,v) = --- = 2(f(u), f(v)) und anschlieBend die

Linearitdt von f.
Aufgabe 4: (3 Punkte)

1. Sei V ein euklidischer Vektorraum mit dim(V’) > 2. Man gebe eine Abbil-
dung f:V — V an, die isometrisch, aber nicht orthogonal ist.

2. Geben Sie eine surjektive(!) Abbildung g vom R? in den R? an, die isome-
trisch aber nicht orthogonal ist.



Aufgabe 5: (2 Punkte)

Im R? mit dem Standardskalarprodukt orthonormalisiere man mit Hilfe des Gram—
Schmidt—Verfahrens das folgende System:

up = (1,2,1)7, up = (2,1,1)7, uz = (1,0,1)".

Aufgabe 6: (4 Punkte)

Sei P5([0,1]), der Raum der Polynome iiber [0, 1] mit Grad kleiner gleich 3, aus-
gestattet mit folgendem Skalarprodukt:

(f,9) 1:/0 f(z)g(z) dz.

Man orthonormalisiere die Basis 1, z, 22, 3 mit Hilfe des Gram—Schmidt—Verfahrens.



