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Aufgabe 1: (8 Punkte)

Sei V' ein K-Vektorraum und W ein Untervektorraum. Wie in Aufgabe 3a von
Blatt 5 definieren wir auf V' eine Aquivalenzrelation durch

v~w = v—weWw

mit v, w € V.
Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit V/W, d.h.

a)

b)

V/W = {5:veV).

Zeigen Sie, dass fiir v € V die Aquivalenzklasse 7 genau der affine Unterraum
v+ W ist. (Man schreibt deshalb auch oft v + W statt .)

Zeigen Sie, dass die Aquivalenzrelation kompatibel mit der Addition und ska-
laren Multiplikation von V' ist, d.h. beweisen Sie fiir vy, v9, wy,ws € V und
r € K, dass gilt:

i) (v1 ~wyund vy ~wy) = v + Vg ~ w1 + Wo,

i) vy ~wy = v~ TWI.

Ausgehend von (b), beweisen Sie, dass man auf V/W durch

) 0+@ = vrw

i) rv = 1
mit v,w € V und r € K ein Addition und eine skalare Multiplikation erklaren
kann. (Sie miissen hierfiir zeigen, dass das Ergebnis der oben definierten Ver-
kniipfungen (Addition bzw. skalare Multiplikation) unabhéngig von der Wahl
der Reprisentanten ist. Nur dann ist die obige Definition ndmlich eindeutig
und macht damit Sinn. Wihlen Sie also verschiedene Reprisentanten vy, vy € U
und wy, wy € W ist, und zeigen Sie, dass v; + w; = Vo + wy und 7v; = 7y ist.)

Zeigen Sie, dass V/W auf diese Weise zum K-Vektorraum wird. Man nennt
den so definierten Vektorraum V/W auch den Quotientenraum von V nach

w.



Aufgabe 2: (8 Punkte)

Eine Matrix S = (s;;) € R**™ heifit symmetrisch genau dann, wenn s;; = s;; fiir
alles,7=1,---,n.

a) Zeigen Sie, dass
et = {A € R™"™ : A symmetrisch}

ym ‘T

ein Untervektorraum von R"*" ist. Bestimmen Sie die Dimension von R™
und geben Sie eine Basis an.

b) Die Spur einer Matrix A = (a;;) € R*™" ist definiert als die Summe der
Diagonalelemente, also

Spur(A) := Z Q.-
i=1

Zeigen Sie, dass
X ={A e R : Spur(A) =0}

ein Untervektorraum des R™*" ist und bestimmen Sie seine Dimension.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Sei V' ein K-Vektorraum. Die Abbildung 7" : L(K,V) — V sei definiert durch

T(p):= (1) fir pe L(K,V).

(L(K,V) ist der K-Vektorraum der K-linearen Abbildungen von K nach V.)
Zeigen Sie, dass T ein Isomorphisums ist.




