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Kapitel 1

Lineare Gleichungssysteme

1.1 Anwendungen und Beispiele

Berechnung von Stromkreisen

AL p 24
', — |, — I
3QD 20 [] ___ 18V
{1 {1

10 Q@ 10
1.) Ohm’sches Gesetz:

2.) 1. Kirchhoff’sches Gesetz:

Z Izn = Z Iout

Summe der Stréme, die in einen Knoten hineinfliefsen, ist gleich der Summe
der Strome, die aus einem Knoten hinausfliefsen.

3.) 2. Kirchhof’sches Gesetz:

ZUZ:ZUq

Summe der Spannungen an den Stromquellen in einem geschlossenen Strom-
kreis ist gleich der Spannungen an den Widersténden (s. Ohm’sches Gesetz)
in diesem Stromkreis.

Knoten P: I1 + I3 = I
Knoten Q: Is = I1 + I3
1. Stromkreis: 18V =3 - I3+ 2 I
2. Stromkreis: 0V =6-1; +2- I
= Liefert ein lineares Gleichungssystem mit den Losungen:
11:—1 I2:3 1324



Kryptographie

e Jedem Zeichen wird seine Position im Alphabet zugeordnet:
A B C D ... Y Z 7
0 1 2 3 ... 24 25 26 27 28

e Botschaft soll verschliisselt werden:
GOOD LUCK = 6; 14; 14; 3; 26; 11; 20; 2; 10

6 3 20
Bilde Dreiergruppen: | 14 |, 26 |, 2
14 11 10
mq b1 mq
Dreiergruppe soll verschliissel werden: mo | — | b | = 2my + mo
ms b3 mi + mg + M3

Verschliisselte Botschaft: 6; 26; 34; 3; 32; 40; 20; 42; 32

e Verschliisselte Botschaft soll entschliisselt werden:
19; 45; 26; 13; 36; 41

mi m =19
Wir suchen | mo | derart, daf: 2my + mey =45
m3 mq + mo + ms3 = 26

= Losung: 19; 7; 0; 13; 10; 18 == THANKS.

Okonomie

Im Idealfall gilt: Angebot = Nachfrage. Die Nachfrage eines best. Industriepro-
dukts setzt sich zusammen aus der Nachfrage aus der eigenen Okonomie und
der Nachfrage durch Export und Konsum.
Wir fithren folgende Bezeichnungen fiir verschiedene Industriezweige ein:

I := Autoindustrie

I, := Stahlindustrie

I3 := Olindustrie

x; bezeichne die Produktion von I; (1 =1...3)
Fiir die Aufteilung der Produktion der Autoindustrie auf die einzelnen Indu-

striezweige gelte z. B.:
e 30% -1 e20% — I, e 30% — I3 e 30Stiick— Export

Dies liefert eine lineare Gleichung: 1 = 0.3z; + 0.2z5 + 0.3z3 + 30.
Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Industriezweige, d.h. es ergibt sich
ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Variablen.



1.1 Definition:

Lineare
Eine Gleichung der Form Gleichung
a121 + agxo + -+ apz, = b (1.2)
heifit lineare Gleichung inn Unbekannten x; (i =1,...,n), wobei ay, ao,...ay

die Koeffizienten sind und b die rechte Seite ist.

Ein System von m linearen Gleichungen in n Unbekannten heifst ein lineares  Gleichungs-
m X n-Gleichungssystem.

System
a11x1 +  a1279 + .- + aipxr, = b1
: : : (1.3)
am1T1 + amar2 + -+ GpnTn = by,
Beispiele:
3(1)1 — 5:52 = -9
14
a) —4x1 4+ 3z = 1 (1.4
_ 5 - _3
[ M 312
[ —4dxy 4+ 39 = 1
I — gfL'Q = -3
11 _
(=77) | 32 -1
5
Byp Tt - 3T = 3
3+[ ) = 3
I = 2
) = 3

Falls (1.3) eine Losung besitzt, dann ist diese 1 = 2, z2 = 3.

= Das Gleichungssystem (1.3) besitzt hochstens eine Losung.

Einsetzen der Losung in das Gleichungssystem liefert, dafs «y = 2, zo = 3
wirklich eine Losung ist, d. h. es existiert genau eine Losung.

Y 4r; 4+ 10z = 10 (1.5)
4+ 4r; 4+ 10z = 10
0Ozy + Ozy = =2 Widerspruch !

Das Gleichungssystem besitzt keine Losung.



3
le — 7:52 = —6
K Soi — 42m, = 36 (1.6)
28

_9 1 — Fr2 = -8

( 2)+|: %171 - 4:2]72 - —36
I — %xz = —8
0271 + OIL‘Q == 0

Jeder Wert fiir 21 und x5 ist Losung der zweiten Gleichung. Man wéhle einen
Parameter fiir 2o, der jedem Wert annehmen kann, z. B. zo = ¢, ¢ € R. Dann
folgt aus der 1. Gleichung fiir #; durch Einsetzen: z; = —8 + %t. D.h. das
Gleichungssystem (1.5) besitzt unendlich viele Losungen.

d) 2IL‘1 + ) + 4IL‘3 == 10
At dmy - @ - 10m3 = —20

) (_l) n [ T + %272 + 2IL‘3 = 5

2 —4[1;1 — xT9 — 10(1}3 = —20

r1 + %:EQ +  2x3 5

9 - 2:133 0

T + 3z3 = 5

9 - 2:133 == 0

Es darf ein Parameter aus R beliebig gew#hlt werden: setze 3 = ¢, t € R
Dann ergibt sich fiir die Losung des Gleichungssystems
I1:5—3t, £E2:2t, :I?gzt.

e) 1 — Lo+ Dr3 =5

Es diirfen 2 Parameter gewidhlt werden; wahle zo = ¢, z3 = s, s,t € R
Dann ergibt sich als Losung fiir die Gleichung:
r1 =5+1—5s, To = t, T3 = S.

1.2 Das Eliminationsverfahren

Zuerst sollen hier verschiedene Schreibweisen fiir lineare Gleichungssysteme ein-
gefithrt werden:

anr1 + air2 4+ - 4+ apm, = b
: - (1.7)

am1T1 + Gm2T2 + 0+ ampTn = by



Kiirzer 146t sich ein lineares Gleichungssystem auf die folgende Weise schreiben:
;121 + ajoTo + - -+ + ajp T, = b; i=1...n (1.7a)

Diese Schreibweise ist gleichbedeutend mit:
n
Zai]’(L‘j :bi, 1=1...n (17())
j=1

Um sich beim Rechnen Schreibarbeit zu sparen, hat sich die Schreibweise des
Gleichungssystems (1.6) als Schema bewihrt:

air a2 a3 - Gip | by
(1.8)

Aml Gm2 Am3 - Gmn | by

1.9 Definition: elementare
Unter einer elementaren Umformung des Schemas eines Gleichungssystems Umformung
versteht man eine der folgenden Umformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit einer von 0 verschiedenen Zahl
2. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile
3. Vertauschen zweier Zeilen.

Man kann die elementaren Umformungen zum Ausrdumen einer Spalte benut-
zen, d. h. ein Koeffizient in der Spalte ist gleich 1, alle anderen sind gleich 0.

Beispiel:
01 —1|4 2 4 6 |10 12 315
24 610|301 =14 |50 1 1|4
3 9 —3|12 3 9 —3|12 3 9 —312
12 3|5
2101 —1]4
03 —12]-3

1.10 Satz:
Geht ein Schema aus einem anderen Schema durch Elementarumformungen her-
vor, so haben die zugehorigen Gleichungssysteme dieselben Lisungen.



Beweis:
Die Behauptung besteht aus zwei Teilaussagen:

1. keine Losung geht verloren, d.h. jede Losung des alten Systems ist auch

Losung des neuen Systems.

2. keine Losung kommt hinzu, d. h. jede Losung des neuen Systems ist auch

Losung des alten Systems.

Wir zeigen, dafs jede Elementarumformung riickgingig gemacht werden kann.

Dann geniigt es zu zeigen, daf die Behauptung (1) gilt.

e Elementarumformungen kénnen riickgéngig gemacht werden:
1. Multiplikation der i-ten Zeile mit ¢ # O:
Multiplikation der i-ten Zeile mit 1.
2. Addition des t-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile:
Addition des —t-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile.
3. Vertauschen zweier Zeilen:
Dieselben Zeilen nochmals vertauschen.
e Durch Elementarumformungen gehen keine Losungen verloren:
1. Trivial.

2. Sei s1,...,8, eine Losung und 7 # j. Addiere das t-fache der i-ten

Zeile zur j-ten Zeile. Dann ergibt sich:
(tair + aji)s1 + (tap + ajo)sa + -+ + (tain + ajn)sp = th; + bj,
d.h. s1,..., s, ist eine Losung des neuen Schemas.

3. Trivial, denn Vertauschen von Zeilen &ndert Losungen nicht.

Beispiele:
3o — 2z3 = 3 0 3 —-2|3
a) 2r; — 6z, + z3 = 0 < 2 -6 110 —
3r1 + 29 = 2 1 012
2 =6 10 1 =3 Lo 10 -3
0 3 -2|3 — 0 3 -2/|3 — 01 —3
3.1 02 0 10 —3]|2 00 3
1 00| 2 7 =3
— 01 0|—4% = Ty = —z
00 1|3 T3 = —5°
1 3= 73
1 -1 1 2 ) 1 -1 1 2|5
b) -2 2 -1 -3]|-9 — 0 0 1 1)1 —
3 -3 4 8 |18 0 0 1 2|3
1 -1 0 114 1 -1 0 0 2
0O 0 1 1)1 — 0O 0 1 0]-1
0 0 0 1|2 0 0 0 1| 2
Losung des Gleichungssystems: 1 =2 +t, o =t, 3= —1, £4 = 2.

|~
o w



2 2 -3 4] 1 1 -2 1 —1] 2
)| 1 -2 1 —1] 2 — 2 2 -3 4| 1 —
4 -2 -1 2|-1 4 -2 -1 2|-1
1 -2 1 —1] 2 1 -2 1 —1] 2
0 6 -5 6|3 — 0 1 -2 1|—3 —
0 6 -5 6|9 0 6 -5 6/|-9
10 —% 1] 1
01 —5 1 —% = Es existiert keine Losung.
00 0 0|6

Das Eliminationsverfahren

Ausgangspunkt ist ein Gleichungssystem, das in Schemaform gegeben ist:

ail a19 . QA1p b1

Aml Om2  --- Gmn | bm

1. Schritt:
Suche die erste Spalte, die einen Eintrag # 0 hat. Sei dies die j;. Spalte.
Vertausche die Zeilen derart, dafs der Eintrag in der 1. Zeile steht. Ridume
dann die j;. Spalte aus. Die Buchfithrungsmenge D sei dann D = {j;}.

2. Schritt:
Suche die erste Spalte, die unterhalb der 1. Zeile einen Eintrag # 0 besitzt; sei
dies die Spalte jo (jo > j1). Vertausche, falls notig, zwei Zeilen mit Index > 2
so, dafs jetzt in der 2. Zeile in der js-ten Spalte ein Eintrag # 0 steht. Rdume
jetzt die jo. Spalte aus. Die Buchfiihrungsmenge lautet dann: D = {j1, j2}.

Nach k Schritten:
Die Buchfithrungsmenge lautet: D = {j1,72,...,jk} mit 71 < jo < -+ < jg.
Alle Spalten mit einem Index j; € D sind ausgerdumt.

(k 4+ 1). Schritt:
Suche die erste Spalte, in der ein Eintrag # 0 unterhalb der k-ten Zeile steht.
Dies sei dies Spalte mit der Nummer jx41. Vertausche eventuell Zeilen mit
Index > k derart, daf in der (k+1). Zeile in der jiy;. Spalte ein Eintrag
# 0 steht. Rdume die jx11. Spalte aus. Die Buchfiihrungsmenge lautet dann
D = {j1,52, - Jk» Jkt1}-

Ergebnis der Elimination:

Die Buchfiihrungsmenge lautet D = {j1,72,...,7r}, r < min{m,n}. Das
System befindet sich in Stufenform.



Beispiel:
Gegeben sei ein Gleichungssystem mit 6 Gleichungen und 10 Unbekannten,
nach der Elimination habe die Buchfiihrungsmenge die folgende Form: D =
{1,5,8,9}. Dann mufs das Gleichungssystem in Stufenform folgendermafien
aussehen:

OO = O O O

oSO OO o
OO OO O v
OO OO O v
SO OO O
o O O o= O
OO OO VY
OO OO VY
SO O = OO
O O N

Eigenschaften eines Schemas in Stufenform:

e Alle Spalten mit einem Index j € D sind ausgerdumt.
e Sei k der Index einer Zeile, [ der Index einer Spalte. Dann gilt:

a) k<r.
* 1= jg = ap, =1
. / 0 falls i € D
* 1> g = “WTV 7 fallsl¢gD
b) k>r.

Alle Koeffizienten sind = 0, d.h. ai; =0 [ =1...n. Uber die rechte
Seite kann keine Aussage gemacht werden.

1.11 Satz:

Sei ein Schema in Stufenform mit der Buchfihrungsmenge D = {j1,...,5:}.
Dann besitzt das zugehorige Gleichungssystem genaw dann Losungen, wenn alle
Absolutglieder b; = 0 sind fiir i > r.

Beweis:
Zu zeigen: 4 Losung < Vi>r: b =0.
“=" Sei b; =0 Vi > r. Zu zeigen: 4 Losung.
Wir zeigen die Behauptung durch Angabe einer Losung. si,...,s, ist
eine Losung, wenn gilt:
es; =0, fallsi & D.
e 55, = by, falls j € D.

“=" Zu zeigen: 3t >r:b; #0 = keine Losung.
Wir wissen, daf fiir 7+ > r alle Koeffizienten in der i-ten Gleichung = 0
sind. Die i-te Gleichung lautet dann:
0z1 +0z2 + -+ 0z, =b; #0 Widerspruch!



Beispiel:

Gegeben ist ein 4 x 8-Gleichungssystem in Stufenform. Buchfiihrungsmenge D =
{2,4,7,8},d.h.r =4.n—r =4, d. h. es diirfen vier Parameter gewihlt werden:

01 -20 -3 020 06
00 01 240 0|4
00 00 O0O0T1O0)3
00 00 00012

Wihle Parameter: 1 = s, x3 = t,25 = u,zg = v. Damit ergibt sich fiir die
anderen Variablen: zo = 6 + 2t + 3u, 4 = 4 — 2u — 4v, 7 = 3,x3 = 2. Diese
Losungen lassen sich auch folgendermafien als Lésungsmenge schreiben:

L={(s,6+2t+3u,t 4+2u+4v,u,v,3,2)|s t u veR}

1.12 Satz:

Ist n die Anzahl der Unbekannten und ist das System losbar, so werden die
Losungen durch (n—r) Parameter beschrieben, wobei r die Anzahl der Elemente
der Buchfihrungsmenge ist.

Beweis:
Konstruiere Losungen s; und zeige, daf sie tatséchlich Losungen des Glei-
chungssystems sind.
e j & D: setze z; = s; mit s; € R beliebig.
® ji € D:setze zj, = sj, :=br — Y apsy
gD
Zu zeigen ist: sy, [ =1...n ist eine Losung.
Aus der Charakterisierung des Stufenschemas folgt:
Ok, =1, ap=0firl € D, l;éjk
n

= aips; =by = s ist eine Losung. O
=1

1.13 Satz:
Das System ist genau dann eindeutig ldsbar, wenn es [6sbar ist und n =r, d. h.
D={1,2,...,n}.

Beweis:
“=" Sei das System eindeutig losbar. = es ist losbar und es diirfen keine
Parameter gewdhlt werden, d.h.n —r=0. = n=r.

“<" Sei das System l6sbar und n = r. = n —r = 0, d.h. es diirfen keine
Parameter gewdhlt werden. = Eindeutigkeit. O

10



1.14 Folgerung:

Sei m = n, d.h. wir haben ein quadratisches System. Dann ist das System

eindeutig losbar genau dann, wenn n = r.

Beweis:

“=” Sei das System eindeutig l6sbar. Die Beh. folgt aus Satz (1.13).

“«<” Nach Satz (1.11) gilt: Das System ist 1osbar, wenn fiir alle 7 > r b; =0
ist. Aber nach Voraussetzung ist r = n, d. h. es gibt kein ¢ > r. Daraus
folgt, dat das System losbar ist. Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus

Satz (1.13).

Beispiel:

O

3 0 -1 1| 4
-1 1 2 0|-1

Mit Hilfe des Eliminationsverfahrens bringt man das Gleichungssystem auf Stu-

fenform:

1 0 —
0 1
Damit ergibt sich als Losungsmenge:

401 1 1 5 1
{(

WU
W=l =
QO]

3tz 3 g 3v T3

1.3 n-Tupel und Matrizen

e n-Tupel

)

U, v)‘u, UER}

— Seien M, N Mengen. Die Menge aller 2-Tupel (Paare) wird dann be-

zeichnet mit:

M x N := {(a,b) |a€ M Abe N}
— Seien My, My, ..., M, beliebige Mengen. Man bezeichnet die Elemente

der Menge

My x My X -+ x My, :=

{(al,az,...,an) ‘ a1 € M,y /\aQEMz/\---/\anEMn}

als n-Tupel.
— Fiir gewdhnlich schreibt man:

a=(ay,as,...,a,)

b= (br,bo,...,bn).

11



— Zwei n-Tupel sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Eintrige besit-

zen, d. h.
a=b & Vi=1l...n: q; =10

e Sei M eine Menge. Dann definieren wir:
M":=MxMx---x M

n-Mal

e Anwendung auf lineare Gleichungssysteme
j-te Spalte: (a1, az;,...,an;) ist ein m-Tupel.

— i-te Zeile: (a1, a2, ..., i) ist ein n-Tupel.
— rechte Seite: (b1, ba, ..., by,) ist ein m-Tupel.

Losung: (s1,82,...,8y,) ist ein n-Tupel.

1.15 Definition:
Seien a = (a1,...,an) undb = (by,...,by,) zwei n-Tupel und r € R. Die Summe
der n-Tupel a und b, in Zeichen a + b wird definiert als

a+b:= (a1+b1,02+b2,...,an+bn)
Die Multiplikation des n-Tupels a mit r, in Zeichen ra, ist definiert durch
ra:= (ray,ras,...,ray,)

Die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen bezeichnen wir mit R™ .,

Beispiele

(27 _1707 3) + (1727570) = (37 17573)
5(2,4,6) = (1,2,3)

Bezeichnungen:
a) (0,0,0,...,0) =: 0 heift Nulltupel
b) Sei a = (a1,a9,...,a,) ein n-Tupel. Dann heiflt
—a = (—a,—az,...,—ay) =(—1)-a
das Negative zu a.
¢) ai,...,ar seien n-Tupel und 7, ..., reelle Zahlen. Dann heift

k
a=7ria; +reay + -+ rpap = E i
i=1

Linearkombination von aq,...,a.

d) Reelle Zahlen, mit denen n-Tupel multipliziert werden, heifen Skalare.

12
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Eigenschaften

Seien a,b,c € R", r,s € R. Dann gilt:

—(a+b)+c=a+ (b+c¢) Assoziativitdt der Addition
—a+b=b+a Kommutativitat der Addition

—a+0=a Existenz des Nullvektors
—a+(—a)=0 Existenz des Negativen

—1l-a=a Unitaritat

—r(sa) = (rs)a Assoziativitdt der Skalarmultiplikation
—(r+s)a=ra+sa und r(a+b)=ra+rb Distributivgesetze

Matrizen

1.16 Definition: m x n-Matrix

Eine m X n-Matrix ist ein rechteckiges Schema der Form

ail a12 ai3 e Q1n
a’21 PECEEY PR PR a2n

bl
ml Gm2 am3 - Gmp

wobei a;; € R Vi, j. Die Menge aller m x n-Matrizen wird mit R™*™ bezeichnet.

Eine Matrix ist ein spezielles m-n-Tupel, d. h. Addition und Skalarmulitplikation
sind bereits definiert.

Es gibt zwei Spezialfille von Matrizen:

e m =1,d. h. eine 1 x n-Matrix nennt man n-Zeilentupel

e n =1, d.h. eine m x 1-Matrix nennt man m-Spaltentupel.

13



1.17 Definition: Produkt
Das Produkt einer m X n-Matriz A mit einem n-Spaltentupel c ist ein Matrix-Tupel

m-Spaltentupel Ac € R™*1 dessen i-te Komponente folgendermafen berechnet
wird:

(Ac); := Z a;jcj.
7j=1

Beispiele:

2 (403 6)= ()

1 2 3 4
b)(—1203>

Bemerkungen:
a) Betrachte lineares Gleichungssystem mit den Koeffizienten a;; und rechten
Seiten b;:
alj b1
agj bQ
am]’ bm

Das lineare Gleichungssystem kann dann folgendermafsen als Gleichung
von m-Tupeln geschrieben werden:

Aoy + Aszo + -+ + Apzy, = b

Die Losung des Gleichungssystems s, s9, ..., S, ist dann eine Darstellung
der rechten Seite b als Linearkombination der Aq,..., A,.
b) Definiert man auf folgende Art:
a1l -t apl b1 1
A= s b=| : r=1 1.
Gml - Gmn bm Tp

dann 148t sich schreiben:

anrr + 0 4+ apr, = b
+oeee 4 = &— Az =0b.
am1z1 + -+ ampTy, = by

14



1.4 Homogene und inhomogene Gleichungssysteme

1.18 Definition: homogen
Ein lineares Gleichungsystem Ax = b heiffit homogen, falls das m-Tupel b = 0 inhomogen
ist. Anderenfalls heifit es inhomogen.

Bezeichnungen:
Ly :={zeR"| Az =0} Losungsmenge des homogenen Systems.
L:={zeR"| Az = b} Losungsmenge des inhomogenen Systems.
1.19 Satz:
Fiir die Lésungsmenge Ly eines homogenen Gleichungssystems gilt:
a) 0€ Ly

b) c,de Ly = c¢c+deLy
¢c) reR cely = rcely

Beweis:

Sei A; die j-te Spalte von A. Dann lautet das Gleichungssystem:

Ayzy + Ao + -+ Apxy, = 0.

a) 0'A1+0'A2+"'+0'An:0

b) Seien ¢ und d Losungen des Gleichungssystems. Dann gilt:
Aicer+---+A,-¢,=0 und Ay-di+---+A,-d, = 0. Addition dieser
Gleichungen liefert: Ay(cy +dy) +---+ Ap(en+dy) =0,d.h. ¢+d € Ly.

c) Sei r € Rund ¢ € Ly. Dann gilt:
c1- AL+ + ¢, - Ay = 0. Multiplikation mit r liefert:
rep - A1+ ---+re,- A, =0,d.h. rc € Ly.

Das homogene Gleichungssystem ist immer l6sbar, da 0 € L.
0e€ Ly = Gleichungssystem ist homogen.

1.20 Folgerung:
Die Léosungsmenge L ist abgeschlossen gegeniiber der Bildung von Linearkom-
binationen, d. h. Vry,...,rp € RVcy,...,cx € Ly gilt:

k
Z’I"i -¢c;i € Ly
=1

Beweis:
Folgt direkt aus Satz 1.19. U

15



1.21 Satz:
Sei L die Losungsmenge eines nicht notwendig homogenen Systems und sei ¢y €
L eine spezielle Losung. Dann gilt:

cel & c=cy+d, wobeid€ Ly

Die Liosungsmenge L lafit sich dann schreiben als:

L= Co + LH
Beweis:
Sei Ayxq + Asze + -+ + Apz, = b ein lineares Gleichungssystem und sei
cp = (coy,€oyy - - -, Cp, ) eine Losung davon. Dann gilt:
001A1+002A2+"'+60n14n =b (1.22)

Seice L = A1 +cAs+---+c, A, =0.

Subtrahiere (1.22):

(c1 —coy )AL+ -+ (e — ¢o, )An = 0, d.h. das n-Tupel (¢ —cp) € Ly.

Setze d := ¢ — ¢p. Dann gilt: c=c— ¢y +co = co + (¢ — cp) = ¢o + d.

Es gilt: dyAy + -+ +d, A, = 0.

Addiere (1.22):

(Col+d1)A1+"'+(Con+dn)An:b, d.h.cg+d e L. O

1.23 Folgerung:

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem, welches tiberhaupt losbar ist, d. h.
L # (. Die Losung ist genau dann eindeutig, wenn das zugehdrige homogene
System nur die triviale Losung hat, d. h. Ly = {0}.

Beweis:

“=" Beweis durch Widerspruch:
Sei0 € Ly, seid # 0 € Ly. Das System ist eindeutig losbar, d. h. 3! ¢ € L.
Nach Satz 1.21 gilt: ¢ + 0 = ¢ ist Losung und ¢ + d # c ist Losung.
Widerspruch! = Ly = {0}.

“«<” Nach Satz 1.21 gilt: c€ L = ¢ = ¢y +d, wobei d € Ly. Da Ly = {0}
gilt: ¢ = ¢cg + 0 = ¢, d.h. die Losung ist eindeutig bestimmt. O

Gegeben sei ein homogenes System in Stufenform:

1 2
0 0
0 0

o O w

0 0
1 0
01

S Ot o

0
0
0

Buchfithrungsmenge D = {1,4,5}, n=6, r =3, n—r = 3.
Sei d = (dy,ds,...,ds) eine Losung des Gleichungssystems. Dann sind ds, d3
und dg frei wihlbar, d;, d4 und ds sind aus den Gleichungen 1-3 berechenbar.
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Allgemein gilt:
Sei ein System in Stufenform gegeben, die Buchfithrungsmenge D = {j1,...7,}.
Nach Satz 1.12 gilt dann:

— 7 € D: j-te Komponente der Losungsmenge frei wihlbar.

— Jr € D: ji-te Komponente der Losungsmenge aus der k-ten Gleichung
durch Wahl der Parameter eindeutig bestimmt.

1.24 Definition: Basislosung
Zu jedem j & D heifit diejenige Losung d(j) Basislésung, bei der die j-te
Komponente 1 und alle anderen Komponenten mit einem Index ¢ D Null sind.

Beispiel
12300 4)0 Buchfiithrungsmenge D = {1,4,5}
00010510 n=6,r=3, n—r=3
0 00O0T1TG|O T N
Fiir 9, 3 und zg diirfen Parameter gewahlt werden. Um die Basislosung d(7) zu
bestimmen, wihle den Parameter fiir z; = 1 und alle anderen Parameter gleich
Null. Berechne dann aus den drei Gleichungen die Werte fiir die Variablen x;, z4

und z5. Hier ergibt sich fiir die drei Basislosungen:

2 3 —4

B 0 0
di2) =13 d3)=1 | d(6) = | 5
0 0 —6
0 0 1

Zusammenhang der Basislosungen mit der allg. Losung:
Allgemeine Losung: zo = s, 3 = t, ¢ = u, £1 = —2s — 3t — 4du, x4 =
—du, x5 = —6u, d.h. als Losung ergibt sich:

—25—3t—4u -2 -3 —4

s 1 0 0

Ly = L =s-| 9 )+t b +u-| %
—6u 0 0 —6

U 0 0 1

1.25 Satz: (Darstellungssatz)

Ly sei die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems, sei D = {j1,...,Jjr}
die Buchfihrungsmenge und d(j) fir j ¢ D die zugehorige Basislosung. Dann
gilt:

Zu jeder Losung d € Ly gibt es eindeutig bestimmte Skalare t; € R, j & D mit

d="Yt;d(j) (1.26)

JED
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Beweis:
Nach Konstruktion der Basislosungen gilt fiir ¢;d(j):
der Eintrag an der j-ten Stelle ist ¢;, sonst 0 fiir alle Komponenten mit einem
Index € D, d.h. fir d = ) t;d(j) gilt: j € D = d; =t;.
i¢D
Nachweis der Eindeutigkéi:
Sei e € Ly. Setze fiir j € D t; := e;.
d= ) tje(j) € Lu
Jj¢D
Aus obigen Feststellungen folgt: fiir j ¢ D gilt: d; = e; = t;.
Nach Satz 1.12 ist eine Losung durch n —r Parameter festgelegt, d.h. d; = e;
firje D = d=e. O

Anwendung auf inhomogene Systeme

123 00 4|7
Beispiel: 0O 00O 1 0 5|8

000O0T1TG6|9
Nach Satz 1.12 gilt: Die Losung ist eindeutig bestimmt durch die Komponenten
mit Index ¢ D.
Man bestimmt auf folgende Art eine spezielle Losung d(0): Setze alle Parameter
gleich Null.

Fiir dieses Beispiel gilt dann: d(0) =

[e>Noje fenlenlN |

Nach Satz 1.21 und Satz 1.25 gilt dann:
c€L <& c¢=spezielle Lsg + bel. Lsg. des homog. Systems, d.h.

c=d(0) + X t;d(j).
Jj¢D

1.27 Satz:

Sei L die Losungsmenge eines inhomogenen Systems mit D = {jq,...,j,} als
Buchfiihrungsmenge, und seien d(j) fir j ¢ D die Basislosungen des zugehori-
gen homogenen Systems und d(0) die oben konstruierte spezielle Losung. Dann
gilt fiir alle v € L:

Nt;eR, j¢D: v=d(0)+ Y t;d(j) (1.28)

Beweis:
siehe Herleitung oben. 0

18



Kapitel 2

Vektorraume

2.1 Korper

2.1 Definition:
Ein Kérper ist eine Menge K, in der fir je zwei Elemente r, s € K eine
Summe r+ s € K und ein Produkt rs € K so erkldrt sind, daf§ folgende Regeln

gelten:

Ki:

K2:

K3:

K4:

Kb:

Kb6:

K7:

K3&:

K9:

Assoziativitat der Addition:
(r+s)+t=r+(s+1) Vr,s,t € K
Kommutativitat der Addition:
r+s=s4r Vr,s € K

Existenz des Nullelements:

Es gibt ein Element 0 € K, so daf fir alle r € K gilt: 0 +1 =r.

Eristenz des Negativen:
Zu jedem r € K gibt es ein Element —r € K mit r + (—r) = 0.

Assoziativitat der Multiplikation:
(r-s)-t=r-(s-t) Vr,s,t € K
Kommutativitdt der Multiplikation:
rT-S=S8-T Vr,s € K
Ezistenz des Einselements:

Es gibt ein Element 1 € K, 1 # 0, so daf8 fir aller € K gilt: 1-r = 1.

Ezistenz des Inversen:
Zu jedem wvon 0 verschiedenen Element r € K g¢ibt es ein Element
rleK mitr-r!=1.
Distributivitit:
r(s+t)=rs+rt Vr,s,t € K

(K, +) sei eine Menge, die die Axiome 1-4 erfiillt. Dann wird sie als kommuta-
tive Gruppe (Abelsche Gruppe) bezeichnet. Ebenso bildet (K'\ {0}, -) ebenfalls
eine kommutative Gruppe.
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Man kann zeigen, daf in einem Korper das Nullelement eindeutig bestimmt ist:
Seien 0 und 0" Nullelemente, d.h. 0+ 7 =7 und 0’ +r = r. Dann gilt:
0+ 0"=0 (0 als Nullelement) und 0’ + 0 = 0". (0 als Nullelement).
Nach dem Kommutativgesetz gilt: 0 + 0" = 0’ + 0. Daraus folgt: 0 =0". O
Ebenso zeigt man, daft das Einselement eindeutig ist.

Beispiele:

1.
2.

3.

(R,+,-) bildet den Korper der reellen Zahlen
(Q, +,-) bildet den Korper der rationalen Zahlen

(Z,+, ) bildet keinen Korper, sondern einen kommutativen Ring.

Q(V2) := {a+ bv2 | a,b € Q} bildet mit den iiblichen Verkniipfungen
einen Korper.
Beweis:

— Abgeschlossenheit bzgl. Addition:

Sei r = a+bv2 und s = c+dv/2. Dann ist 7 +5 = (a+c) + (b+d) V2.
Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation:

r -5 = (ac+ 2bd) + (ad + bc)V/2.

Assoziativitdt, Kommutativitdt und Distributivitit bzgl. Addition
und Multiplikation gelten, da Q(v/2) C R ist.

Nullelement:

0=04+0v2€eQH2).

Negatives:

Zur =a+ bv?2 ist das Negative —r = —a — b2 € Q(\/ﬁ).
Einselement:

1=1+0v2e€QW?2).

Inverses: Zu r = a + bv/2 ist das Inverse:

1 a b
~1
= = — 2
: a+by/2 a?—2b? a2—2b2\/_

Es bleibt zu zeigen, dak a®> = 20> =0 << a=b=0:
2
a? =20 =0 = =20 = % =2 = $=12 Diesist
im Bereich der rationalen Zahlen nicht losbar.
Dies bedeutet, dak Q(v/2) ein Korper ist. O

Man kann Gleichungssysteme iiber einem beliebigen Korper angeben, d.h. alle
a;; und alle b; € K. Die Losungen sind dann wieder € K, wie man leicht sieht,
da ein Korper abgeschlossen bzgl. Elementarumformungen ist.
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2.2 Vektorraume

2.2 Definition:

K sei ein Kérper. Ein K-Vektorraum V ist eine Menge V', in der fir je zwei
Elemente u,v € V eine Summe u + v und ein Vielfaches rv € V, wobei r € K
und v €'V, so erkldrt sind, daf folgende Regeln gelten:

Vi:

V2:

V3:

Vi:

V:

V6:

Assoziativitat der Addition:
(u+v)+w=u+ (v+w) Yu,v,w € V
Kommutativitat der Addition:
ut+v=v+u Yu,v € V
FExistenz eines Nullvektors:
d0eV: O0+v=vw YoeV

Ezistenz des Negativen:
Zu jedem Element v € V existiert ein Element —v € V', so daf gilt:
v+ (—v) =0.
Assoziativitat der Skalarmultiplikation:
(rs)v =r(sv) Vr,s € K,.Yv €V
Unataritdt:
Fiir das Finselement 1 € K und fiir allev eV gilt: 1-v=wv

V7: Distributivitat:
1.) (r+s)v=rv+sv Vr,s e K,Yv eV
2.) r(v+w) =rv+rw Vre K,Yo,w eV
Die Elemente des K-Vektorraums heiffen Vektoren, die Elemente des Kérpers
Skalare.
Beispiele:

1. K sei ein Kérper. Dann ist K™ ein Vektorraum.
Spezialfall: K =R, V = R? oder V = R3.

2. Abb(M,V):={f|f: M -V}, M C K, V Vektorraum.
Auf folgende Art werden Addition und Skalarmultiplikation erklart:
Seien f,g € Abb(M, V). (f + g)(m) = f(m) + g(m) Vm € M.
Sei f € Abb(M,V), re K. (rf)(m) =r- f(m) Vm e M.

2.3 Satz:

Die Menge Abb(M, V) ist ein Vektorraum beziglich der obigen Operationen.

Beweis:

Seien f,g € Abb(M,V), r,s € K,M € M.
V1: Zu zeigen: (f +g)+h=f+ (g +h):

((f +9) + h)(m

(f +9)(m) + h(m) = (f(m) + g(m)) + h(m) =

) = —
f(m) + (g(m) + h(m)) = f(m) + (g + h)(m) = (f + (g + h))(m).
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V2

V3:

V4.

V5:

V6:

VT

: Zu zeigen: f+g=g+ f:

(f +9)(m) = f(m) + g(m) = g(m) + f(m) = (g + f)(m)
Zu zeigen: 30 f+ 0= f:

Definiere: 0 : M — V : m — 0.

O+ f)(m) =0(m) + f(m) =0+ f(m) = f(m)
Zu zeigen: Vf € Abb(M, V)3 —f: f+(—f) =
Definiere: (—f)(m) := —f(m).
(f + (=)(m) = f(m) + (=f)(m) = f(m) + (= f(m)) = O(m).

Zu zeigen: r(sf) = (rs)f:

(r(sf))(m) =r(sf)(m) =r(sf(m)) = (rs)f(m) = ((rs)f)(m).

Zu zeigen: 1- f = f:

(1-f)(m) =1-f(m) = f(m).

Zu zeigen: (r+s)f =rf+sfund r(f +g) =rf+rg:

L) ((r+s)f)(m) = (r+s)f(m) =rf(m)+sf(m) = (rf)(m)+(sf)(m) =
(rf +sf)(m)

2.) (r(f +9))(m) =r(f + g)(m) = r(f(m) + g(m)) =rf(m) 4+ rg(m) =
(rf)(m) + (rg)(m) = (rf +rg)(m).

1<

0

Polynome vom Grad n:
Sei M C R zB. M = [a,b]. Die Polynome vom Grad n sind dann
definiert als

n

P,(M):={p|plz)= Zaixi, a; € RVz € M}
1=0

Addition und Skalarmultiplikation werden folgendermafen erklrt:
n . n .

Seien p,q € P,(M), p=>_ a;z", g= > biz", r e R
i=0 i=0

n _ n .
Dann ist p+ ¢ = > (a; + bj)z" und rp = > (ra;)z".

Beh.: P,(M) ist ein Vektorraum.

Bew.: Z. z.: Abgeschlossenheit der Addition und Skalarmultiplikation:
n . n .

Seip= > aix’, ¢= ) biz", d.h. p,q € P,(M).
=0

1=0
n n

Dann gilt: p+q = Y (a; + b))z’ € P,(M), rp = 3. (ra;)z’ € Py(M).

Da P, (M) C Abb(M,R) ist, gelten V1, V2, V4, V5, V6, V7.

Noch zu zeigen: Existenz des Nullelements:
n .

0(z) = > 0" € Py (M). O
i=0
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4. Losungsmenge Ly eines homogenen Gleichungssystems
Ly C K™, d.h. Addition und Skalarmultiplikation sind schon definiert.
Nach Satz 1.19 gilt:
c,cde Ly = c¢c+deLlgundreK,ceLy = rc€ Ly.
Uberpriifung der Axiome V1 bis V7:

- V1, V2, V5, V6, V7 sind bereits fiir K" bewiesen, d.h. auch fiir
Teilmengen.

— V3: Es wurde gezeigt: 0 € L.

- V4:Seice Ly = —1l-c=—-c€ Ly
c+(—c)=1l-c+(-1-¢)=(1+(-1)-¢c=0-c=0.

2.4 Satz:
V' sei ein Vektorraum. Fir je zwei Elemente u,v € V' hat die Gleichung u+x = v
genau eine Losung © € V.

Beweis:
Seien u,v € V fest, aber beliebig. Wéhle ein festes Negatives —u von w.
Es gibt eine Losung « := —u + v:
vtz=u+(—u+v)=(u+(—u)+v=04+v="0v =  Existenz.
Eindeutigkeit:
Sei w eine Losung der Gleichung, d.h. u + w = v. Dann gilt:
—ut+v=—u+(utw) =(—uvt+u)ftw=(v+(—u)+w=0+w=w O

Aus diesem Satz folgt die Eindeutigkeit des Nullvektors und des Negativen eines
Vektors:

e Ausu+z=wuund v+ 0 =u folgt: z = 0.

e Aus u +z = 0 folgt: z = —u.

2.5 Satz:
V' sei ein Vektorraum. Es gilt:
-0-v=
~r-0=0
Beweis:
0-v=0-0)-v=0-v—0-v=0.
r-0=r-(0-0=r-0-7r-0=0 O

Unterstreichung des Nullvektors wird ab jetzt weggelassen !
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2.3 Geometrische Interpretation

Dieses Kapitel soll nur zur Veranschaulichung dienen und eine Verbindung zum
Schulstoff (analytische Geometrie) herstellen. Es werden hier keine Beweise ge-
fiihrt.

Sei E eine Ebene. v : E — E sei eine Translation, d. h. eine Abbildung, die einen
Punkt in der Ebene in einer bestimmten Richtung um eine bestimmte Strecke
verschiebt.

Fiir alle Punkte P,Q € E gilt: P,Q,v(P),v(Q) bilden ein Parallelogramm:

v(P)
v(Q)
P
Q Eigenschaften:
— Die gerichteten Strecken (P,v(P)) sind fiir alle P € E gleich lang, gleich
gerichtet.

— Sind Py und v(Py) bekannt, so 1kt sich v(Q) fiir alle Q) € E bestimmen.

— Nimmt man zwei Punkte Py, Pj € E, so existiert ein v : E — E mit
’U(P()) = Pé

Man bezeichnet die Menge aller Translationen in der Ebene F mit T'(E).

Beh.: T'(E) ist ein Vektorraum beziiglich folgender Operationen:

Addition: u,v € T(E): (u + v)(P) := u(v(P)) Hintereinanderausfithrung.
Skalarmultiplikation: (su)(P): gleiche Richtung, aber s-fache Strecke; falls s < 0
entgegengesetzte Richtung.

Bei fest gewdhltem Koordinatensystem existiert ein eineindeutige (bijektive)
Abbildung von E nach R?. (Fiir eine Ebene mit festem Koordinatensystem
schreibt man oft E.). Aufgrund dieser Abbildung list sich die Menge R? mit
der Menge der Punkte in der Ebene E, mit kartesischem Koordinatensystem
identifizieren, d.h. der Vektorraum R? IRt sich mit dem Vektorraum T(E) der
Translationen der Ebene identifizieren.
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Parameterdarstellung von Geraden

\<(P)
N Gcg & Q=Pito
P heifst Bezugspunkt,

\ v heiftt Richtungsvektor.

— Parallelitdtskriterium:
g und h sind parallel < die beiden Richtungsvektoren sind skalare
Vielfache voneinander.

— Berechnung von Schnittpunkten:
Q€ qg < Q=P+t
Reh & R=P+sv
= Q€egnh <& ds,reR: P +tvy =P+ svs.
Losen eines 2 x 2-Gleichungssystems:
* keine Losung < Geraden sind parallel, verschieden
% genau eine Losung < nicht parallel
* unendlich viele Losungen < Geraden parallel, identisch.

Beispiel:

g:x= (g) +t- (}) und b :x = (g) +s- (_11) Fiir den Schnittpunkt mufs gelten:
(g) +1- (}) = (é) +s- (711) Mit Hilfe des Eliminationsverfahrens ergibt sich:
s=3, t=1.

Eine Gerade léft sich auch als Losungsmenge von ajz; + asxe = b darstellen.
Ein Umrechnung ist auf folgende Arten moglich:

e Falls a; # 0: (z1,22) = (%,0) + t(ag, —ay) oder, falls ay # 0: (r1,72) =
(0, %) + t(az, —ay).

e Sei g:x = (ry,re) + t(a1,as). Als Gleichung: asz1 — a1xy = agr; — aqrs.
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Kapitel 3

Endlichdimensionale
Vektorraume

3.1 Untervektorraume

Beispiele:

— Lp Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems:
Es gilt: c,d € Ly = c¢+dé€ Ly,
reR ceLy = rcelLyp.
— Py([a,b]) Polynome vom Grad k.
Es gilt: p,q € Px([a,b]) = p+q€ Pi([a,b]).
r€R, p € Pi([a,b]) = 1rp€ Pg([a,b]).

3.1 Definition: Untervektor-
K sei ein Korper, V ein K-Vektorraum. Dann heiffit eine Teilmenge U C V'  raum
Untervektorraum von V, wenn gilt:

a) 0 €U
b) Vu,o e U = u+velU
c)VueUVre K = ruelU

Eigenschaften:

e Untervektorraume sind nichtleer.

e Sei U eine Teilmenge von V, U # (). U besitze die Eigenschaften b) und
c). Dann gilt: U ist ein Untervektorraum.
Beweis: Jug € U = —ug € U, da —ug = (—1) - up und Eigenschaft
c). = wug+(~uy)=0€U.

e [ ist ein Untervektorraum = U ist ein K-Vektorraum.
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Beweis: Uberpriifung der Axiome V1-V7:

V1, V2, V5, V6 und V7 gelten, da U C V und V ein Vektorraum ist.
V3: Existenz des Nullvektors: Punkt a) der Definition.

V4: Existenz des Negativen: —u = (—1) - u Punkt c¢) der Definition.

Beispiele:

1. Polynome: Py([a,b]) ist ein Untervektorraum von P,([a,b]), falls & < n.

Beweis:
k . k )
p(z) = aiz’ und g = Y bz,
1=0 i=0
k . . |
p+a= (a+b)e’ € B([ab]) o= raid’ € Py(lo,b])
=0 i=0

2. U ={(x,y) € R? | z = y} ist ein Untervektorraum von R2.
Beweis:
U = Ly der Gleichung z —y = 0.
3. U={(z,y) € R? | 22 = y?} ist kein Untervektorraum.
Beweis:
(1,1) € U und (=1,1) € U, aber (1, 1) + (—1,1) = (2,0) ¢ U.
4. Uy = {0} ist der kleinste Untervektorraum von V.

5. Uy =V ist der grokte Untervektorraum von V.
U7 und Us sind die trivialen Untervektorriaume.

6. Sei v € V. Es wird definiert:
L(v) :={rv|re K, veV}. L(v)ist ein Untervektorraum.
Beweis:

Seien u,w € L(v). Dann gilt: Ir,s € K : u = rv, w = sv.
a) L(v) Z0.b) u+w = (r+ s)v € L(v). ¢) tu = (ts)v € L(v).

3.2 Definition:

Sei V' ein K-Vektorraum und S = {vy,va,...,0p}, v; €V fiiri=1...m ein
System von Vektoren. Der von S erzeugte Untervektorraum L(S) ist die
Menge aller Linearkombinationen von Vektoren in S, d. h.

L(S) := L(vy,...,0p) = {vai | ri € K}
i=1

Man nennt L(S) auch die lineare Hiille der Vektoren vi,...,vp,.
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3.3 Satz:

L(vy,...,vp) ist der kleinste Untervektorraum, der vy, ..., vy, enthdlt.
Beweis:
e L(vi,...,vy) ist ein Untervektorraum.

a) 0=0-v14+0-v9+---4+0-vy € L(vy,...,vn).
b) Sei u = rv; und v =) s;v;.
u+v=>(r;+ 8)v; € L(v1,...,0n).
c) t-u=>Y triv; € L(vi,...,vp).
e Z.z.: L(vy,...,vy) ist der kleinste Untervektorraum, der wvy,...,v,, ent-
hélt, d. h. falls U ein Untervektorraum ist, der vy, ..., v,, enthélt, gilt:
L(vi,...,up) CU.
Sei also U ein bel. Untervektorraum, der vy, ..., v,, enhélt.
Da U ein Untervektorraum ist, mufs gelten:
v, eU = rvyel = eri eU. O

Einige Spezialfille:

V1 = Uy = 0 L(Ul,UQ) = {0}

v =0, va #0 L(v,v2) = L(vg) Gerade durch (0,0) mit Richtung v
vi #0, vo =0 L(vi,v9) = L(vy) Gerade in Richtung vo

v = twg L(vi,v9) = L(vy) = L(vy) Gerade in Richtung vy oder vy

vy # tvg L(vy,v9) durch v, und vy aufgespanne Ebene.

3.2 Basen von Vektorraumen

Sei V ein K-Vektorraum, U C V ein Untervektorraum. Gesucht ist ein System
S ={v1,...,vm}, so dak gilt:

m

Vu € U 3! Darstellung u = Z Ti0;

i=1

Beispiel:

L sei die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems, Buchfiithrungs-
menge D = {j1,...,7r}, d(j) sei eine Basislosung fiir j ¢ D. Nach Satz 2.15
gilt: Ve € Ly 'Darstellung ¢ = ) t;d(j).

Jj¢D
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3.4 Definition: linear unab-
V' sei ein K-Vektorraum. FEin System S = {v1,...,vn}, v; € V heifit linear hingig
unabhdngig, wenn jedes Element v € L(vy,...,vn) nur eine Darstellung hat:

m
v= Z i (3.5)
i=1

Anderenfalls, wenn das System nicht linear unabhdngig ist, heifit es linear ab- linear
hdngig. abhéngig

Beispiele:
1. Ly: Die Basislosungen d(j) sind linear unabhéngig.

2. P,([a,b]) Polynome vom Grad n:
S ={1,z,2% 23, ..., 2"} ist lin. unabhingig. P,([a,b]) = L(S).

3. Linear unabhingiges System in K™:
ei :=(0,0,0,...,1,0,...), wobei die 1 an der i-ten Stelle steht.
S={ei|i=1,...,n} heifit Standardbasis von K™.

S ist linear unabhéngig: v = Z rie; = (r1,...,7ry). Die Darstellung von v

ist eindeutig, da v eindeutig bestlmmte Elntrage besitzt.

3.6 Satz:
Ein System S = {vi,v2,...,v,} ist genau dann linear abhingig, wenn es eine
nicht-triviale Darstellung der Null gibt, d. h.

n
OZZ’FZ'Q)Z' di: rﬁéO
1=1

Beweis:
“=7 Sei S linear abhingig, d.h. v € L(vy,...,vy,), so dak gilt:

n n
vzg rivizg Siv; di: or; # 8
i=1 i=1

n
Daraus folgt: 0 = > (r; — s;)v; di: r; —s; #0.
i=1

“«” Existiere eine nicht-triviale Darstellung der Null:

0=> rw di: r; #0.
i=1

n

Es existiert aber auch eine triviale Darstellung: 0 = Y 0 - v;, d.h. die
i=1

Darstellung ist nicht eindeutig, d.h. System linear abhéngig. O
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3.7 Folgerung:

Ein System S = {v1,...,v,} ist genau dann linear unabhdingig, wenn

OZZT’Z'UZ' = Vj: Tj:()
=1

Beweis:
Die Folgerung ergibt sich aus Satz 3.6 aufgrund folgender Aquivalenz:

A= B & -AVB

Beispiele:

e S ={v}. S ist linear unabhéngig < v #0

Beweis:

“=” Annahme: vy = 0. Daraus folgt: 0 = 1 - vy, d.h. das System ist linear
abhéngig.

"< vy # 0 Daraus folgt: 0 =r-v; = r =0, d.h. das System ist linear
unabhingig.

o S ={v,v9}. Sist lin. unabh. <& v #0 A vy # tos.

Beweis:

“=” Annahme: v1 =0 V vy = tvy
i)0=1-v; +v2 = lin. abhéngig.
ii) 0 =v9 —tvy = lin. abhéngig.
“<” Sei S lin unabhéngig. Annahme: 0 = ryvy + r9vs.
)ro=0 = 0=rwv; = r =0,d. h.lin. unabhingig.
i) re#0 = wvy= —;—;vl Widerspruch.

Konvention: L(()) = {0}.

3.8 Satz:
Ein System S = {v1,...,v,} ist genau dann linear unabhingig, wenn fir k =
1...n gilt:
vk & L(vi, ..., 05 1)
Beweis:
“=" Beweis durch Widerspruch: Sei S linear unabhéngig.
Angenommen, es existiere ein k > 1: v, € L(vy,...,v5_1), d. h.
k—1
vp = > rjv;. Dann existiert aber eine nicht-triviale Darstellung der Null:
i=1

k—1 n
OZZ’I“iUi—l-Uk+ Z Ovi.
i=1 i=k+1
Dies bedeutet: S ist lin. abhéngig. Widerspruch.
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“«<” Beweis durch Widerspruch: Gelte: vy & L(v1,...,v_1).

n
Angenommen: S wire linear abhéngig, d.h. in der Darstellung 0 = >_ r;v;

i=1
existiert ein Index 7, so daf r; # 0 ist.

Sei k der grofte Index mit r, # 0, d.h. 0 = ryvy + - - - + rpvg.

Daraus folgt: v, = —%(ﬁvl + - 4+ qvk_1) € L(vy, ..., 05 1).
Widerspruch !
O
3.9 Definition:
V' sei ein Vektorraum iber K und sei S = {vy,...,v,} ein System von Vektoren
n V.
e S heifit erzeugendes System von V genau dann, wenn L(S) =V.
e S heifit Basts von V, wenn jedes v € V' eine eindeutige Darstellung
n
v = Z TV
i=1
besitzt.

— S ist eine Basis genau dann, wenn S linear unabhéngig und erzeugend ist.

— Sei S ={v1,...,uy} eine Basis, d.h. zu jedem v € V existiert genau eine
Darstellung als Linearkombination:

n
v = E 705
i=1
r; wird als i-te S-Koordinate von v bezeichnet.

— Die Abbildung k, : V. — K™ : v + (r1,79,...,7y,) ist bijektiv und heifst
Koordinatenfunktion.

— V sei ein K-Vektorraum mit Basis S = {vy,...,v,}. Dann ist mit Hilfe
der Koordinatenfunktion V' mit K™ identifizierbar.

Beispiele:

a) Sei Ly die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems. Zu jedem
j & D sei d(j) die zugehorige Basislosung. Nach Satz 1.25 bilden diese
Basislosungen eine Basis von Lyy.

b) P,([0,2]) sei die Menge der Polynome mit Grad n iiber dem Intervall [0, 2].
Die Menge S = {1, 2,22, 2%,...,2"} ist eine Basis von P, ([0, 2]).
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Beweis:

1. System ist erzeugend:
n
Dies ist klar, da jedes Polynom die Form p(z) = 3 r;z* hat.
i=0
2. System ist linear unabhingig:
Es ist zu zeigen: Vk = 0...n: 2% ¢ L(1,...,vF1).
Beweis durch vollstindige Induktion:
Induktionsanfang: Sei k = 0, d.h. 2% = 20 = 1.

Da 1+ 0 ist, gilt: 1 ¢ L(f) = {0}.
Induktionsannahme: z* ¢ L(1,x, ...,
Induktionsbehauptung: z¢** ¢ L(1,x,. .., %)

Beweis durch Widerspruch: Angenommen z**! € L(1,z,...,z*)

k .

= gl =3t
i=0
Es gibt dann zwei Fille zu unterscheiden:
e g # 0. Wihle z = 0. Dann folgt daraus: 0 =rp+040---40, d.h.
ro = 0 Widerspruch !
k ) k-1
eryg=0,dh zF' =z.3 rzi~! Daraus folgt ¥ = 3 riz? =
i=1 1=0

¢ € L(1,z,...,2*1). Widerspruch. O

Ic—l)‘

c) Gegeben sei die Menge P»([0,2]) aller quadratischen Polynome iiber dem
Intervall [0,2]. Die Menge S = {z(z — 1), z(z —2), (z — 1)(z — 2)} bildet
eine Basis von P»([0, 2]). (Diese Polynome werden auch als “nichtnormierte
Lagrange Interpolationspolynome” bezeichnet).

Beweis:

1. S ist linear unabhéngig. Sei S = {e1,e2,e3}
Es ist zu zeigen:

3
0=> re; =r=0 Vi=123
=1

e Sei z = 0. Dann gilt: e1(0) =0, e2(0) =0, e3(0) = 2.
0:T1'0+7’2-0+7’3-2 = ’)”3:0.
e Sei z = 1. Dann gilt: e;(1) =0, e2(1) = —1, e3(1) = 0.
0:T1-0+7’2-(—1)+7’3'0 = 1r9=0.
e Sei z = 2. Dann gilt: e1(2) =2, e2(2) =0, e3(2) =0.
O0=r1-24+r9-04+1r3-0 =r; =0.
= 1ry=ry=r9=0 = lineare Unabhéngigkeit.

2. S ist erzeugend, d.h.

3
p(r) = az® +br +c= Zriei (%)
i=1
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z=0 = plx)=c=2-r3

zr=1 = plE)=a+b+c=—-ry

r=2 = plx)=4a+2b+c=2 1]
Falls (x) gilt, muf also gelten:

T1:2(L+b+%
ro =—a—b—c
T3:§

Einsetzen in (x) liefert:

3
Zmei: 2a+b+5)(z* —2) + (—a—b—c)(z* — 27)

+£(z* — 3z +2)
= 2*((2a+b+5)(—a—b—c)+5)
+z(—2a—b—£+2a+2b+2c—3c)+c
= az’+br+tc

O

d) Gegeben sei der Raum K™. Sei e¢; = (0,0,...,1,0,...) derjenige Vektor,
bei dem der i-te Eintrag 1 und alle anderen Eintrage 0 sind.
S = {ej,e9,...,e,} bildet eine Basis von K™. Sie heift Standardbasis

von K.
Beweis:
1. lineare Unabhéangigkeit: ist klar (s.o.).
n
2. erzeugendes System: v = (v1,...,Up) = > V€. O
i=1
3.10 Satz:

Sei S ein linear unabhdngiges System in V. Dann gilt: S ist genau dann eine
Basis von V', wenn S ein mazimales linear unabhdngiges System ist.
Mazimal heif$t: Vergrofert man S um einen beliebigen Vektor aus V, so ist S
linear abhdngig.

Beweis:
S ist Basis < S lin. unabhéngig und erzeugend. Die Aussage des Satzes ist
dquivalent zu folgender Behauptung: S ist kein erzeugendes System genau
dann, wenn S nicht maximal ist. Dies wird hier bewiesen:

“=" Sei S kein erzeugendes System,
d.h. es existiert ein v € V, so daf gilt: v & L(S).
Sei 8" = SU{v} = {v,v1,...,v,}. Nach Satz 3.8 ist dieses System S’
linear unabhéngig. Also ist S nicht maximal.
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“<" Sei S nicht maximal,
d.h. JveV: §:=SU{v} ist linear unabhéngig.
Nach Satz 3.8 gilt dann: v € L(S) = L(v1,...,vy,). Also ist S nicht erzeu-

gend.
O

3.11 Satz:

Sei S = {vi,...,vp} ein erzeugendes System. Dann ist S genau dann eine
Basis, wenn S ein minimales erzeugendes System ist.

Minimal heifit: Verkleinert man S um irgendeinen Vektor, so ist das neue System
nicht mehr erzeugend.

Beweis:
Die Aussage des Satzes ist dquivalent zu folgender: S ist lin. abhingig genau
dann, wenn S nicht miminal ist.
“=" Sei S linear abhingig.
Nach Satz 3.8 gilt dann: 3k : v € L(vy,...,v5_1).
= L(S)=L(vi,-,Vk_1,Vks1s---,Um) = V.
Das heifit, S ist nicht minimal.

“«<" Sei S nicht minimal,
d.h. Jv, € §, den man weglassen kann.
S" = S\ {vg} ist erzeugend.
Man kann vy, also darstellen: vy = Y rv;.
ik
= 0= > rv;—1- v+ > ryv;. Also ist S linear abhingig.
i<k i>k

Beispiel:
S ={v1,v2,v3} mit v; = (1,0,2), ve = (2,4,2), vg = (0,—2,1). Sei V = L(S).
— Wie man leicht sieht, ist v9 =2 v — 2 - v3,

d.h. V = L(S) = L(v1,v3),wobei v; und vz linear unabhéngig sind, also
eine Basis von V' bilden.

— Andererseits ist aber v; = %UQ + vs,
d.h. V = L(S) = L(va,v3), wobei vy und v3 linear unabhéngig sind, also
eine Basis von V bilden.
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Sei § C K™ ein System von Vektoren, S = {v1,...,vm}.
v; = (a1, a2, ..., a;y) als Zeilenvektor.
Untereinandergeschrieben bilden die Vektoren die Zeilen folgender Matrix:

a1 G2 . Glp
As=| 1 [ exm
Gm1 Am2 -~ Gmp
Bezeichnungen:
Sei A € K™*™ eine Matrix. Der von den Zeilen A* := (a;1, a2, - ., a;p) erzeugte

Untervektorraum heift Zeilenraum Uz(A).

m
Uz(A) := {c eK" | c= ZriAi}.
i=1
Der von den Spalten A; := (a1, a2, ...,an;) erzeugte Untervektorraum heift

Spaltenraum Ug(A).

n

Us(A) := {d c K™ ‘ d = ZTZAZ-}.

=1

3.12 Satz:
a) Geht eine Matriz aus einer anderen durch elementare Zeilenumformungen
hervor, so stimmen die Zeilenrdume tiberein.

a) Ist eine Matrixz in Stufenform, so bilden die von Null verschiedenen Zeilen
eine Basis des Zeilenraums.

Beweis:

a) Gehe B aus A durch elementare Umformungen hervor. Wir zeigen die fol-
gende Inklusion: Uz(B) C Uz(A). Die andere Inklusion folgt aus der Tat-
sache, daft Elementarumformungen durch Elementarumformungen riick-
gingig gemacht werden kénnen, d.h. daf A auch aus B hervorgeht.

i) Sei v; die i-te Zeile von A. Skalarmultiplikation von v; mit t € K

liefert die i-te Zeile w; von B: w; = t - v;; alle Zeilen mit einem Index
j # 1 sind unverandert.
= Uz(B) CUz(A).

ii) Sei wy :vj—l-t-vz-, 1 75]
= w; € Uz(A). Da alle Zeilen von B mit einem Index k # j unver-
andert sind, ist Uz(B) C Uz(A).

iii) Vertauschen von zwei Zeilen hat offensichtlich keinen Einfluf auf den
erzeugten Raum.

= Uz(A) =Ugz(B)
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b) Sei A in Stufenform, die Buchfithrungsmenge sei D = {ji,..., 7}, seien
v1,...,0. die von Null verschiedenen Zeilen.
e Daf diese Zeilen ein erzeugendes System bilden, ist klar.
e Lineare Unabhingigkeit:
Betrachten wir die ji-ten Komponenten der Zeilen, wobei k = 1...r ist:
agj, = 1, a;, = 0 fiir [ # k, d.h. v}, kann keine Linearkombination der
anderen v; sein.
= v & L(vy,...,05_1).
Also ist das System lin. unabhéngig.

Beispiel:

1 0 2 1 0 2
A=(2 4 2| — [0 1 =3
0 -2 1 0 0 O
S ={(1,0,2),(0,1, —%)} ist eine Basis von Uz(A).

3.3 Dimension von Vektorraumen

Unser Ziel ist zu beweisen, dafs je zwei Basen aus gleich vielen Elementen be-
stehen.

3.13 Satz: (Basiserginzungssatz)

V' sei ein Vektorraum iber K. Sei E = {wy,...,wy,} ein erzeugendes System.
Jedes linear unabhdngige System S = {v1,...,vx} in V Gt sich durch geeignete
wj € B zu einer Basis ergdnzen.

Beweis:
Falls S erzeugend ist, sind wir bereits fertig, d. h. S ist eine Basis.
Sei S also nicht erzeugend. Sei j; der kleinste Index mit w;, & L(S5),
d.h. w; € L(S) fiir j < j1.
Setze S1 := SU{w;, } = {v1,..., v, w;, }. Si ist linear unabhéngig.
Entweder ist S erzeugend. Dann sind wir fertig. Sonst wird das Verfahren
wiederholt. Es bricht nach maximal m Schritten ab, und wir erhalten:

Sy ={vi,...,Um, w5, ..., wj }

Vi:w; e L(S,) = V=LE)=LS,). O
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Gegenbeispiel:

Abb(R, R) ist ein Vektorraum. Py (R) C Abb(RR,R) ist ein Untervektorraum fiir
alle £ € N.

S = {1,z,2%,...,2%} ist eine Basis von Py(R). Da k beliebig grof sein kann,
kann es keine endliche Basis von Abb(R, R) geben.

3.14 Lemma:

Sei V' ein Vektorraum. Ist S = {vy,...,v} ein linear unabhdngiges System und
E ={w,...,wy} ein erzeugendes System, so gilt: k < m.
Beweis:

1. Falls k = 0 ist, gilt die Behauptung 0 < m.
2. Sonst ist k> 1:

Betrachte das System S’ = {v1,...,vk_1}. Dieses ist nicht erzeugend, da

Vg Q L(Sl).

= Jwj, € E, so dak wj, & L(S").

= T):={v1,...,05_1,w;j, } ist linear unabhéingig.

Man fahre analog fort:

T :={v1,...,vk_2,wj, } ist nicht erzeugend.

= Jwj, € E, so dak wj, & L(T7).

= Ty := {vi,...,vp—2,w;,,wj,} ist linear unabhéngig, insbesondere ist

Wj, F Wj,-

Wiederhole das Verfahren insgesamt & Mal.

Ty = {wj,,...,w;,} ist linear unabhéngig und es gilt w;, # w;,, falls

i #k.

Das heifit: In E gibt es k verschiedene Vektoren. = k£ <m

]

3.14 Satz:
Sind F = {vy,...,v.} und G = {wy,...,ws} Basen eines Vektorraumes V, so
gilt: r = s.
Beweis:

Aus Lemma 3.14 folgt direkt:
F ist lin. unabhéngig, G ist erzeugend = r <'s
G ist lin. unabhéngig, F ist erzeugend = s <r

3.15 Definition:

V sei ein K-Vektorraum. Fulls die Anzahl der Elemente einer Basis endlich ist,
heifit diese Anzahl Dimension von V, geschrieben dim V.

Anders gesagt:

n
dimV=n <« duv,...,v,EV: VUEVEI!v:vai
i=1
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Beispiele:
1. dimK" =n
2. dim P, (M) =k+1und S = {1,z,...,2"} ist eine Basis.

3. Sei A e K™*"
Uz(A) C K™ ist der Zeilenraum.
Ly (A) C K™ ist die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems.
Bringt man die Matrix A mit Hilfe des Eliminationsverfahrens in Stufen-
form, so erhilt man die Buchfithrungsmenge D = {j1,...,j}.
Aus Satz 3.12 folgt: dimUz(A) = r
Aus Satz 1.25 folgt: dim Ly (A) =n —r.

Zusammenfassung:

Sei V' ein Vektorraum, dimV = n.
1. Jede Basis von V besteht aus n Vektoren.

2. Jedes erzeugende System hat mindestens n Elemente.
E ={v1,...,v,} ist Basis genau dann, wenn m = n ist.

3. Jedes linear unabhéngige System hat hochstens n Elemente.
S = {v1,...,v;} ist Basis genau dann, wenn k = n ist.

3.16 Satz:
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Jeder Untervektorraum U CV
st auch endlich erzeugt, und es gilt: dimU < dim V', wobei gilt:

dimU =dimV <« U=V

Beweis:
1. V besitzt eine endliche Basis. = U besitzt ein maximales linear unab-
héngiges System, d.h. U besitzt eine Basis, da U C V ist, muf gelten:

dimU <dimV.
2. “«<” Klar.
“=7” Sei F ={vy,...,05} mit m =dimU = dimV eine Basis von U.

F ist linear unabhingig und enthélt die maximale Anzahl von linear
unabhéingigen Elementen in V', d.h. F' ist eine Baisis von V (Satz

3.10).
0
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Beispiele:

1.

2.

Sei V' = {0}. Dann ist dimV = 0.

Polynome P,(M) und P(M). Falls k < n ist, ist Py(M) ein Untervek-
torraum von P,(M). Fiir die Dimensionen gilt: dim P,,(M) = n + 1 und
dim Py(M) = k + 1.

V = K. Folgende Untervektorrdume sind moglich: U; = {0} (dimU; = 0)
und Uy = K (dim U = 1).

V = K?. Folgende Untervektorrdume sind moglich: Uy = {0}, Uy = K2
und Us = Geraden durch den Ursprung (dimUs = 1).

Seien U, W C V Untervektorrdume. Dann ist U N W der gréte Unter-
vektorraum, der in U und W enthalten ist.

. Kleinster Untervektorraum, der U und W enthélt:

Ein méglicher Kandidat wéire UUW . Aber es stellt sich heraus, dafs UUW
kein Untervektorraum ist. Gegenbeispiel:

Sei U ={(z,y) €eR? | 2=y} und W = {(z,y) € R? | 2z = —y}.

(1,1) € U und (1,—1) € W, aber (0,2) U UW.

3.17 Satz:

Seien U, W Untervektorrdume von V. Dann ist

U+W::{UEV‘v:u+w, u € U, wEW}

der kleinste Untervektorraum, der U und W enthdlt.
Bezeichnung: U + W heiffit Summe von U und W'.

Beweis:

1.

U + W ist ein Untervektorraum:
e Da U und W Untervektorrdume sind, gilt: 0 € U und 0 € W
= 0e€eU+W.
e Sei vy = w1 +wy und vy = us + we.
v +v2 = (up +ug) + (w +wy) e U+ W.

—_— Y

cU ew
e Sei v =u + w. Dann ist sv = su+sw e U + W.
U + W ist der kleinste Untervektorraum, der U und W enthélt.
Sei X ein Untervektorraum, so dak U C X und W C X.
Dann gilt fiir alle w € U und alle w € W: u,w € X. Da X ein Untervek-
torraum ist, gilt u +w € X,d.h. U+ W C X.
O
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3.18 Satz: (Dimensionsformel)
Sei die Dimension eines Vektorraumes V' endlich, d. h. dimV < oco. Fiir Unter-
vektorraume U, W von V gilt:

dimU + dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

Beweis:
Sei F' = {vy,...,vq} eine Basis von U N W.
Ergénze F zu einer Basis von U: G| = {v1,...,v4,U1,..., Uy}
Ergénze F' zu einer Basis von W: Gy = {v1,...,vq,w1,. .., ws}.

Beziiglich der Dimensionen gilt: dim F' =d, dim G} =d + r, dimGy = d + s.
Setze H := {v1,...,0q,U1, ..., Up,w1,...,ws}. Falls H eine Basis von U + W
ist, dann gilt fiir die Dimension:

dimH=r+s+d=dimU +dimW — dim(U N W).
Es bleibt also noch zu zeigen, daft H eine Basis von U + W ist.

1. H ist erzeugend.
SeiveU+W,dh. JueUdweW: v=u+w.

d r d s
= u= g riv; + g siu; und w = g a;v; + 5 b w;
i=1 i=1 i=1 i=1

d

v = Z(az +ri)v; + Zsiui + Zbiwi € L(H).

i=1 i=1 i=1

2. H ist linear unabhéngig.

d r s
0€L(H),dh. 0= tiw;+ 3 au; + 3 bw; (%)
i=1 i=1 i=1
s d r
= w::—Zbiwi :Ztivi+2aiui.
N =1 , i=1 i=1 B
ew U
d
= welnW = w=) sv.
t
d s '
O=w—w=> sv; + > bw;.

i=1 i=1
Da die v; und w; zusammen eine Basis von W bilden, gilt fiir alle b; und
$i: 8 =0und r; =0.
Setzt man die b; in (%) ein so erhdlt man:

d r
0= Z t;v; + Z a;U;.
Da die v; und die u; zusammen eine Basis von U bilden, gilt: t; = a; =0

fiir alle 7.
= H ist linear unabhingig.
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3.19 Definition:

Seien U, W Untervektorraume von V. Die Summe U + W heifit direkt, wenn
jedes Element v € U + W genau eine Darstellung v =uv+w, v € U, w e W
besitzt.

Bezeichnung: U & W.

3.20 Satz:
Die Summe zweier Untervektorrdume U und W ist gemau dann direkt, wenn
gilt: UNW = {0}.

Beweis:
“=7 Sei die Summe direkt, sei vg € U NW.
Dannistvg=_0 + vg = vg +_ 0 .Da die Summe direkt ist und die
N ~ =

cU cw cU ew
Darstellung somit eindeutig, muf vg = 0 sein.

“<” Set UNW ={0},seive U+ W.
V=Ul + w1 = U2 + w2
= ul—u2:w2—w16UﬂW:{0}.
—_—  ——

cU ew
= w1 =us wi = wsy, d.h. die Summe ist direkt.

3.21 Satz:
Sei dim V' < oo; seien U, W C V' Untervektorrdaume. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. Summe U + W st direkt
2. dim(U + W) = dimU + dim W
3. UnWw ={0}

Beweis:
1 = 2: Sei die Summe direkt. Nach Satz 3.20 gilt: UNW = {0}.
= dmUNW)=0 = dim(U +W)=dimU + dim W.

2 = 3: Aus der Voraussetzung und der Dimensionsformel folgt:
dm(UNW)=0 = UNW ={0}.

3 = 1: Folgt direkt aus Satz 3.20

e Sei U C V ein Untervektorraum. Gesucht ist ein Untervektorraum W von V,
so daf gilt: U @ W = V. W heifst dann Supplement von U.
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3.22 Satz:
Sei dim V' < oo. Zu jedem Untervektorraum U existiert ein Supplement W, d. h.

AIWCV: UeW=V

Beweis:
Sei F' = {uy,...,u,} eine Basis von U. Erginze diese Basis von U zu einer
Basis von V: G = {u1,...,upr,wi,...,ws} ist eine Basis von V. Setze W =
L(wy,...,ws).

~IstU4+W=V?
Es ist klar, daf U+W C V ist.

SeiveV = U—ZnuzwLstz

= wveU+W :> VCU+W
= V=U+W.

— Ist die Summe direkt, d.h. V=Ue W ?
SeiveUNW = U:ZT’z‘Uz‘:ZSiwi-
i=1

r
O=v—v=> ru — stz
i=1
Da G eine Basis von Vlst gilt: 7; = s; = 0 Vi. Also ist v = 0.

Wi ichtig: Das Supplement ist nicht eindeutig!
Beispiel: Ebene in R3. Supplemente sind alle Geraden durch den Ursprung, die
nicht in der Ebene liegen !

3.4 Affine Unterraume

Betrachte die Translationen in der Ebene, die bekanntlich mit R? identifiziert
werden konnen (siehe Paragraph 2.3).

Sei v € R?, v = (v1,v3),

seity ET(E) :ty: P=(r1,re) = P+v=(ry+v1,7m2 + v2).

Diese Konstruktion funktioniert allgemein fiir beliebige K-Vektorrdume.

Sei V' ein K-Vektorraum, sei v € V.
ty:V-=2>V:ip—=p+4w

lytw =ty 0ty

to = id

t_, = Umkehrabbildung von t,:
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3.23 Definition: Affiner
V sei ein K-Vektorraum. FEine Teilmenge A C V' heifit Affiner Unterraum Unterraum
von V', wenn es einen Punkt p € V und einen Untervektorraum U CV gibt, so

daf
A={veV|v=p+u, ueU}=p+U.

p heifit Bezugspunkt, U heifit Richtungsraum.

Beispiele:

1. Sei L # () die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems.
Nach Satz 1.21 gilt: L = ¢+ Ly, also ein affiner Unterraum.

2. Triviale Beispiele: p4+ {0} = {p} und V. =p+ V.

3. “Geraden”™ g =po+ L(v) =po+1t-v
“Ebenen™ E = py + L(vy,v2).

3.24 Satz:
Sei A =p+ U ein affiner Unterraum von V.
a) Ve A: A=q+U

b) FirveV qit: velU <&  t,(A) CA.

Beweis:

a) q=p+ug, up €U
Seize A = z=pt+u=p+uy—uy+u=q+ (u—up).
Da u —ug € U ist, folgt: A C g+ U.
Seizeq+U,dh z=q+u=p+uy+ucp+U=A.
= q+U C A.

b) Seiv € U, sei p+u € A.
tolp+u)=p+ut+vep+U=A
= t,(A) C A.
Sei v derart, dafs ¢,(A) C A.
t(p) =p+veA=p+U,dhvel.

Dimension eines affinen Unterraums:

dim A = dim U, falls A = p + U.
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Spezialfille:

- dimA =0 einelementige Mengen
- dimA=1 affine “Geraden”
— dimA =dimV —1 A heifst affine Hyperebene

Beachte:
dimV = 3: Ist A affine Hyperebene, so ist A eine “Ebene”
dimV = 2: Ist A affine Hyperebene, so ist A eine “Gerade” !

Beispiel:
Sei a = (a1,...,ap) € K", a #0, be K.
Die Losungsmenge der linearen Gleichung a1x1 + asxo + - - - + apxy, = b ist eine
affine Hyperebene in K".
Beweis:
a #0.Sei 0.B.d. A. a1 # 0.
= Cp = (%,0,...,0).
L =c¢y+ Ly, d.h. L ist ein affiner Unterraum.

Die Buchfithrungsmenge D besteht aus einem Element, da |D| < m =1 ist.
Esist a; #0, d.h. D = {1}. Es gilt: dimLy =n — |D| =n — L.

Gegeben sei ein Gleichungssystem iiber K mit Koeffizientenmatrix A € K™*"
und der rechten Seite b € K™.
Der Losungsraum des homogenen Systems sei Ly (A), der des inhomogenen
L(A,b). Dann gilt:
— Ly (A) ist ein Untervektorraum von K.
— L(A,b) ist leer oder, falls L(A,b) nichtleer ist, dann ist L(A,b) = ¢o +
L (A).
Sei L; die Losungsmenge der i-ten Gleichung, d.h.

a;1T1 + -+ AinTyn = bz'.

Die Losungsmenge des gesamten Systems ergibt sich dann als Durchschnitt
der Losungsmengen der einzelnen Zeilen, d.h.

m

L(A,b) = (] L.

i=1

Falls A keine trivialen Zeilen (Nullzeilen) enthélt, dann ist die Losungs-
menge L(A,b) der Durchschnitt von affinen Hyperebenen.
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3.25 Definition:
A=p+U und B =q+ W seien affine Unterrdume. A und B heiflen parallel,
falls U CW oder W C U ist.

3.26 Lemma:
A und B seien parallele affine Unterrdume.

ANB#0 = ACBV BCA

Beweis:
Seipe ANB, A=p+U, B=q+W.
ACB, fallsU CW.
B CA, falls W CU. O

3.27 Satz:

A=p+U und B = q+ W seien affine Unterrdume. Dann ist A+ B ein affiner
Unterraum mit Richtungsraum U + W .

Gilt AN B # 0, so ist auch AN B ein affiner Unterraum mit Richtungsraum
UnWw.

Beweis:
1. A+ B ist ein affiner Unterraum mit Richtungsraum U + W:

A+B={veV|v=a+b a€ A, be B}
={veV]v=ptu+qt+w, uel weW}
={veV]jv=p+gt+utw, uel weW}
=p+q+(U+W)

2. Durchschnitt von affinen Unterrdumen:
Sei po € AN B. Nach Lemma 3.24 gilt:
A=py+Uund B=py+ W.
= p+UNW)CANB
Seize ANB = z=pyt+tu=py+w, ueUweW.
r—z=py+u—(p+w)=u—w=0.
= u=welUnNW
= Aﬂng0+(UﬂW).
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Kapitel 4

Lineare Abbildungen und
Matrizen

4.1 Lineare Abbildungen

4.1 Definition: Lineare
V und W seien K-Vektorraume. Eine Abbildung f : V. — W heifst K-linear, Abbildung
wenn fir alle u,v €'V, r € K gilt:

Eigenschaften:

e Sei f:V — W linear. Dann gilt:
f(=v) = f(=1-v) = =1 f(v) = = f(v)
f(0) = f(0=0) = f(0) = f(0) = 0.

e Lineare Abbildungen respektieren Linearkombinationen:

f (Z Ti“i) = rif(v) (4.3)

=1 =1

Beispiele:

1.0:V-a>W:v—0
id:V-=V:iv—w
f: V=V :iv—t-v, wobeit#0 fest gewihlt ist.

46



2. f:R? = R:(x,y) = x —y ist linear:

f(z,y) +(a,b)) = fz+a,y+b)=z+a—(y+0)
=zx—y+a—>b= f(z,y) + f(a,b)

fre(z,y) = flrz,ry) =re —ry=r(z —y) =rf(z,y).

3. f:R2 = R: (x,y) ~ -y ist nicht linear.
Fl=1,—1)=1%#-1=-1-1=—1-f(1,1) = f(~1,-1).

4. f:R? - R: (z,y) ~  —y + 1 ist nicht linear.
F(0,0)=0—0+1=1#0.

Wiederholung: Multiplikation Matrix - Spaltenvektor
Sei A € K™ ¢ e K™= K™ Spaltenvektor.

ay

a2 T
a= ( . > = (al,a2,---,am)

am

Ao = (A0, (A0, (A0h)” it (A0)i = 32 aiey
2

aty ... Qlp C1 a11€1 + a12¢c2 +ai3cs + -+ -+ aipcy
aml -+« Omn Cn Am1C1 + Gm2C2 + m3C3 + * - AmpCn
4.4 Satz:

Fiir A € K™*™ st die Abbildung

fa: K" K": v~ A-v

linear.
Beweis:
n
e (A-(c+d); = Z jlc+d); = Zlazycj + Z a;jjdj = (Ac)i + (Ad);.
j:
n n
[ (A . (’r‘C))i = Z aij(rc)j = Z aijrcj =T Z aijcj = T(Ac)i. O
7=1 7=1 7j=1
4.5 Satz:
V und W seien Vektorraume, S = {v1,...,v,} sei eine Basis von V. Zu jedem
System G = {wy,...,wy} von n Elementen aus W gibt es genau eine lineare

Abbildung f:V — W mit f(vi) =w; firi=1...n
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Beweis:
1. Eindeutigkeit:
Seien f1 und fy derartige Abbildungen. Dann gilt fiir alle v € V:

7o) =1 (£ 70 ) = S rifi(o) = 3 i = 35 i)

i=1 i=1
s (_z ) = fa(v).
= fi=fa -
2. Existenz: "
SeiveV,dh. U—Z’I"ﬂ)l fw) = Zrzwl

S ist Basis von V :> f ist elndeutlg definiert.
Zu zeigen: f ist linear.

f(vi):f(jZ#O-vj—i—l-vi) =1-w; =w;.

n n
Sei u =Y sjv; und w = > rv;.
i=1 i=1
n n

= u+tw=> (ri+s)v; und ru =) (rs;)v;.
i=1 1=1

Flutw) = 3o s = 32 v+ 32 s = F() + f(w),
flru) = i TS;W; =T % siw; =1 - f(u).
i=1 i=1

4.6 Folgerung:
Sei f : K™ — K™ eine lineare Abbildung. Ist A € K™*"™ die Matriz, deren
j-te Spalte das Bild des j-ten Vektors der Standardbasis f(e;) ist, so gilt fir alle
r e K":

flz)=A-x

Beweis:
Wir wissen, dak fa : K™ — K™ : x — Az linear und fa(e;) = Ae; gleich der
j-ten Spalte von A ist.
= fal(ej) = f(e;) nach Voraussetzung.
Nach Satz 4.5 gilt: Vo € K™ : f(z) = fa(z). O

Spezialfille:

l. f:K— K,dh m=n=1,alsoist A € K,
f(z) =rp -2 mit ro = f(1).

2. f: K — K™ d.h.n=1,alsoist A e K™*!

48



A ist ein Spaltenvektor A = (ay,...,am)".

ai a1
f:acr—>Ax:x»—>(:>-x:(:>
am am®

3. f: K" - K,d.h. m =1, also ist A € K'*" ein Zeilenvektor.

n
froe Az (x1,...,2,)" - (a1,...,an) :Zaixi mit a; = f(e;)
i=1

4. f: K> -5 K? d.h.m=n =2, also ist A € K?*2.

frx— Az (11, 22) - <Z z> mit f(e1) = (a,¢)’ und f(ez) = (b,d)"

Abb(M, V) ist die Menge aller Abbildungen f : M — V', wobei M eine beliebige
Menge und V' ein Vektorraum ist. Insbesondere ist Abb(M, V') ein Vektorraum
beziiglich folgender Verkniipfungen:

(f +9)(r) = F(r) + g(r)
(5/)(r) = 5+ 1(r) }W €M

Insbesondere sind die linearen Abbildungen ein Untervektorraum von Abb(V, W)

4.7 Satz:
V und W seien Vektorraume. Die Menge L(V,W) der linearen Abbildungen
f:V = W ist ein Untervektorraum von Abb(V,W).

Beweis:

Die Abbildung 0:V — W : v+ 0 ist linear, d.h. L(V, W) # 0.

Seien f,g € L(V,W), r,s € K. Dann gilt:

(f +9)(v1 +v2) = f(v1 +v2) +g(v1 +v2) =

f(v1) +g(v1) + fv2) + g(v2) = (f + g)(v1) + (f + g)(v2).

(f +9)(sv1) = f(sv1) + g(sv1) = s(f(v1) + g(v1)) = s(f + g)(v1)
(sf)(v1 +w2) = sf(v1 +v2) = s(f(v1) + f(v2)) = (sf)(v1) + (sf)(v2).
(rf)(sv1) = rf(sv1) =rsf(v1) =r(sf)(v1).
= L(V,W) ist ein Untervektorraum. O
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Komposition von linearen Abbildungen
o f: K" — K" und g : KP — K™ seien lineare Abbildungen.
h=fog:KP— K":zw— f(g(x)) ist linear.

Beweis:

h(uy +u2) = f(g(u1 +u2)) = f(g(u1) + g(u2)
f(g(u1)) + f(g(u2)
h

(u1) + h(uz)

h(ru) = f(g(ru)) = f(rg(uw)) = r(f(g(v))
= rh(u)

e Sei f: N — M eine beliebige Abbildung.
f heift injektiv, wenn gilt: f(z) = f(y) = z=y
f heift surjektiv, wenn gilt: Vy € MAz € N: f(x) =1y
f heiflt bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

e Seien V,W Vektorrdume, f : V — W eine bijektive, lineare Abbildung,
dh. VweW3allveV: f(v)=w.
Dann existiert die Umkehrabbildung

FFLeaw=Viwevmit f 1 (w) =0 & fv) =w.
Es gilt dann: f(f~'(w)) = f(v) = w und f~'(f(v)) = f~'(w) = v, d. h.
foft=idw  flof=idv.

e Ist f eine lineare, bijektive Abbildung, so ist auch f~! linear und bijektiv.
Beweis:

— f~1ist surjektiv:
Sei v € V. Dann ist w = f(v) < v = f~Yw).
= f~list surjektiv.

— f~1ist injektiv:
fHuwn) = N (wa) = wi = f(F7H(wn)) = F(f 7 (w2)) = we
= f~!ist injektiv.

— f~1ist linear:
Sei wy = f(v1) und wy = f(v3).
wy +wy = f(v1) + f(v2) = f(v1 +v2) und swy = sf(v1) = f(sv1).
Nach Definition von f~1 gilt:
f_l(’wl + ’wg) =01 +vy = f_l(wl) + f_l(’LUQ)
f (swy) = svp = sf~Hwy).

4.8 Definition: Isomorphismus
f:V = W sei eine lineare Abbildung. Fuolls f bijektiv ist, heifst f Isomorphis-
mus.
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Beispiel:

Sei F' = {vy,...,v,} eine Basis von V, d.h. es existiert genau eine Darstellung
n

v =Y Tiv;.
Definiere nzun1 folgende Abbildungen:

QYF K'—=V: (’r‘l,...,’f'n)T — Z’f‘ﬂ)i

kp:V — K" : > riv e (re,...,r0)7.
Nach Konstruktion sind beide Abbildungen sowohl Isomorphismen als auch Um-
kehrabbildungen:

prokp =idy

kpopp =idgn.
or und kr sind lineare Abbildungen, d.h. sie sind durch die Bilder der Basis-
vektoren eindeutig bestimmt:

pr(ej) = vj und kr(v)) = ¢;.

Sprechweise: Man sagt, daR zwei Vektorrdume V und W isomorph sind,
falls ein Isomorphismus f: V — W existiert. Man schreibt: V =2 W.

Man kann sich das so vorstellen, daf sich die Rd&ume nicht allzu sehr unterschei-
den, d. h. daf sich alle Rechnungen durch den Isomorphismus in den anderen
Raum iiberfiithren lassen.

4.9 Lemma:
1. id : V. — V st ein Isomorphismus.

2. Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist auch f~' ein Isomorphismus.

3. Sind f:V —Wundg:U — V Isomorphismen, so ist auch fog:U — W
ein Isomorphismus.

Beweis:
1. ist klar, 2. und 3. folgen aus obigen Uberlegungen. O

Aus Lemma 4.9 folgt:
1.v=v

2.VvEW = w=vV

3. V=W AUZV =>U=W
Das heifit, = ist eine Aquivalenzrelation.

4.10 Satz:

Seien V und W endlichdimensionale Vektorraume. Dann gilt:

V2w <« dimV=dmW

ol



Beweis:

“=" Beweis durch Widerspruch:
Annahme: dimV # dim W, sei 0.B.d. A. dimV =n < dim W.
Sei F' = {vy,...,v,} eine Basis von V,
sei f:V — W eine surjektive, lineare Abbildung, d.h. Vw € Wdv € V :
n
f(v) = w, aber v = Y rv;.
i=1
n
= w=f(v) = rif(vi).
i=1
Das bedeutet, {f(v;) | i = 1...n} ist ein erzeugendes System von W, aber
die Anzahl der Elemente eines erzeugenden Systems ist grofer oder gleich
dim W. Widerspruch !
“<” Sei dimV =dim W = n.
Das Beispiel vorher zeigte, dafs V =2 K™ und W =2 K™. Nach Lemma 4.9
gilt dann: V = W.
O
Satz 4.10 sagt aus: dimV=n & V=z=K"
4.2 Kern und Bild
4.12 Definition: Kern und Bild

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Der Kern von [ ist gegeben durch

Ker(f) ={v eV [ f(v) = 0}.

Das Bild von f ist erkldrt als

Im(f)={weW |FveV: w=f(v)}

Im(f) und Ker(f) sind Untervektorraume.

Beweis:
Im(f): Im(f) # 0, da f(0) = 0 ist.
Seien wi,wy € Im(f) = Fvi,v9 € Vi wy = f(v1) und wy = f(v2).
w1 + wy = f(Ul) + f(’l)g) = f(’l)1 + ’02) € Im(f)
Seiw e€Im(f)undre K = JveV: w=f(v).
rw=rf(v) = f(rv) € Im(f).
Ker(f): Ker(f) # 0, da f(0) =0 ist, d.h. 0 € Ker(f).
Seien vy,v9 € Ker(f) = f(v1) = f(v2) =0.
Also ist f(v1) + f(v2) = f(vi +v2) =0 = v + vy € Ker(f).
Sei v € Ker(f) und r € K = f(v) =0.
Also ist rf(v) = f(rv) =0 = rv € Ker(f). O
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Sei Ae K™ fq:K"— K™:x+— Az. Dann gilt:

Ker(fa) = {z € K" | Az = 0} = L (A).
m(fa) ={ce K™ | c= Az, z € K"}.
r € K" d.h.z= Z Ti€;.
=1

n
Dannist c= Az = A - Z rie; = y. riAe;.

i=1
Ae;= i-te Spalte von A Da Us(A) die Menge der Linearkombinationen
der Spalten von A ist, gilt:

Im(fa) = Us(A).

Sei S = {vy,...,v,} ein System von Vektoren in V.
05 K" =V :(ry,...,r)7 r—)ZnUz

Nach Satz 4.5 ist pg eindeutig bestlmmt und linear.

Im(pg) = L(v1,...,vy)
Ker(ps) = Darstellung der Null mit Hilfe von Vektoren aus S.

Ker(ps) ={0} <« S linear unabhéingig

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
f ist injektiv < Ker(f) = {0}

f ist surjektiv < Im(f)=W
Beweis:
a) Injektivitét:
“=7 Sei f injektiv, sei v € V mit f(v) =
Aber es gilt: f(0) = 0. Da f injektiv ist, folgt aus f(v) = f(0),
dak v = 0 ist, d.h. Ker(f) = {0}.
“<” Sei Ker(f) = {0}. Sei f(u) = f(v).
Dann gilt: 0 = f(u—wv), d. h. u—v € Ker(f). Dann ist u —v =0
bzw. u = v. Also ist f injektiv.
b) Surjektivitit: Folgt direkt aus der Definition von Im(f).

0

f:V — W sei eine lineare Abbildung.

Im(f) ist die Menge der w € W, fiir die die Gleichung f(z) = w eine
Losung besitzt.

Ker(f) ist die “Unbestimmtheit” der Losung. Sei z( eine spezielle Losung,
d.h. f(zy) = w, dann erhélt man alle Losungen durch Addition eines
Elementes von Ker(f) zu xo.
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4.13 Satz:
Sei f :V — W linear und sei dimV < oco. Dann gilt:

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim V.

Beweis:
Sei F' = {vy,...,v;} eine Basis von Ker(f) und G = {wy,...,w;} eine Basis
von Im(f). Dann existieren u; € V mit w; = f(u;). Es ist zu zeigen:
H :={vi,...,v5,u1,...,u} ist eine Basis von V

e Lineare Unabhéngigkeit: Sei 0 = Z T + Z 5505

0= f(0 ):Zryf(uj)‘i‘zsyf(va)

=
Da v; € Ker(f) ist, gilt: Z sif(v;) =0.
!
= 0= erjf(u]) erwg
=
Die w; bilden aber elne Ba51s d.h.rj=0firalle j =1...[

Also bleibt iibrig: 0 = Z sjv;. Aber die v; bilden ebenfalls eine Basis.
j=1
Also gilt: s; =0 fiir alle j =1... k.

e erzeugendes System:
SeiveV = f(v) €lIm(f).
l

)= 3wy = 3 rif(ug) = 3 F(3 ryu).
Jj=1 Jj=1

J=1 J=1

l
= v— ), rju; € Ker(f).
3_1

= V- ETJ“J ZSJ”J
i= 1

= v= Z iU + Z $j0;.
j=1 j=1

4.14 Definition: Rang
Der Rang einer linearen Abbildung f ist gegeben durch

Rang(f) = dim(Im(f)).

e Rang(f) ist nur definiert, wenn dim(Im(f)) < oo ist.
e Dies ist nur gegeben, wenn dimV < oo oder dim W < oo.
e Insbesondere gilt:

Rang(f) < min{dim V,dim W'}
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Beweis:
Sei dim W < oo, Im(f) C W ist ein Untervektorraum. Deshalb gilt: dim(Im(f)) <
dim W.

Sei dim V' < co. Dann existiert eine Basis B = {vy,...,v,} von V.
= {f(v;) | i =1...n} ist ein erzeugendes System von Im(f).
= dim(Im(f)) < dimV. O

Aus Satz 4.13 1ifst sich leicht die sog. Rangformel ableiten:
Rang(f) = dim V' — dim Ker(f) (4.15)

Sei dimV < oo und dim W < oo, sei r = min{dim V,dim W},
f habe Hochstrang, d.h. Rang(f) = r. Dann gilt:

a) Falls r = dim W, dann ist f surjektiv,

b) falls r = dim V/, dann ist dim Ker(f) = 0, also ist f injektiv.

4.16 Satz:
Sei f:V — W eine lineare Abbildung und sei dimV = dim W . Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. f ist injektiv

2. f ist surjektiv

3. f ist ein Isomorphismus

Beweis:
(1) = (3): Sei f injektiv, d.h. Ker(f) = {0}. Nach 4.14 gilt dann Rang(f) =
dim V = dim W nach Voraussetzung. = f surjektiv.
= f ist ein Isomorphismus.
(2) = (3): Sei f surjektiv, d.h. Rang(f) = dim W =dim V.
= Ker(f) ={0} = f injektiv.
(3) = (1),(2) klar. O

Sei A € K™*™ eine Matrix. Von dieser Matrix werden 3 verschiedene Raume
erzeugt: Ly (A), Us(A) und Uz(A).

Zu Beginn von Paragraph 4.2 haben wir festgestellt: Ker(f4) = Ly (A4) und
Im(fa) = Us(A).

Aus der Rangformel 4.15 folgt:

dim Ly (A) + dimUg(A) = n

Aus dem Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme folgt:
D={j,....5} = dimLy(A)=n—rund dimUz(A)=r.

dim Ly (A) + dimUz(A) =n
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4.17 Satz:

Fiir jede Matriz stimmen Zeilenrang und Spaltenrang iiberein, d. h.

dim Uz (A) = dim Ug(A)

Bewels:
siehe oben. O

4.18 Definition:
Sei A € K™*" eine Matriz. Der Rang von A, in Zeichen Rang(A) ist der
Rang der durch A induzierten Abbildung f4.

Analog zu den Zeilenumformungen definieren wir sogenannte elementare Spal-
tenumformungen durch:

1. Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar # 0
2. Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen
3. Vertauschen zweier Spalten.

Spaltenumformungen verédndern den Spaltenraum nicht (Beweis analog zu Zei-
lenumformungen). Wir kénnen deshalb leicht eine Basis des Spaltenraums er-
mitteln.

Achtung!! Zeilenumformungen veréindern den Spaltenraum und umgekehrt !!

4.19 Folgerung:
Zeilen- und Spaltenumformungen dandern den Rang einer Matriz nicht!

Beweis:
Folgt direkt aus Satz 4.17 und Definition 4.18. O
Beispiel:
2 7 1 1 2 7 11 0 010 0O 0 1 O
3205 (3205 3205 |1 F 0 3
6 1 0 1 6 1 0 1 6 1 0 1 0 -3 0 -9
5 9 1 6 00 0 O 00 0 O 0O 0 0 O
0 01 0 0 01 O
1 20 32 100 —1

3 3 3 —
01 0 3 — 010 3 = Rang(A) = 3.
0 0 0 O 00 0 O
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Sei A e K"™*" sei Li(A) der Losungsraum des homogenen Systems.
Wir wissen nach Satz 1.25 und Satz 3.12:

Rang(A) =r < dimLy(A)=n—r.

Sei b € K™ die rechte Seite zu A, L(A, b) sei die Losungsmenge des inhomogenen
Systems. Dann gilt: L(A,b) ist leer oder L(A,b) = c¢o+ Ly(A), d.h. L(A,b) ist

ein affiner Unterraum der Dimension n — r.

4.20 Satz:
Sei A € K™*™ und sei Az = b losbar. Dann ist die Losung genau dann eindeutig
bestimmt, wenn Rang(A) = n ist.

Beweis:
Folgerung 1.23 besagt: Sei Ax = b losbar. Dann gilt:
3! Losung < Az = 0 besitzt nur die triviale Losung.
< dim Ly (A) =0 < Rang(A) = n. O

4.21 Satz:
Seien A € K™ und b e K™. Ist (A,b) € K™*("*1) die Matriz, welche aus A
durch Hinzufiigen der Spalte b entsteht, so gilt:

A ist losbar < Rang(A,b) = Rang(A)

Beweis:
Seien Aq,..., A, € K" die Spalten von A. Es gilt:
Az = b losbar be L(Ai,...,A)
L(Aq,...,Ap) = L(Ay,...,Ap,b)
Us(4) = Us(4,b)
dimUs(A) = dim Ug(A, b)
Rang(A) = Rang(A4,b) O

Tt

4.22 Folgerung:
A € K™*" sei eine Matriz. Az = b ist genau dann fir alle b € K™ losbar, wenn
Rang(A) = m ist.

Beweis:
Rang(A) = Rang(A,b) fiir alle be K™ < Vbe K™: be Ug(A) C K™
= Ug(A) = K™ = dimUg(A) =m = Rang(4). O
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Sei A € K™*™ eine Matrix. Sie induziert die Abbildung
fa: K" — K™ :z+— Ax.

Nach Satz 4.20 ist f4 injektiv genau dann, wenn Rang(fa) = n ist.

Nach Folgerung 4.22 ist fa surjektiv genau dann, wenn Rang(f4) = m ist.

Ist Rang(fa) = Rang(A) = m = n, ist f4 bijektiv und linear, also ein Isomor-
phismus.

4.23 Satz:

A € K™ sei eine quadratische Matrixz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Az =0 hat nur die triviale Losung
2. Vb e K" hat das System Az = b mindestens eine Losung.

3. Vb e K" hat das System Az = b genau eine Losung.

4. Rang(A) =n
Beweis:
Siehe Satz 4.20 und Folgerung 4.22. 0

4.3 Matrix einer linearen Abbildung

f:+ K™ — K™ sei eine lineare Abbildung. Nach Satz 4.5 und Satz 4.6 existiert
eine durch eine Matrix A induzierte Abbildung f4 mit f = f4, wobei f4 : K" —
K™ : x — Agz. Fiir die j-te Spalte A; von A gilt: A; = f(e;).

m
Aj = Z Gij€; (4.24)
i=1
Sei F' = {vy,...,v,} eine Basis von V, d.h. es existiert genau eine Darstellung
n

v = > rjv; als Linearkombination der Basisvektoren v;.

i=1
Die Koordinatenfunktion kz(v) = (r1,...,7,)” ordnet jedem Vektor seine Ko-
ordinaten beziiglich der Basis F' zu.

f V. — W sei eine lineare Abbildung. f ist eindeutig bestimmt durch die
Bilder f(v;), @ = 1...n, oder auch, falls G eine Basis von W ist, durch die
G-Koordinaten von f(v;), i=1...n.
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4.25 Definition:

[V = W sei eine lineare Abbildung, F = {vy,...,v,} eine Basis von V und
G = {wi,...,wn} eine Basis von W. Die Matrix von f beziiglich F und G
ist die Matriz A € K™*", deren j-te Spalte aus den G-Koordinaten von f(vj)
besteht.

m
Formel 4.24 besagt: fa(e;) = > aije;.
i=1
Aus 4.25 folgt:

flo)) = ajw;  j=1...n (4.26)
=1

Merkregel: Bilder der Basisvektoren in die Spalten!!

4.27 Satz:

f:V = W sei eine lineare Abbildung, A sei die Matrixz von f beziiglich der
Basen F von V und G von W. Fir v € V erhdlt man die G-Koordinaten von
f (W), indem man die F-Koordinaten von v als Spaltenvektor auffasst und diesen
mit A multipliziert.

Beweis:
F ={vy,...,v,} sei eine Basis von V, G = {wy,...,w,} eine Basis von W,
A = (a;j) sei die Matrix von f bzgl. F und G. Sei r = (r1,...,7y).
m n

= f(Uj) = Z ajjwi, v = Z Tj0j.
=1 ]:1
flv) = erf(vj) = er : Zaijwi
J J 7
= Z Zaz’m wi =y (A r)w; (4.28)
i J

i

Das heift, (A - r); ist die i-te G-Koordinate von f(v). O

4.29 Folgerung:
Sei F' eine Basis von V und G eine Basis von W ; sei A € K™*"™ gegeben. Dann
existiert genau eine lineare Abbildung f :'V — W, deren Matriz beziglich F
und G genau A ist.

Beweis:
1. Eindeutigkeit:
Eine lineare Abbildung ist durch die Bilder der Basis eindeutig bestimmt.
Die Bilder der Basis sind die Spalten der Matrix A.
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2. Existenz: N
Sei A = (ai;) und v = ) rjv;.
=1
n m !
fv) =221 > ajjw;.
j=1 =1
Insbesondere gilt fiir die Basisvektoren: v; = Y 0-v; + 1 - vj.
i#]
= f(vj) = ajjw;, d.h. A ist die Matrix von f bzgl. F und G.
i
3. Linearitat:
Sei u =) sjv; und v = ) V.
J J

Dann ist u 4+ v =) (s; + r5)v;.

J

flu+v) = Z(Sj + Tj) Zai]‘wi

J

= ZSJ' -Zaijwi-i-ZSj -Zaijwi
J ) J 2

= f(w) + f(v).

flru) = rf(u) ist vollig analog zu beweisen.

Die Matrix von f beziiglich F' und G héngt von der Wahl von F' und G ab. Sie
wird mit

Mg (f)

bezeichnet. Mit dieser Bezeichung 1aft sich Satz 4.27 kiirzer formulieren:

ka(f(v) = ME(f) - kr(v) (4.30)

Beispiel:

. f:R SRz Az. A = (% _41 3’2) sei die Matrix von f beziiglich
der Standardbasen S = {fi, f2, f3} in R3 und T = {ej, ez} in R?, d.h.
A= M3 (7).

F = {vy,v9,v9} mit v; = (1, 1,1)7, vy = (1,2,3)" und vz = (0,-2,5)7
sei eine Basis von R3.
G = {wy,wy} mit w; = (1,1)7 und wy = (1, —1)7 sei eine Basis von R?.

a) Standardkoordinaten der Bilder von vy, v und v3 in die Spalten einer
Matrix liefert MF (f):

f(v) = Avj, d-h. f(vr) = (4,3)7, f(v2) = (9,3)7, f(v3) = (~13,2)".
Also ergibt sich: M (f) = (539 2*).
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b) Bilder der Standardbasis S des R? in G-Koordinaten umwandeln,
d.h. T durch G ausdriicken. So erhélt man MZ(f).

er = (1,007 = %(Un +wz) = kglel) = (%v %)Tﬂ
er = (0,1)7 = L(wy —w2) = kgle2) = (3, —%)T-

f(f;) in G-Koordinaten ausdriicken:

f(fl) = (2, 1)T = 261 +ey = 2- %(wl +w2) +%(w1 —’wg) = %wl +%’w2
f(f2) = (=1, 4)" = Jwi — Swy

f(fg) == (3, —2)T = %wl + g’LUQ.

= M) =3(1%1)
c) Die Matrix von f beziiglich F' und G erhélt man, indem man f(v;)
durch G ausdriickt.
flvr) = (4,3)7 = de1+3ey = 4-%(w1+w2)+3-%(w1—w2) = %wﬁ-%wg
f(v2) = (9,3)" = 6wy + 3wy
i = 07 =
= ME()=35(1% ")
2. f:V — W sei eine lineare Abbildung, dimV < oo und dim W < oo.
Gesucht sind Basen von V und W, so dak MZ (f) einfach ist.

Sei G1 = {wi,...,w,} eine Basis von Im(f).
Nach Satz 3.13 ist es moglich, G zu einer Basis von W zu ergénzen:
sei also G = {w1,...,wp, wri1,wp,} die ergénzte Basis von W.

Sei v;, i =1...r derart, dak f(v;) = w;.

Setze dann Fy = {vy,..., v, }.

Fy = {vy41,...,v,} sei eine Basis von Ker(f).

Gemifs dem Beweis von Satz 4.13 ist dann F' = {vy,...,0p, Up41,...,0n}
eine Basis von V.

Also gilt fiir die Abbildung f:

N firj=1,...,r
f(”J)_{o fir j=r—+1,...,n
kr(w;) = (0,...,0,1,0,...,0) = e;, wobei die 1 an der j-ten Stelle steht.
Die Matrix M/ (f) hat also folgende Gestalt:

1 0 ..... 0
0
F E. |0
Mg (f) = 1 =010
0 .......... 0

Darstellung mittels kommutativem Diagramm

F sei eine Basis von V. Die F-Koordinaten bilden dann einen Isomorphismus

n
kF:V—>K”:v:ZriviH(ﬁ,...,rn)T
i=1
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G sei eine Basis von W. Die G-Koordinaten bilden dann ebenfalls einen Isomor-

phismus
m

ko W—)Km:w:Zsiwi > (51,...,sm)T
i=1
f:V — W sei eine lineare Abbildung. A € K™*™ sei die dazugehorige Matrix
ML (f). Sie induziert die lineare Abbildung f4 : K" — K™ : z — Ax.
Satz 4.27 besagt nun:

ka(f(v)) = A-kr(v) = fa(kr(v))

kgof=faokp

Als kommutatives Diagramm dargestellt:

v I ow

kpl l ke

K" fa y KM

4.31 Satz:
f:V = W sei eine lineare Abbildung. Ist A die Matriz von f bzgl. einer Basis
von V und einer Basis von W, so gilt:

Rang(f) = Rang(4)

Beweis:
Aus kg o f = fa 0 kp folgt: kg(Im(f)) = Im(f4).
Sei w = f(v) € Im(f).
S ko(w) = ka(f() = fa(kbr(©)) € n(f4))
= ke(Im(f)) C Tm(fa).
SeicelIm(fa) = 3FzeK": fa(lz)=c
Aber: kp : V — K™ ist surjektiv.
= JveV: kp(v) =x.
S ¢ = fa(@) = Falkr(0)) = ka(f () € ko(Im())).
Also gilt: kg(Im(f)) D Im(fa).

k(Im(f)) =Tm(fa)

Wir wissen: k¢ ist ein Isomorphismus.

= kg eingeschriankt auf Im(f) ist wieder ein Isomorphismus.

ke:(Im(f)) ist bijektiv, d.h. Im(f) 2 Tm(fa).

Rang(f) = dim(Im(f)) = dim(Im(f4)) = Rang(A). O

62



Koordinaten fiir £(V, W)
4.32 Satz:

V und W seien Vektorraume, dimV =n, dimW = m; F sei eine Basis von V
und G sei eine Basis von W. Ordnet man jeder linearen Abbildung f :V — W,
d.h. f € L(V,W) ihre Matriz M (f) beziiglich F und G zu, so erhilt man einen
Isomorphismus:

ML L(V,W) — K™

Beweis:
Sei F'={vy,...,v.}, G={wn,...,wp}.
o Ist Mg linear,?
Seien f,g € L(V,W). Zu zeigen: M (f + g) = ME(f) + ML (g).
(f +9)(v) = f(vi) + g(vi), da L(V, W) ein Vektorraum ist.

ka((f +9)(vi) = ka(f(vi)) +  ka(g(vi))

—_—— ——— —

i-te Spalte von i-te Spalte von i-te Spalte von
ME(f+g) = ME(f) + M (9)

Sei r € K. Analog wird gezeigt, dak gilt: MZ (rf) = rME(f).

o Ist ML bijektiv?
Nach Folgerung 4.29 gilt: VA € K™*" 3 f € L(V,W) : ML(f) = A.
O

Insbesondere gilt: L(V, W) = K>
Also gilt: dim L(V, W) = dim K™*" = dimV - dim W =m - n.

Unser Ziel ist zu zeigen, dafs Mg ein Koordinatenisomorphismus ist.
X sei ein Vektorraum, H sei eine Basis von X.

kr(v) = (ri,...,m)T & o= vai = Z(kH(v))le
=1 i=1

Standardbasis von K™X":

E;j sei diejenige Matrix, die an der Stelle mit den Koordinaten (i, j) eine 1 und
sonst nur Nullen hat.
Beispiel: m = n = 2: Folgende Matrizen bilden eine Basis von K?2*2:

1 0 0 1 0 0 0 0
E11—<0 0) E12—<0 0) EZl—(l 0) E22—(0 1)

Oder anders gesagt: die k-te Spalte von E;; ist e;, falls £ = j und sonst 0.

E;j induziert eine Abbildung f;; :  — Ej;z, fiir die gilt:

w; fallsk =7

fij(or) = {

0 sonst
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denn die k-te Spalte der Matrix von f;; sind die G-Koordinaten von f;;(vg).

Behauptung: {f;; [i=1...n, j =1...m} ist eine Basis von L(V,W).
Beweis:

1. Erzeugendes System:
Sei f € L(V,W), A= ML(f).
n

m
Definiere dann: fa := Y > a;jfij.
i=1j=1
falvr) =322 aijfij(vk) = {
i
= fa=[f€L(fij)
2. Lineare Unabhéngigkeit:
n m
Es ist zu zeigen, daf die Darstellung fa = Y > a;;fi; eindeutig ist.
i=1j=1
Sei also f = Zzaijfij = Zzbijfij-
i g i g
flog) =22 awwi = 3 bigw;.
(3 13
Sei k fest. Die w; bilden eine Basis. = ajr = b, © = 1...n, wobei k fest,
aber beliebig ist.

Léfst man jetzt £ von 1 bis m laufen, so gilt fiir alle 7 und k: a;; = bj.
O

w; falls 1 =k
' ’ = > ajpw; = f(vg).
0  sonst i

Aus obigen Betrachtungen folgt:
=) (ME(F) ;1 is
iJ

Das heifst, Mg ist ein Koordinatenisomorphismus.

Komposition von linearen Abbildungen

Wie sieht die Matrix der Komposition zweier linearer Abbildungen aus?
Dazu benoétigen wir das sog. Matrizenprodukt:
— Seien f:V = W und g: U — V lineare Abbildungen,

F ={vy,...,v,} sei eine Basis von V,
G ={wi,...,wy} sei eine Basis von W,
H = {uy,...,up,} sei eine Basis von U.

- 7Zu f,g,F,G, H haben wir:
A=ME(f) e K™ B=MH(g) € K" und C = MY (f og) € K™*P.
Wir wollen C' mit Hilfe von A und B ausdriicken.
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— Es gilt:
j-te Spalte von € = G-Koordinaten von (f o g)(v;)
= G-Koordinaten von f(g(v;))
= A - ( F-Koordinaten von g(u;))
= A - (j-te Spalte von B)

4.33 Definition: Produkt von
Unter dem Produkt zweter Matrizen A € K™*™ uynd B € K"*P yersteht Matrizen
man die Matriz C = A- B € K™*P  deren j-te Spalte das Produkt von A mit

der j-ten Spalte von B ist.

C=A-B: ¢j= Zaikbkj
k=1

Die i-te Komponente der j-ten Spalte erhélt man also, indem man die i-te Zeile
von A mit der j-ten Spalte von B multipliziert.

4.34 Satz:
f:V—=>Wund g: U — V seien lineare Abbildungen, F' sei eine Basis von V,
G eine Basis von W und H eine Basis von U.

Sei A = ME(f) und B = MH(g). Dann ist die Matriz von fog: U — W
beziiglich H und G das Produkt A - B.

ME(f) - M (g) = ME (f o g)

Bewels:
siehe oben. O

Beispiel:

f: R - R3 . ((L‘l,(L‘Q,IL‘g)T — (—(L‘Q,xl —2x3,21 + 22 + (L‘3)T
g:R2 5 R : (z1,12)" = (21 + 22,0, 2x5) 7.

0 -1 0 11
MI(fy=A=1[1 0 -2 Mi(g)=B=10 0
1 1 1 0 2
0 —1 0 11 0 0
C=Mi(fog)=A-B=|1 0 =2 00]=1[1 -3
11 1 0 2 1 3
0
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4.4 Matrizenrechnung

Sei A€ K™™ und B € K"*P. Dann ist C = A- B € K™*P und es gilt:

n
cij = Y ikbrj
k=1

A - B ist nur definiert, wenn die Zeilen von A und die Spalten von B gleich viele
Komponenten haben.

Falls A - B definiert ist, dann muf B - A nicht definiert sein. B - A ist definiert,
falls m = p ist.

Besonderheiten:

1. Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ: Seien A - B und B - A defi-
niert. Dann muf nicht gelten: A- B =B - A.
Beispiel:

G ) Ga)-( W)
(26 s) -0 )

2. Es gibt Nullteiler, d.h. zwei von Null verschiedene Matrizen, deren Pro-

dukt Null ist.
1 2 . -2 =4\ (0 0
2 4 1 2 /) \0 O

Beispiel:

4.35 Lemma:
Fir Matrizen A € K™*" B € K"P und C € KP*? gilt stets:

(A-B)-C=A-(B-0C)

Bewels:

Sei X =A- B d.h. Tik = Z azlblk
I=

((A-B)- C) ZIEZM] Zzazlblk%g
SeiY =B - C d. h Yij = Zblkck]

(A-(B- C))Z-j = auy; = 2. 2 aibicr;.
; I
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4.36 Lemma:
Fiir Matrizen A, Ay, Ay € K™*"™ und B, By, By € K™*P gilt:

A(Bl+Bz):AB1+ABQ

(A1+A2)B:AIB+AQB

Beweis:
Analog zu 4.35 0

4.37 Lemma:
Fiir Matrizen A € K™*" B € K"P und r € K gilt:

A-(rB)=r(A-B)=(rA)-B

Beweis:
Analog zu 4.35 0

Seien A, B € K™*™. Dann sind A+ B und A - B definiert und wieder Elemente
von K"*". Man sagt, dalt K™*™ ein Ring ist.

4.38 Definition: Ring
Unter einem Ring versteht man eine Menge R, auf der eine Addition (4) und
eine Multiplikation (-) so erklart sind, daf§ gelten:
R1: Assoziativitat der Addition:
r+(y+2)=(z+y)+2 Vr,y,2€ R
R2: Kommutativitit der Addition:
rt+y=y+zx Vz,y € R
R3: Existenz der Null:
J0eRmit0+2z=2+0=2x Vz e R.
R4: Existenz des Negativen:
VieRI—-—z€R: z+(—z)=—2+2=0
R5: Assoziativitdt der Multiplikation:
(x-y)-z=x-(y-2) Vx,y,2 € R
R6: Existenz der Eins:
dJ1leR: l-z==x VreR
R7: Distributivitdt:
gty =z y1+z-y
(T1+32) y=21-y+22°Y
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Beispiel:

K™ ™ ist ein Ring.
R1-R4 gelten, da K™*" ein Vektorraum ist.

R5, R7 wurden gerade in den Lemmata 4.35 und 4.36 bewiesen.
1 0

R6: Das Einselement ist: F,, = )
0 1
— Manchmal wird K™*™ als M,,(K) bezeichnet.
— Fiir n = 1 ist K'*! 2 K ein kommutativer Ring.

— Fiir n > 2 ist es das Standardbeispiel fiir einen nichtkommutativen Ring.
Matrizenmultiplikation und Skalarmultiplikation erfiillen Lemma 4.37. Dann
nennt man die Menge eine K-Algebra.

4.39 Definition: K-Algebra
Sei K ein Kérper und R ein Ring, der gleichzeitig ein K-Vektorraum ist, so dafl
aufSerdem gilt:

r(u-v) = (ru)-v=u-(rv) Vu,ve RVre K

so heifst R eine K-Algebra.

1. K™ ist eine K-Algebra.

2. V sei ein K-Vektorraum.
Lineare Abbildungen f :V — V heifen Endomorphismen.
Wir wissen: L(V,V) ist ein K-Vektorraum.
Auf L(V,V) ist eine Multiplikation durch Komposition f o g definiert.
L(V,V) ist bzgl. Komposition abgeschlossen und erfiillt die Ringaxiome.
Deshalb heifst £(V,V) Endomorphismenring.
In L(V, V) gilt die folgende Vertriglichkeit: r-(fog) = (rf)og = fo(rg).
= L(V,V) ist eine K-Algebra.

3. Sei dimV = n, sei F eine Basis von V.
Mp: LV, V) = K™ f s ME(f)

Wir wissen: M I{T ist ein Isomorphismus. M 5 respektiert Addition und
Skalarmultiplikation. Nach Satz 4.34 gilt:

MF(f og) = ME(f) - MF(g)
Mg‘(ld) = E,

= M 5 respektiert auch die Multiplikation.
M I{T ist ein Isomorphismus von K-Algebren.
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Invertierbare Matrizen

4.40 Definition:
Eine Matriz A € K"*™ heifit invertierbar, wenn es eine Matriz B € K"*™
qibt, so daf gilt:

A-B=B-A=E,

e Es gibt hochstens eine inverse Matrix.

Beweis: Seien B, C derart, dafs C - A = E, und B - A = E,. Dann gilt:
B=E, - B=(C-A)-B=C-(A-B)=C-E,=C.

e Falls A invertierbar ist, so heifst die eindeutig bestimmte Matrix B mit A-B =
B-A = E, Inverse von A.

Bezeichnung: A~! := B.

4.41 Lemma:

1. Ist A € K™™ invertierbar, so ist auch A~ invertierbar und es gilt:

(A1)"1 = A,

2. Sind A, B € K™*" invertierbar, so ist auch ihr Produkt A- B invertierbar,
und es gilt: (A-B) "' =B"1. AL

Beweis:
1. Nach Definition gilt: A- A"'=A"1. A= E,.
Das bedeutet, daff A die Inverse zu A™! ist.
2. (B7'-A™Y).(A-B)=B"'-(A"'“A)-B=B"'"“E,-B=B"'-B=E,.
(A-B)-(B' A Y=A-(B-B'Y)Y-A'=A.-E,-A'=E,.
O

Bezeichnung:

Gly(K) == {A € K"™ | A ist invertierbar}.

Seien A, B € Gl,(K). Dann sind auch A- B, B-A, A~' und B~! € GI,,(K).
Auferdem ist E, € Gl,(K). Deshalb nennt man Gi,(K) eine Gruppe.

4.42 Definition:
Unter einer Gruppe versteht man eine Menge G, auf der eine Multiplikation
(geschrieben x - y) so erklart ist, daf gilt:
G1: Assoziativitdt:
(x-y) z=z-(y-2) Vz,y,2 € G
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G2: Ezistenz der Eins:
d1eGVzeG: 1l-z=x2-1==x

G3: FEuxistenz des Inversen:
VeeGIzteG: z- 2 t=c1 =1

— Nach Lemma 4.41 ist Gi,(K) eine Gruppe. Falls n > 2 ist, ist sie nicht
kommutativ.

— (Gl (K),+) ist nicht abgeschlossen, denn, wenn A invertierbar ist, dann
ist auch —A invertierbar, aber A + (—A) = 0 ist nicht invertierbar.

- ML . L(V,V) = K™ : f — ME(f) ist ein Isomorphismus von K-

Algebren. M I{T bildet invertierbare Elemente aufeinander ab.

Beweis:
Sei f invertierbar, d.h. f~! existiert und es gilt fo f~!' = f~'o f =id.
Mf(id) = En = M{(fof 1) = ME(f)-ME(f 1) = ME(f 1) - ME(f).
= (ME()) ™ =MEGT.
Sei A invertierbar, d.h. A~! existiert und es gilt: A-A~1 = A~ A = E,.
ME ist ein Isomorphismus, d.h. 3 f,g € L(V,V) mit A = ME(f) und

A~ = M (g).

M (fog) = Mi(f) - Mi(9) = A- A~ = B, = M{:(id).

= fog=id

Analog weist man nach: go f = id.

Daraus folgt: g = f 1. O

— f~!existiere, d. h. f ist injektiv und endomorph. Also ist f ein Isomorphis-
mus und ein Endomorphismus zugleich. Dann heifft f Automorphismus.

Aut(V) :={f € L(V,V) | f ist ein Isomorphismus}

4.43 Satz:
V und W seien Vektorrdume der gleichen Dimension. Ist A die Matriz einer
linearen Abbildung f : V. — W beziiglich einer Basis F von V und G von W .
so0 gilt:
a) f ist ein Isomorphismus < A ist invertierbar.
b) Sei f ein Isomorphismus; dann ist A~ die Matriz von f~' : W — V bzgl.
Gund F, d.h. (ME(f)) "= ME(f ).

Bewels:
Siehe oben. O

4.44 Satz:
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FEine Matriz A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn Rang(A) = n ist.

Beweis:
Nach Satz 4.43 gilt: A € Gl,(K) < fa: K™ — K" ist ein Isomorphismus.
fa ist ein Isomorphismus < f4 surjektiv ist.
fa ist surjektiv < Rang(A) = n nach Satz 4.23. O

Algorithmus zur Inversenbestimmung
Seien A, B € K"*™ mit A- B = E,,. Nach der Definition der Matrizenmultipli-
kation gilt:

j-te Spalte von E,, = A- j-te Spalte von B.

d.h. j-te Spalte von B ist Losung der Gleichung Az = e;.
Lose die Gleichungssysteme simultan:

(A|E,) € K",

Bringe A mit Hilfe des Eliminationsverfahrens auf Stufenform. Man erhélt dann:
(A/|B) c Kn><2n

Entweder ist A’ nicht E,,. Dann ist Rang(A) < n, d.h. A ist nicht invertierbar.
Oder A’ = E,,. Nach Konstruktion ist dann A - B = E,, mit B = A~!, denn
Al—A'E, —A'-A-B=E,-B=B.

Beispiel:

011
A=110 1

110

01 1[1 00 10 1 0

1 01/0 10 — 01 11 0 0 —
110001 01 —-1]0 -1 1

10 1]0 1 0 1 01/0 1 0

1 1|1 0 0 — 01 1|1 0 0 —
00 —2|-1 —-11 0013 3 -3
100|-3 3 3 -1 1 1
010+ —5 2 = Al=1 -1 1
0 1|+ 3 -3 1 1 -1
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Elementarmatrizen und Zeilenumformungen

1 0 r
P=10 10
0 01

entsteht aus F3 durch Addition des r-fachen der 3. Zeile zur 1. Zeile oder durch
Addition des r-fachen der 1. Spalte zur 3. Spalte

1. Linksmultiplikation einer Matrix mit P bewirkt die Zeilenumformung,
durch die P aus der Einheitsmatrix entsteht:

1 0 r a u a+rc u+rw
01 0)-|b v = b v
0 0 1 c w c w

2. Rechtsmultiplikation einer Matrix mit P bewirkt die Spaltenumformung,
durch die P aus der Einheitsmatrix entsteht:

1 0 r

<xgt/z>‘010:<xgt/z—:rx>
S U 00 1 S u+rs

Elementarmatrizen fiir die einzelnen Zeilenumformungen:

— Typ I: i-te Zeile mit r # 0 multiplizieren:
Ersetze in der i-ten Zeile der Einheitsmatrix die 1 durch r:

1000 1000
o100 4 (o100
P=10 0+ 0 P= 00 1Lo
000 1 0001

— Typ 2: r-faches der j-ten Zeile zur i-ten Zeile addieren (i # j):
Ersetze in der j-ten Spalte die Null in der i-ten Zeile durch r:
Beispiel: das r-fache der 3. Zeile soll zur 1. Addiert werden:

10 r 0 10 —r 0
o100 4 lo1 0 o0
P=100 10 P7=100 1 0
0001 00 0 1

— Typ 3: vertausche i-te und j-te Zeile: Ersetze auf der Diagonalen die i-te
und die j-te Eins durch Null. Setze die Null an den Koordinaten (7, j) und
(7,1) gleich Eins.

Beispiel: die 2. und die 4. Zeile sollen vertauscht werden.

1.0 0 0

pP= pPl=p

o O O

0 01
010
100



4.45 Lemma:
Eine Matriz B € K™*™ geht genau dann aus einer Matriz A € K™*"™ durch

eine elementare Zeilenumformung hervor, wenn es eine Elementarmatriz P €
Gl (K) gibt mit B =P - A.

Beweis:
erfolgt leicht durch Nachrechnen. O

4.46 Satz:

B gehe aus A € K™™ durch eine Abfolge elementarer Zeilenumformungen
hervor. Wendet man diese Zeilenumformungen in derselben Rethenfolge auf die
FEinheitsmatriz E,, an, erhalt man eine invertierbare Matriz P € Gl,,(K) mit

B=P-A.

Beweis:
Nach Voraussetzung von Lemma 4.45 gilt:
Es existieren Elementarmatrizen P; mit B = P - P_1----- P - A.
Aber: P, € Gljp(K),d.h. P:=P;, - P_1----- P, € Gl (K).
P=P-E,=PFP, P,y - P -E, mit B=P-A. O
Beispiel:
1 2 01
A=10 1 4 0
1 3 01

Bringe A auf Stufenform und beobachte den Effekt auf Fj:

u
1 20 1[1 00 120 1]1 00
0140010 — 01 40[0 10 |Typll:P,
1 30 1[0 01 0100/-101
10 -8 1] 1 -2 0
— 01 4 0[{0 1 0| Typll APP,
00 —4 0|—-1 —1 1
10 -8 1|1 -2 0
— 0 1 4 0]0 1 0 TypI: P4P3P2P1
00 1 0/ 1 -1
100 1]3 0
— 01 00-10
0010+ & —1

—2

1 ) Typ II: P5P5P4P3P2P1 =: P.
0
1
0

1
Nach Satz 4.46 gilt: P- A= |0
0

_ O O
o O =
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4.47 Folgerung:

Jede invertierbare Matriz laf§t sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

Beweis:
A€eGL,(K) < Aist durch Zeilenumformungen in E,, iiberfiihrbar.
Da Zeilenumformugen riickgéngig gemacht werden konnen und die Umkeh-
rungen wieder elementare Zeilenumforumgen sind, erhélt man A durch Zeile-
numformungen aus Fj,.
Nach Satz 4.46 gilt: AP, mit A= Py - P_y----- P, - E,. O

4.48 Satz:
Sei A € K™ ™. Dann gilt: B = P - A mit P € Gl,,,(K) genau dann, wenn B
aus A durch elementare Zeilenumforumgen hervorgeht.

Beweis:

“=7 Sei P € Gly,(K). Nach Folgerung 4.47 gilt: es existieren Elementarmatri-
zen P, mit P =P, -Py_q----- Pj.
Nach Lemma 4.45 gilt: B geht aus A durch elementare Zeilenumformungen
hervor.

“«<" Gehe B aus A durch elementare Zeilenumformungen hervor.
Nach Lemma 4.45 gilt dann: B =P, - P_1----- Py - A, wobei P; Element-
armatrizen sind.
=P:=P, - P,_1----- P, € Gl,,(K) mit B=P - A.

Bemerkung:

Zeilenumformungen dndern bekanntlich den Rang einer Matrix nicht.

Weiterer Beweis:

Rang(A) = dim(Im(f4)), wobei fa: 2 +— Ax.

Sei P € Gl,,(K) = fp:x+ Pz ist ein Isomorphismus.

fP | m(s,) ist ein Isomorphismus mit fp : ITm(fa) — frp(Im(fa)),

d.h. Im(fpo fa) = Rang(A)=dimIm(fpo fa). O

Analoge Theorie fiir Spaltenumformungen, da Rechtsmultiplikation mit Ele-
mentarmatrizen eine Spaltenumformung bewirkt.

4.49 Satz:
Sei A € K™*™. Dann gilt: B=A-Q mit Q € Gl,(K) genau dann, wenn B aus
A durch elementare Spaltenumforumgen hervorgeht.

Beweis:
Vollig analog zu Satz 4.48 U
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Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Sei A € K™*™ eine Koeffizientenmatrix.
Annahmen:

1. Rang(A) = m, d.h. die Zeilen sind linear unabhéngig. (i. A. erhalte ich
dies durch Weglassen iiberfliissiger Zeilen).

2. die ersten m Spalten sind linear unabhéngig. (i. A. erhalte ich dies durch
Vertauschen von Spalten).

A besitzt Stufenform (durch Reduktion) mit Buchfithrungsmenge D = {1,...,m}.
Bezeichne mit J ={j | m+1 < j <n}.

Zerlege das n-Tupel z = (z1,...,2,)" € K™ in zwei Teile:

x = (zrp,zs) mit xp = (z1,...,2y) € K™ und x5 = (Tma1,...,2n) € K" ™.
Analog zerlege die Matrix A in A = (Ap,Ay) mit Ap € K™™ und Ay €
Kmx(nfm)_

Dann ist: Az = (Ap, Aj) - (zp,zs)" = Apzp + Az

Wir wissen: Rang(A) = m und Rang(Ap) = m. Das heiflt, Ap ist invertierbar.
Reduktion von A auf Stufenform liefert eine Matrix A und hat zur Folge, dafk
Ap in E,, tberfiithrt wird.

= 3P € Gl,,(K) als Produkt von Elementarmatrizen mit P - Ap = E,,, d.h.
P = A7

A= A7 A=A (Ap,Ay) = (Ap' - Ap, Ap' Ag) = (B, AL - AJ).

Ar=0b & A Az=A.'.

Oder anders gesagt:

Aprp+Ajz;=b < ABI(AD:ED—I-AJ:E]) :ABlb

Also ist zp + ABIAJZEJ = ABlb.

Das fithrt uns auf eine Losungsformel:

z = (zp,xs) ist Losung von Az =b <& zp= ABlb — ABIAJIL']

Man sieht wiederum, dafs die Komponenten von z;, d.h. diejenigen mit einem
Index & D, frei wahlbar sind.

Insbesondere gilt:

Wiéhlt man x5 = 0 erhélt man die spezielle Losung

d(0) = Ap'b
Wiéhlt man z; = e; € K"7 und b = 0, so erhdlt man mit
d(]) = —ABIAJGJ‘

die Basislosungen.
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4.5 Basiswechsel

Sei f: V — W eine lineare Abbildung, seien F,F’ Basen von V und G, G’
Basen von W.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen ML (f) und M (f)?
Dazu benotigt man den Basiswechsel von F nach F':
Sei also F = {vy,...,v,} und F' = {v},..., v} }.
n

kF(,U):(’rla"'alrn)T < U= Z'f’i’l)i.
=1

Was ist dann kp(v')?

4.50 Definition: Basiswechselmatrix
F und F' seien Basen von V. Die Basiswechselmatriz PIE, fiir den Ubergang

von F nach F' ist diejenige Matriz, deren j-te Spalte aus den F'-Koordinaten

des j-ten Basisvektors von F besteht.

Das heift: j-te Spalte von PL, = kg (v;)

oder: N
v =Y _(Pf)ij - v}

i=1

oder
Pf = Mt (idy)
oder:
Neue Koordinaten der alten Basisvektoren in die Spalten !

4.51 Satz:

F und F' seien Basen von V. Mit der Basiswechselmatriz Plf, fiir den Ubergang
von F nach F' erhdlt man die F'-Koordinaten von v € V aus den F-Koordinaten
von v, indem man PL, mit kp(v) multipliziert, d. h.

kg (v) = PL - kp(v)

Beweis:
Nach Definition 4.50 und 4.25 wissen wir, daf PL, = MF, (idy) ist.
Satz 4.27 besagt dann: kg (id(v)) = MF,(id) - kr(v) = PE - kp(v). O

Darstellung mittels kommutativem Diagramm

Ubergang zur Schreibweise mit linearen Abbildungen:
P = PIE, induziert eine Abbildung fp: K" — K" : z — Pux.
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Satz 4.27 besagt: kg (v) = Plf, kp(v) = fp(kr(v)) = (fpokr)(v).

v

k kg

7 \F (kommutatives Dreieck)
n n

K s K

4.52 Lemma:

(1) Basiswechselmatrizen sind invertierbar.

(2) Ist Q irgendeine invertierbare Matriz mit fg o kp = kpr, so ist Q die Basis-
wechselmatriz von F nach F'.

Beweis:
(1) kp und kps sind Isomorphismen. Nach Satz 4.51 gilt:
kg (v) = PL, - kp(v) fiir alle v € V.
Wihle v = k' (z) mit z € K™,
kp (kn' () = PE - kp(kp'(z)) = PL - o fiir alle 2 € K™
Das heifit: kg okl,}1 = fp. Da auf der linken Seite ein Isomorphismus steht,
ist fp auch ein Isomorphismus, d.h. P ist invertierbar.

(2) Wir haben: fg o kp = k.
= fo(kp(v)) = kp/(v). Wihle v = k' (z), =€ K™
= folz) = kp (k' (z)) = fp(z) fiir alle z € K™
= fo=/p

4.53 Satz:
F, F' und F" seien Basen von V. Dann gilt:
i) Die Basiswechselmatriz fir den Ubergang von F nach F" ist das Produkt
der Basiswechselmatrizen fir den Ubergang von F' nach F" mit der fir
den Ubergang von F nach F'.

i
P}Z;II:PFN'P}Z;I

i1) Die Basiswechselmatriz fir den Ubergang von F nach F' ist die Inverse
derjenigen fiir den Ubergang von F' nach F.

(Pp)™' = Pi

Beweis:
i) wir wissen: PL, = ML, (id), Pf, = ML, (id) und P}, = ML, (id).
Es gﬂt: idp_>pu = idFl_)FH o ldF_>Fl
Nach Satz 4.34 gilt dann: PL, = PL, - P
11) idFI_)FI - 1dF—>F’ Oidpl_>F.
E, = ML (id) = M, (id) - ML (id) = PL, - PE' d.h. (PE)~' = Pf.
O
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Beispiel:

Basiswechsel im R%2. S = {ej,e2} und F = {v1,v2} mit v; = (3,4)T und
vo = (—1,2)T.

1. Ubergang von F — S:

2. Ubergang von S — F:
Nach Satz 4.54 gilt:

_ 1 2 1
r=h =5 (2 3)

Sei v = (s1,52)7 ein Vektor beziiglich der Basis S. Was ist dann kg (v) ?

1 2 1 s 1 251+ s
_ pS _ L %) = . Loz
kF(U) = Pp kS(U) 10 <_4 3) <32> 10 (—431 + 332>

Das heifit, v = (251 + s2) - v1 + 15(—4s1 + 352) - va.

f:V — W sei eine lineare Abbildung, F, F’ seien Basen von V, und G, G’ seien
Basen von W.

M = ME(f) und M' = ME/ (f).

Nach Satz 4.27 gilt: kq(f(v)) = M - kp(v) und kg (f(v)) = M' - kg (v).

Wir haben: P = P}’ und Q = P§.

Nach Satz 4.52 gilt dann fiir alle v € V und fiir alle w € W

kF(U) =P kFI (U) bzw. kgl (’LU) = Q . kc;(w).

= ko(f(v))=M -kp(v) =M - P - kp(v)

= ke (f(v) =@ ka(f(v)) = Q- M- P-kp(v).

= M =Q-M-P.

4.54 Satz:
f:V — W sei eine lineare Abbildung. Fiir Basen F, F' von V und Basen G,G’
von W entsteht die Matriz M' von f bzgl. F' und G' aus der Matriz M von f
bzgl. F und G durch

M =Q-M-P,
wobei P die Basiswechselmatriz fir den Ubergang von F' nach F und Q diejenige
fiir den Ubergang von G nach G' ist.

M (f) = MG (id) - M§ (f) - My (id)

Bewels:
Siehe oben. O
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Beispiel:

R SR (2,y)] = (2 —y, —2y, —22 + 2y)7 ist eine lineare Abbildung.
S sei Standardbasis in R?, T’ die Standardbasis in R?. Dann ist

1 -1
MP(f)=10 =2
-2 2

G = {wy,wo, w3} mit wy = (1,1,1)7, wy = (0,1,1)7 und w3 = (0,0,1)7 sei
eine Basis von R3.

F = {v1,v9} mit v; = (1,1)T und vy = (—1,1)7 sei eine Basis von RZ.

Dann ist

1 0 0 T
PL=(PH)yt=[-1 1 0 P§:<1 1)
0 -1 1

Also ergibt sich fiir ME(f):

MG (f) =Pg - Mp(f) - P§=|-2 0

4.55 Satz:
A € K™ sej eine Matriz. A hat genau dann den Rang r, wenn es invertierbare
Matrizen P € Gl (K) und Q € Gl,,(K) gibt mit

E, 0
Q'A'P:(o 0)

Beweis:
“<" Sei Q- A- P in obiger Form. @) sind Zeilenumformungen, P Spaltenumfor-
mungen.
Der Rang einer Matrix wird durch Spalten- und Zeilenumformungen nicht
verdndert.
Aber Rang (% 0) = r. Also ist auch Rang(A) = r.
“=7 1.) wir wissen: A = Mg (fa), wobei fa : x — Az ist.
Rang(A) = Rang(fa) = dimIm(f4).
Im Beispiel im Paragraphen 4.3 haben wir gezeigt:
Es existiert eine Basis F' von K" und eine Basis G von K™ mit

ME(7) = ()
Nach Satz 4.55 gilt dann:
ME(fa) = P5-MZ(fa)- P =Q-A- P, wobei P und @ invertierbar sind.

2.) Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen sind Zeilenumformun-
gen, Rechtsmultiplikation entspricht Spaltenumformungen.
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Durch @ wird A durch Zeilenumformungen in Stufenform gebracht.

Aber Rang(A) =r,d.h. D = {j1,..., - }.

Durch Spaltenvertauschungen erhélt man: D = {1,...,r}, also (EOT 8).
]
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Kapitel 5

Dualitat

Wir haben in den vorangehenden Kapiteln zwei Standardbeispiele fiir Unter-
vektorrdaume kennengelernt:

1. S ={v1,v;} sei ein System von Vektoren.
L(S), die lineare Hiille von S, ist ein Untervektorraum, und es gilt

k
Vo e L(s)Ar, e K: v = Zrivi
i=1

2. Sei A € K™*™ eine Matrix, U = Ly (A) sei die Losungsmenge des homo-
genen Gleichungssystems Az = 0.

In Kapitel 3 haben wir festgestellt:

Fiir alle Untervektorraume U C K™ existiert eine Basis, d. h. U ist vom Typ 1).
Das Ziel von diesem Kapitel ist zu zeigen, daf U auch vom Typ 2) ist.

Die beiden Typen 1) und 2) sind in folgendem Sinne komplementér: Ist U C K"
ein Untervektorraum mit dimU = k, so bendtigt man, wie wir zeigen werden,
n — k Gleichungen, um U festzulegen.

5.1 Der Dualraum

Definition:
Sei V' ein K-Vektorraum. Die linearen Abbildungen X\ : V — K heiffen Linear-
formen auf V.

Addition und Skalarmultiplikation sind punktweise definiert, d.h.
(A +1)(®) = A@) + () und (PA)() = rA(w).

L(V,K) ist der Raum der linearen Abbildungen von V' — K, also der Linear-
formen auf V.
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5.1 Definition:
Sei V' ein K-Vektorraum. Der Dualraum V* ist der Vektorraum aller Linear-
formen L(V,K) auf V.

Beispiel:

Sei V= K™ ! d.h. der Raum der Spaltenvektoren. Sei z = (ay,...,a,) € KX
ein Zeilenvektor.
Definiere eine Linearform A, durch

ALKV S Kis= (31,...sn)Tr—>z-s:Zaisi
Es existiert ein Isomorphismus zwischen K'*™ und L(K™*!, K):
i K o LK™ K) sz e A,

Sei A € L(K™*!, K). Diese Linearform ist eindeutig bestimmt durch ihre Werte
A(ex), wobei ey, die Einheitsvektoren sind.
Wihle z = (21, ..., 2,) mit z; = A(e;).
Es ist zu zeigen: A, = A. Da A durch \(ej) eindeutig bestimmt ist, geniigt es zu
zeigen, dal A, (ex) = A(eg) ist fiir alle k.

n

Mler) = 7 e = f:lzi(ek)i = 32 Aer) - (eu) = M) fir k=1...n.

D.h. der Dualraum des Vektorraums K"*! der Spaltenvektoren ist isomorph
zum Vektorraum der Zeilenvektoren K<™,

Dimension des Dualraums

Nach Satz 4.32 gilt: Aus dim V' = n und dim W = m folgt, da £L(V, W) = K™*"
ist, dim L(V, W) =m - n.
Also in diesem Falle: W = K und dim V' = n. Dann gilt:

dim £(V,K) = dimV* =n = dimV’

Basis des Dualraums

Sei F' = {vy,...,v,} eine Basis von V.
Definiere dann:

1 fallsi=j

L =04 Kronecker-Symbol
0 fallsi#j

)xi:V—>K:vj+—>>\,~(vj):{
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Falls v = 37 rju; ist, gilt \i(v) = 37 rjXi(v) = 7i.
J=1 j=1

5.2 Satz:
F ={vi,...,v,} sei eine Basis von V. Die Koordinatenlinearformen \j : V- —

K bilden eine Basis F' = {\1,..., A} des V*.

Beweis:
dimV = dim V* = n. Es geniigt zu zeigen, dafs das System linear unabhéngig
ist. Dann liegt ein maximales linear unabhéngiges System vor, d. h. eine Basis.

n
Sei also 0= ) r;jA;.
j=1
= ZT’]'A]'(U):O YoeV.
j=1
= ZT’jAj(Ui):O Vi=1...n.
j=1

= r; =0 = lineare Unabhéngigkeit. 0

Aus der Definition der A; erhélt man folgende Darstellungen:
n
v = Z Ai(v) - v;
i=1

n n
Beweis: sei v = ) mv;. Dann ist X\j(v) = ) miAj(vi) = 7.

n

A=) Awi) - A

i=1
n
Beweis: Y A(v;) - Ai(vj) = A(vy).
i=1
Beispiele:
1. V = K™ sei der Raum der Spaltenvektoren mit der Standardbasis
e; = (0,...,1,0...,0)T, wobei die 1 an der i-ten Stelle steht.
Dann ist V* = K" der Raum der Zeilenvektoren, und es sei e =
(0,...,1,0...,0), wobei die 1 wieder an der i-ten Stelle steht..
Die zu {ei, ..., e,) duale Basisin V*ist {e], ..., e}, denn ¢}(e;) = e}-e; =
5ij-

2. Zusammenhang zwischen Basiswechsel in V und V*:
Betrachte V' = R? mit der Basis S = {e;,es} und der Basis F = {v, v}
mit v1 = (1,2)” und vy = (3,4)”. Es gilt also: e; = 3(—4v; + 2v2) und
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€y = %(31)1 - U2).
Basiswechsel von S nach F: Wie man aus obigen Darstellungen von e;
und ey abliest gilt:

1 3 1 /-4 3
P£:<2 4> und PFS:§(2 _1>

Ubertragung auf den Dualraum:

Seien F' = {A;, A2} und 5" = {€],€,} die dualen Basen zu F bzw. S in
V* mit Aj(vi) = 6ij und e;(e]’) = (5”

SeiAeV* dh. A=a; -\ +as- A

Andererseits ist aber A\ = 21 Ai(ei)-€f = i (5 (—4v1+2v2)) el + A1 (5 (301 —

v9))eh = L(—4e} + 3eh).
Ebenso ist Ay = 3(2¢) — €}). Also gilt fiir die Basiswechselmatrix

1 /—4 2
P r = =
2 ( 3 —1)
Das heifst, man erhélt Pg’ aus P2, indem man in PSE die i-te Zeile zur
i-ten Spalte macht.

5.3 Definition: transponierte
Sei M € K™ ™. Die transponierte Matriz M ist gegeben durch: Matrix

j-te Spalte von MT ist die j-te Zeile von M

Oder: Fir M = (a;j) und M = (b;;) gilt a;; = bj;.

Beispiel:

0
1
2

eV N

2 3 4\7
(0 1 2) -
PE = (PE)T = ((PH™)T

5.4 Satz:

F und G seien Basen eines Vektorraumes V und P = PL sei die Basiswechsel-
matriz von F nach G. Die Basiswechselmatriz P' = Pg, fiir den Ubergang der
dualen Basis F' (zu F) zur dualen Basis G' (zu G) erfillt die Gleichung

84



Beweis:
n
Sei F' = {v1,...,vp,} und G = {wy,...,wp}. Es sel w; = ) agjvg, d.h.
k=1

A= PE = (a;).
Nach Satz 4.54 ist A = P~".
Sei F/' ={X1,..., \} und G' = {p1,..., pn}-

)\ = ; bz‘j i

Nach Zaer Darstellungsformel gilt dann:

>\ —ZA Wy ,U/z—ZA (ZWW’W@) Zzakz Uk wi = Za]zﬂz
=1 i=1 k=1

Damit ist gezeigt: aj; = b;j, also P/ = (P71)T. O

5.2 Dualitatstheorie

Jetzt wollen wir Untervektorrdume U C V' durch Gleichungen beschreiben.

5.5 Definition: Annihilator
Sei U ein Untervektorraum von V. Der Annihilator (Annulator) von U ist die
Menge aller X € V* mit X\(u) =0 fiir alle w € U.

U'={AeV*|UCKer\}

e U’ ist ein Untervektorraum von V*.
Beweis: 0 € U’, denn Ker(0) = V.
Seien \, pu € U'. Dann gilt fiir alle v € U:
A+ p)(u) = Auw) +p(uw) =0+0=0und (r-A)(u) =7-Au) =7r-0=0.

e Inklusionen kehren sich um:
UCcw = wcu

Insbesondere gilt: {0} = V* und V' = {0}.
Beweis: Sei A e W' = Aw)=0VweW.
= Mw)=0VweU = XelU'.

5.6 Satz:

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. U C V sei ein Untervektorraum mit
der Basis G = {v1,...,0x}. F = {v1,..., 0k, Vps1,-..,0n} Sei eine Basis von
V. Dann gilt:

85



a) Die Koordinatenlinearformen Agy1,..., A, (bzgl F') bilden eine Basis des
Annihilators U' von U.

b) dimU + dim U’ = dim V.

Beweis:
a) Fir Aj, j > k+ 1 gilt nach Definition: A\j(v;) =0, i =1...k.
= NeUfirj=k+1...n.
Da{\1,..., A\, } eine Basis von V* ist, sind Agy1, ..., A, linear unabhéngig.
Es bleibt also zu zeigen, daf {Agi1,..., Ay} ein erzeugendes System ist.
Dazu sei A € U'.

Da A € V* ist, existieren 7; mit A = ) rj;.
j=1
Es ist aber A(v;) =0Vi=1...k.
n
= 0:)\(1)1') = erkj(vi) =r; Vi=1...k.
7j=1

n n
A=Y A= > T\
Jj=1 j=k+1
b) Folgt unmittelbar aus a).
O
Definition:
codimU := dim U’ = dimV — dim U
5.7 Satz:
U sei ein Untervektorraum eines n-dimensionalen Vektorraumes V. Ai,..., Ay

seien Linearformen auf V. Dann gilt:

m
U= ﬂ Ker); < {\,...,\n} erzeugen U’
j=1

Beweis:
Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt:
1. Zu zeigen: U = [, Ker A.

“C” Nach Definition von U’ gilt: U C KerA VA e U'.

“D” Allgemein gilt: ACB: €A = z€B & z¢B = z¢A.
Sei v € U. Es ist also zu zeigen: v & [, Ker A. Dazu geniigt es zu
zeigen: IXN € U’ : A(v) # 0.

Sei G = {v1,...,v;} eine Basis von U. Da v ¢ U ist, gilt: G; =
{v1,...,vg,v} ist linear unabhéngig.

Erginze G zu einer Basisvon V: F = {vy, ..., 05,0 = Uk 41, Vf12...,0}.
Bilde hierzu die duale Basis F' = {\1,..., A}
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Dabei gilt: S\j(vi) = 5” 5\k+1(vk+1) = S\I.H_l(v) #0.
Andererseits gilt: Agy1(v;) =0 fiir j =1... k.
= Apr1 € U', aber Mg yq1(v) #0.

2. Zu zeigen: W = L(p1, . .., puy) sei ein Untervektorraum von V*. Dann gilt:
Maew Ker A =, Ker p;.

“C” Sei u € Nyey Ker A Dann gilt fiir alle A € W: A(u) = 0.
= piu)=0firj=1...r = weKery;firj=1...r
= u € ;= Kerp;.
“D" Sei u € ;- Kerp;.
= pi(u)=0firj=1...7.
Sei A € W beliebig. Dann gibt es r; mit A = Y rju;.
A(u) = Yo rjpj(u) = 0.
= Au) =0 fiir alle \ € W.

3. Jetzt wird die Aussage des Satzes gezeigt.

“<” Sei {A1,..., A} ein erzeugendes System von U’.
Dann gilt nach 1.): U = g Ker A = (7L, Ker A;.
‘=7 Sei U =L, Ker \;.
Dann gilt: U C Ker A; fiir alle j =1...m.
Gegebenenfalls durch Umnumerierung koénnen wir annehmen, daft
L(A1y...,A\m) = L(A1,..., ) ist, wobei die ;...\, linear unab-
héngig sind.
Sei W =L(Ai,..., ) CU. = dimW <dimU’.
Wir wollen zeigen, daf r = dimU, d.h. W = U’ ist.
U =2 Ker Aj = ey Ker A = ;_, Ker A;.
[V =K o= (M), 2 (0)).
Ker f =(;_, Ker \; = U.
Nach der Rangformel gilt:
dimV = dimKer f + dimIm f < dimU +r < dimU + dim U’ =
dimV =n.
= Uberall steht “=", d.h. » = dim U’. Also ist W = U’.

Zusammenfassung:

V sei ein Vektorraum, dim V' < oco.
U CV sei ein Untervektorraum mit dimU = k.
a) Beschreibung durch “Parameter”:
= arbeiten mit erzeugenden Systemen von U.
= Minimalzahl der Parameter = dimU = k.

b) Beschreibung durch “Gleichungen”:
= arbeiten mit erzeugenden Systemen von U’.
= Minimalzahl von Gleichungen = dimU’ = codimU =n — k.
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Beispiel:

Wir betrachten einen affinen Unterraum A des R® mit A = p + U, wobei gilt:
p=(-2,1,1,2,3)" und U = L(vy,ve,v3) mit v; = (—1,1,0,2,4)7,
vo = (—1,3,-2,10,6)T und v3 = (1,0,—1,2,-3)T.

a)

Beschreibung durch Parameter:

dimU < 3.
-11 0 2 4 10 -1 2 =3
-1 3 -2 10 6 - 10 3 =3 12 3
1 0 -1 2 =3 01 -1 4 1
10 -1 2 =3
— 01 -1 4 1
00 0 0 O

Alsoist dimU = 2. Setze: u; = (1,0,—1,2, —3)" und uy = (0,1, —1,4,1)7.
Damit ergibt sich A = {p + suj + rug | s,t € R}.

Beschreibung durch Gleichungen:

dimU =2 = codimU =5—2 = 3. Es sind also 3 Gleichungen nétig.
Wir suchen eine Basis des Annihilators U’.

u1 und wgy bilden eine Basis von U. Wir erginzen sie zu einer Basis von
R und wihlen dazu uz = e3, ug = e4 und us = es.

Dann bilden die Koordinatenlinearformen A3, A4, A5 bzgl. der Basis F' =

{uy,...,us} eine Basis von U’.

Z.B. ist A\3 dadurch charakterisiert, dafs Ag(u;) = d3; ist fiir 4 =1...5.
5

Wir wissen: A\3(v) = 3. s;v;, wobei v = (vy,...,v5)7 ist.

=1
Entsprechendes gilt fiir A4(v) und A5(v).
Dadurch erhélt man 3 Gleichungssysteme & 5 Gleichungen; 16se sie simul-
tan:

10 -1 2 =3[0 00 1000O0|1 —2 3
01 -1 4 1]/00 0 010001 —4 —1
00 1 0 0/[1 00 — 001001 0 0
00 0 1 0/0 10 000T10/0 1 0
00 0 0 1]00 1 000010 0 1
Das heift: A3 = (1,1,1,0,0), Ay = (=2, 4,0, 1,0) und s = (3,—1,0,0,1).

Also bilden A3, A4, A5 eine Basis von U’.

Nach Satz 5.7 gilt dann: v € U < A3(v) = M(v) = As(v) = 0, d.h.
v E LH(B) mit
1 1 1 00
B=|-2 -4 010
3 -1 0 0 1

yeEA & y=p+umitu€eU.
Wir wissen: A3(y) = A3(p) + Az(u)
und A5 (y) = As(p).

Az(p)
Also ist y eine Losung von By = </\4(p) )

As(p)
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Sei U C V ein Untervektorraum von V, sei U' C V* d.h. U « U’
Sei W C V* ein Untervektorraum von V*, sei W# C V mit

W# = ﬂ Ker A
AEW

Im Schritt 1) vom Beweis von Satz 5.7 wurde gezeigt:

U= () Kerx=(U")*
AeU’

5.8 Definition: Bidualraum
Unter dem Bidualraum eines Vektorraumes V' wversteht man den Dualraum
V** von V*.

Das heifit: Elemente von V** sind Linearformen auf V*.

Wir definieren:
By :V* = K: X Av)

By ist linear: z.B. By (A +p) = (A + ) (v) = A(v) + p(v) = Bu(N) + Bu(p)-
= VYoeV: B, e V* d.h

B:V =V™: 0 p,

5.9 Satz:
V' sei ein endlichdimensionaler Vektorraum. Die Abbildung 5 :V — V** ist ein
Isomorphismus.

Beweis:

— [ ist linear:
Botw(A) = Ao +w) = A(v) + Aw) = By(A) + Buw(A).
Analog: Bry =7 By.

— Nach Definition ist V** = L(V*, K).
Wir wissen aber: V* = L(V, K). Insbesondere gilt nach Satz 4.32: dim V* =
dimV.
Analog gilt dann dim V** =dimV* = dim V.

— Es reicht zu zeigen: Ker g = {0}.
Sei v # 0, aber v € Ker 8. Daraus folgt: 8, =0, d.h. A(v) =0. B,(A) =0
fiir alle A € V'*.
Das heifst, fiir alle A € V* gilt: A(v) = 0.
Aber v # 0. Nach dem Basisergénzungssatz gibt es eine Basis F =
{v,v9,...,0,} von V.
Bildet man die Koordinatenlinearformen, so gilt: A;(v) = 1 und A\;(v) =0
fliri=2...n.
Widerspruch ! Also ist v = 0.

89



Bemerkungen:
1. dimV = o0; i. A. ist S injektiv.

2. dimV < oc.
a) V = V* aber basisabhingig (vgl. Satz 4.32).
b) V 2 V** aber basisunabhingig (vgl. Satz 5.9).

Deshalb werden V' und V** identifiziert.
Seien W C V* und W# C V Untervektorriume. Dann gilt:

W#:= (| KerA={v €V | Av) =0VAeW}
rew
={Bo €V [B(A) =0VAeW}
:ngv**

Insbesondere gilt:

W=0mdUCV = U)=0"=/)Ker=U
AeU’!

Alsoist U" =U.

5.10 Satz: (Dualitétssatz)

V' sei ein endlichdimensionaler Vektorraum. Mit A bezeichnen wir die Menge
aller Untervektorraume von V und mit A* die Menge aller Untervektorraume
von V*.

Der Ubergang zum Annihilator liefert eine Abbildung
Ay: A= A U= U

mit folgenden Eigenschaften:
1.) Ay ist bijektiv mit der Umkehrabbildung

A A - AW W
2.) Ay ist inklusionsumkehrend, d. h.
U, C U,y = U{ D) Ué

3.) Ay vertauscht Summen und Durchschnitte:
(U, +Uy) =UNU,
(hNUz) =U; + U,

4.) FEs gilt die Annihilator-Dimensionsformel

dimU +dim U’ = dimV
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Beweis:

1.) Sei U C V ein Untervektorraum.
AV o Ay(U) =AU =U0"=U =idy(U). = AL oAy =idV
Analoge Uberlegungen fiir V* statt V ergeben: Ay o A}, = idy-.
= Ay ist bijektiv. A, und Aj, sind Umkehrabbildungen.

2.) Schon bekannt: Uy C Uy = U C Ul.
Ebenso gilt dann: U{ C U, = UyJ CU{,d.h. U, CUj.

3.) Sei A € V*.
A annuliert U7 +Us < X annuliert sowohl Uy als auch Us.
Seiue U +Us. = u=uy+ us.
Esist 0 = A(u) = A(u1) + A(uz) und 0 € Uy + Us.
Sei uy =0, d.h. 0 = A(u) = A(uz) und umgekehrt.
Also ist (U + Up)' = U N U,
Es gilt also: (U] +U3)' =U{ NnUY =U; NUs.
Wende darauf Ay an:
Ul + U, = (U] +U)" = (U, NU)'.

4.) siehe Satz 5.6

5.3 Transponierte Abbildungen

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Sei p: W — K eine Linearform auf W.
Dann ist po f : V — K eine Linearform auf V.

5.11 Definition: Transponierte
Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Die Transponierte von f ist die durch Abbildung

fl-w* = V*:p—pof
gegebene Abbildung zwischen den Dualrdumen.

() ) = (no f)v) = p(f(v) YpeW*, veV

5.12 Satz:
g:U—=Vund f:V — W seien lineare Abbildungen. Die Transponierte des
Kompositums fog:U — W ist gegeben durch:

(fog)' =g" o f"

Bewels:
Sei up e W*.
(fog)l(w)=pofog=(fT(w)og=g"(fT(n) = (g7 o f7)(1). O
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5.13 Folgerung:
f:V = W sei ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung g : W — V. Dann ist

fTrW* = V* ein Isomorphismus und die Umkehrabbildung ist g* .

Beweis:
Wir haben gegeben: f og =1idw und go f = idy.
Nach Satz 5.12 gilt: g7 o fT = (idw)? = idyy-
Wir wissen: (idy )" (1) = poidy = p
Analog: fT o ¢g" = (idy)” = idy-. O

5.14 Satz:

[V = W sei eine lineare Abbildung. Ist M die Matriz von f bzgl. den Basen
F von V und G von W, so ist die transponierte Matriz MT die Matriz von fT
beziiglich der dualen Basen G' von W* und F' von V*.

Beweis:
Sei F'={vy,...,v,} und G = {wy,...,wn}.
M = ME(f) = (aij)-
flog) =" aijw;.
Seien F' = {\1,..., \p} und G' = {u1,..., pm} die dualen Basen.
Dann ist Ai(vj) = (52']' und ui(wj) = (523
Wir wollen f7(11;) mit Hilfe von ); darstellen. Wir benutzen dazu die Dar-
stellungsformel:

A= "Mk fiie A= fT(ug) = pjo f

f ( Of Z of Uz
:Z”J (i) A _Z”J(Z akiwk>>\i
k
= ZZ(LMNJ wk )\ = ZajiAi = Z(MT)ijAj

7 7

= F'—Koordlnaten von fT(uj), d.h. ME = M"

Spezialfall:

Sei A€ K™, fq: K™ — K":z+ Az, d.h. A= MZ(fa).

K™ und K™ sind Réume von Spaltenvektoren. Dann sind (K™)* und (K™)*
Raume von Zeilenvektoren.

Wir identifizieren jetzt (K™)* = K™ und (K™)* = K™.

Dann erhalten wir nach Satz 5.14: f£ K™ 5 K"y ATy
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Insbesondere liefert Satz 5.12 folgendes:
Wir wissen: Sei M2 (fa) = A und MZ(fg) = B.
Dann ist Mg (fog) = A- B.

(A-B)T =BT . AT (5.15)

5.16 Satz:
V und W seien endlichdimensionale Vektorraume, und f : V. — W sei linear.
Mit der Identifizierung V = V** und W = W** erhdlt man auch fI7 = f.

Beweis:
Sei M = ML (f), F sei eine Basis von V und G eine Basis von W. Wir wissen
bereits, dak mit Hilfe der Identifizierung V = V** F” = F die duale Basis der
dualen Basis F’ ist. Analog gilt: W = W** und G” = G ist die duale Basis
der dualen Basis G'.
Nach Satz 5.14 gilt: M7 = ML, (f™7) = ML (f7).
Aber M™T = M, also auch f77 = f. O

5.17 Satz:
f:V = W sei eine lineare Abbildung. Es gilt:
a) Ker(f1) = Annihilator von Im(f)

b) Im(fT) = Annihilator von Ker(f)

Beweis:

a)

peKerfl & fT(u)=0
& pof=0
< p(fw)=0 YveV
& pw)=0 Vwelnf
& p€ (Im(f))

b) VEVH W W und f = fT7T
(Im(f7))" = Ker(f"") = Ker(f)
Wende Annihilator an:
Im 7' = (Im(f7))" = (Ker(f*T))" = (Ker f)".

5.18 Folgerung:
Seien V., W endlichdimensionale Vektorraume. Es gilt fiir jede lineare Abbildung
f:VoW:

dim(Im f) = dim(Im f7), d. h. Rang(f) = Rang(f7)
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Beweis:
fT:W* — V*. Es gilt die Dimensionsformel:

dim(Im f7) 4 dim(Ker f7) = dim W*

Nach Satz 5.17 folgt: Ker(f) = (Im(f))’
Nach Satz 5.6 gilt: dim(Ker f7) = dim W — dim(Im f) = dim W* — dim(Im f)
dim(Im f7) + dim W* — dim(Im f) = dim W*. O

Bemerkungen:
1. Imf CW, Im(fT) C V™.

2. Begrifflicher Beweis von “Zeilenrang = Spaltenrang”:
Spaltenrang von A = dimUg(A) = dim(Im f4) = Rang(fa)
Zeilenrang von A = dim Uy (A) = dim Us(AT) = dim(Im(f7) = Rang(f])
Mit Folgerung 5.18 folgt die Behauptung.

5.19 Folgerung:
Sei dimV < oo und sei f: V — V ein Endomorphismus. Dann gilt:

dim(Ker f) = dim(Ker fT)

Beweis:
Rangformel fiir f und f7:

dim(Im f7) + dim(Ker f7) = dimV* = dim V = dim(Im f) + dim(Ker f)

Daraus folgt die Beh. O

5.20 Folgerung:
Seien dimV, dim W < oco. Fiir jede lineare Abbildung f:V — W gilt:
a) f ist surjektiv < fT ist injektiv

b) f ist injektiv < fT ist surjektiv

Beweis:
a) Nach Satz 5.17 gilt: Ker(f7) = (Im f)'.
Aus der Charakterisierung des Annihilators folgt:
Ker(f7) = {0} < Im(f)=W.
b) Satz 5.17 liefert: Im(f?) = (Ker f)'.
Also ist Im(fT) =V* <« Kerf = {0}.
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Anwendung auf lineare Gleichungssysteme:

Sei A € K™*" eine Koeffizientenmatrix. Sei f4 : £ — Az. Dann gilt:
i. Lg(A) =Ker(fa)
ii. Us(A) = Im(f4)
i, Uy(A) = Us(AT) = Tm(fT) = (Kex(f4))', d.h. Uz(A) = (L (A))’

5.21 Satz:
Sei A e K™*" be K™. Es gilt die folgende Alternative:
Entweder ist Az = b losbar oder ATy =0 und bTy = 1 besitzen Losungen.

Beweis:
fa: K" — K™ f¥.:KM - K"
Az = blésbar & b€ Im(fa) = (Ker(f1))".
Az = b nicht losbar & b ¢ (Ker(f1))".
b (Ker(f)) = 3IpeKer(fi): p(b) #0
Skaliere p derart, dak i(b) = 1, aber:

fi(b) =b'p = 1.
peKer(ff) = fE()=0 < ATi=0.D.h. Az = bist nicht l5sbar
&  Jymit ATy =0 und by = 1. O
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Kapitel 6

Vektorraume mit Skalarprodukt

6.1 Standardskalarprodukt in R? und R?

P(fEthz)

\V/7? + 13 = Abstand vom Nullpunkt

Die Vektorstruktur von R? ist gegeben durch die Translationen:

Q+ (w1, m2)"
Translation = Vektor
\/3:% + w% = l(($1,$2)T)

Q

z und y senkrecht zueinander:

T+ T —y Gleichschenkliges Dreieck

Linge” = (z1 +y1)° + (2 + 12)° = 2 + 22122 + ¥} + 23 + 22292 + 43
= (21 —y1)* + (w2 — y2)® = 2] — 2z191 + ¥} + 25 — 22292 + 5

2z1y1 + 222y = —2x1Yy1 — 272Y2

T1Y1 + w2y2 = 0.

4y
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Schreibweise:
(x,y) = z1y1 + T2y

Damit ergibt sich fiir die Linge eines Vektors: [ = /22 + 22 = \/ (2, 7).

Eigenschaften von (-,-):
i) bilinear, d.h.
(re+sy,z) =7 (x,2) +s- (y,2)
(z,rz+sy) =71 (z,z2) +5- (2,y)
ii) symmetrisch, d.h.
(,y) = (y,7)
iii) positiv definit, d. h.

(r,z) <0 und (zr,z) =0 <& z=0

Beweis:
i)

e = ((10)- ()
=r(z121 + T222) + 5(y121 + Y222)
=7 (z,2) +s(y,z)

Aufgrund der Symmetrie folgt:

(z,rx +sy) = (re+sy,z) =r (x,2) + syz

=7 (z,z) +5 (2,9)

i) (r,7) =22 + 23 >=0.
(r,2) =0 = 2?2=0 A 23= = z=0.

Definition:
e zly & (z,y) =0
e ||z|| = Lange von x = \/ (z,x) .

Satz des Pythagoras:

lz+ylI>= (z+y,2+y)
= (z,2) + (z,y) + (z,9) + (y,¥)
= |lz|* +2 (z,y) +|yl”
~——
=0

= Beh.
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Lineae Abhingigkeit:
— z, y linear abhéngig:
z.B. x =r-y. Dann ist
(z,y) = (ry,y) =7 (y,u) =7 [lyl*
(z,2) =7* (y,y) =7 |lylI*.
= lzll =7yl
Alsoist (z,y) =7yl - llyll = £z - [yl

— z, y linear unabhéngig:

}Ilyll-sina oi]l = floa]l =1 und vy Loy

U2
«
U1 x
N— —

llyl[-cos o
Aus der Schule bekannt:
y=|lyll-cosa-vi +|y|| -sine - vy
Dann ist:

(z,y) = (2, [lyll - cos - vy + [ly[| - sinex - v2)
= llyll-cose- (@,v1) +lyll-sina- (z,02)
—— ——
llzll- (v1,01) =0

= [lzll - llyll - cos

Der Fall R3
Es wird definiert:

(,y) = z1y1 + T2y + T3y3
zly <  (z,y) =0

Eine affine Ebene kann folgendermafen dargestellt werden:

E={r R | a1z +aas +azzs=b} =p+U

relU &  a1x1+axrs+azzry =0

& (a,z) =0 mit a = (a1,a,a3)"

E=p+U=p+{z R |zla}
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6.1 Definition:

Sei V' ein reeller Vektorraum. Fin Skalarprodukt ist eine Abbildung von V X
VoR:(z,y)— (z,y), so daff gilt:
i) Die Abbildung ist bilinear, d. h. fir alle x,y,z € V und alle r,s € R gilt:

(re+sy,z) =7 (x,2) +s- (y,2)
(z,rz+sy) =7 (z,z2) +5- (2,y)
it) Die Abbildung ist symmetrisch, d. h. fir alle x,y € V gilt:

(z,y) = (y, )
ii1) Die Abbildung ist positiv definit, d. h. fir alle x € V' gilt:
(x,z) >0 und (r,z) =0 < 2x=0

Bemerkung:

Bilinear bedeutet:

Ist y € V fest, dann ist die Abbildung: (-,y) : z — (z,y) linear und
ist z € V fest, so ist die Abbildung: (z,-) : y — (z,y) linear.

Eine solche Abbildung geht nicht fiir alle Kérper K # R. Ist V ein reeller Vek-
torraum, so ist ein Skalarprodukt eine bilineare, symmetrische, positiv definite
Abbildung V x V — R.

Beispiele:
1. R™:
n
i=1

2. F sei eine Basis von V.
Pp:V XV = R:®(z,y) = (kp(z),kr(y))

3. ¢([a,b]) sei die Menge der stetigen Funktionen auf [a, b].
b

(f.9) = / f () - g(z) de

a

6.2 Definition:
V sei ein R-Vektorraum. Die Norm eines Vektors ist definiert als

el = v/ (, z)

Zwei Vektoren x,y € V sind orthogonal genau dann, wenn (x,y) =0,
d.h. xly.
Ist ||z|| = 1, so ist x ein Einheitsvektor.
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Bemerkung:
— e; € R" seien die Vektoren der Standardbasis. Es gilt: (e;,ej) = d;;, d.h.
lle;|l = 1. Also sind die e; paarweise orthogonale Einheitsvektoren.

— Satz von Pythagoras:
Es ist [lz +yl1” = [|2]1* + 2 (z,9) + [lyl*.

lz +ylI* = llz” + IlylI* & azLly

6.3 Satz: (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)
Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt:

| () | < )l - Nyl

Beweis:
1. z und y sind linear abhéngig, 0.B.d. A. x = ry.

lzl? = (ry,ry) =2yl =zl = |r|- [yl
| @) [ =Irl- lyll” = Nl - llyll-
2. z und y linear unabhéngig, d.h. z +ry # 0 fiir alle r € R.
Also ist 0 < ||z + ry||? (sonst wire ||z + ry|| = 0, also = + ry = 0).
0<|lz +ryl* = (z+ry,z+ry)
= |lzl* + (z,ry) + (ry, @) +72- ||yl
= |ll* +2 (z,ry) =r*|lyl®

Da die obige Ungleichung fiir alle » € R gilt, setze rg = — |<|:Z ’|?|’2> .

2
= 0<|lz|? ~ 2 - (oy) + Gl - o]
Durch Kiirzen erhélt man:

2
0< o) - 222

[yl
Insbesondere ist ||y|| # 0, da sonst = und y linear abhéngig wéren.
= (zy) 2 <ll=zPlyl? = @) <zl lyll.

Bemerkung:
n
i) Gegeben sei R" mit (z,y) = > zyi.
i=1
Sei y = (1,1,1,...,1)T. Dann folgt aus | (z,y) | < ||z| - |y||:

':lei < \/((II,(II> '\/(yv?/> = “ :1511'22"11, also

)

! e

arithmetisches Mittel < quadratisches Mittel
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ii) Gegeben sei der Raum ¢([a,b]) der stetigen Funktionen auf [a, b] mit

1 1
b 2 b 2

b
/f(ﬂﬂ)-g(x) dz = (f,9) <IIfIIllgll = /(f(x))de : /(g(l“))zdI

a a

iii) Dreiecksungleichung:
lz+yll? = lz1*+2 (,y) +yl* < =l +2: Iz ]Iyl +lyl? = (=l +yl)?.

Iz +yll < llzll + llyll

Die Dreiecksungleichung gilt fiir alle Skalarprodukte !

6.4 Satz: (Eigenschaften der Norm)

Sei V' ein reeller Vektorraum mait Skalarprodukt. Dann gilt:
1. ||z]| >0 und |z]| =0 < x2=0 (positiv definit)
2. Fir alle r > 0 gilt: ||rz|| =7 ||z
3. Fir alle x,y € V gilt: ||z +y|| < ||z|| + ||yl

6.4b Definition:
V' sei ein reeller Vektorraum.
1. HatV ein Skalarprodukt, so nennt man V auch einen euklidischen Vek-
torraum.

2. Eine Abbildung ||| : V' — R mit den Eigenschaften 1) bis 3) aus 6.4 heifit
Norm.

3. Hat 'V eine Norm, so nennt man V einen normierten Vektorraum.

Zusammenfassung:
euklidischer Vektorraum

!

normierter Vektorraum

+
R-Vektorraum

Aber: Nicht jeder normierte Vektorraum ist ein euklidischer Vektorraum !
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6.2 Orthogonale Zerlegungen

Sei {vy,...,vn} eine Basm von V mit (v, U]> = 0;j.
Seien z,y € V, d.h. 2 = szv, und y = ZywZ
=1 =1

(z,y)

n n
=1 =1
n n
= Z ziy; (vi, vj) = inyi
i=1

1,j=1

6.5 Definition:

V' sei ein euklidischer Vektorraum. U C 'V sei ein Untervektorraum. Dann sei
Li={zeV|zluVuecU}
={zreV| (z,u) =0VYue U}

Bemerkung:

* Ut = N{z eV | (z,u) =0} = N Ker(z — (z,u)),
uelU uelU
das heifit, U+ ist der Durchschnitt von Untervektorrdumen und somit

wieder ein Untervektorraum.

* Seien ui,ug €U+ = (up,u) =0 A (ug,u) =0.
= (u; +ug,u) =0
= U1%-U2617L.
Analog fiir ru;.

Beispiel:

Sei U C R* mit U = L({(1,2,3,4)T, (1,1,1,1)T})
velUt & (v,u) :0 VuelU.
Sei u € U, dann ist u = Z U,

(v,uy = (v,> qui) = Zaz (v, u;) .
Also: U = L({u1,...,u,}) CV.

={veV| (vu) =0 Vi=1...n}

In unserem Beispiel gilt:

1 2 3 4 0
(1 11 1)-(1}1 vy U3 v4)T=<0> & veUt

- Ul:L({(l,—2,1,0)T, (2, —3,0,1)T}).
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6.6 Satz:
V' sei ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Sei U C V' ein Unter-

vektorraum. Dann gilt:
UeUt=V

Beweis:

i. z.z.. UNU* = {0}, d.h. Summe ist direkt.
SeiueUNUY = (uu) =0 = u=0

ii. z.z.: dimU + dim U+ = dim V.
Sei {u1,...,u} eine Basis von U.
Sei f:V - RF:v ((ul,v) , (ug,v) ..., (ug,v) )T. Dann ist f linear.
UNUL = {0}. Also ist v € Ker(f) & (uj,v) =0 & veUL.
U nKer(f) ={0}.
f|U ist injektiv.
Aufserdem gilt: dimIm(f) > dimIm(f|U) = dim(f(U)) = dimU = k.
dimIm(f) < dim(R¥) =k = dimIm(f) = k.
dimU+ = dimKer(f) = dimV — dimIm(f) = dimV — dimU. Daraus
folgt die Behauptung.
Dies ist ausreichend, da U @ U+ C V.

6.7 Folgerung:
V' sei ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, U CV sei ein Unter-
vektorraum. Dann gilt:

Unut = {0}
dimU + dimU~+ = dimV

Beweis:
Folgt direkt aus Satz 6.6 O

6.8 Folgerung:
Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit dimV < oo. So gilt:
a) Sei U CV ein Untervektorraum. Dann ist

utt=U
b) Seien U, W Untervektorraume. Dann gilt:
vcw e  whtcut
c) Seien U, W C 'V Untervektorraume. Dann ist:
UCuwW)t=vutnwt
Unw)yt=vtuwt
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Beweis:
a) we U & (ww) =0VvelU' & wel.

b) “=” Seiv e W+ = (v,w) =0Vwe W.
= (vu) =0YueU = wveU
“an WJ_ C UJ_ = ULL C WLL = U C w.

c¢) Ubungsaufgabe!

6.9 Satz:
V' sei ein euklidischer Vektorraum. Zu jeder Linearform A : V — R existiert ein
eindeutiges Element uw € V', so daf§ gilt:

Av) = (u,v) VYveV

Beweis:
a) Eindeutigkeit:
Sei A eine Linearform mit A(v) = (u1,v) = (ug,v) Vv eV.
= (up —ug,v) =0 VoeV
= u—up €VE={0} = wu =us.

b) Existenz:
Falls A = 0, wihle v =0, da (0,v) = 0.
Falls A # 0, gilt:
dimIm(A) > 1 und dimIm(A) < dim(R) = 1, d.h. dimIm(X) = 1.
= Ker A ist eine Hyperebene, d.h. dimKer(\) = dimV — 1.
Setze H := Ker A
= V=HeH' = dimH'=dmV -dimH =1
Sei ug € H* mit |lu|| = 1.
Sei u = A(ug) - uop-
= (u,v) = AMup) - (up,v) =0 Vve H
Vv € H gilt: v € Ker A, d.h. A\(v) =0.
Wir haben also schon bewiesen: (u,-) |7 = A|n.
Da V = H® H"' ist, geniigt es zu zeigen: (u,v) = \(v) Vv € H*'.
H+={r-ug|reR}.
(u,Tug) = (Mug) - wo, Tuo) = Xug) - 7+ (ug, up) = M ug) -7 = A(rugp).

6.10 Folgerung:
Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Fir jedes u € V' sei die Abbildung d definiert
durch

d(u) : v (u,v)

Dann ist die Abbildung d : V — V* ein Isomorphismus (von Vektorraumen).
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Beweis:
d ist linear, bijektiv nach 6.9. O

Bemerkungen:
1. Der Isomorphismus d : V' — V* liefert eine Interpretation des Annihil-
ators, namlich:
dUt) =0

wobei U C V ein Untervektorraum ist.
Sei A =d(w) e V*,weV.

AelU & ANu)=0 VYVuelU
& (u,w) =0 VwueU nach Def. von d
s weUt
& AedUh

2. affine Unterrdume: £ = p + U:
Sei v1,. .., v eine Basis von U™,
Setze b; := (p,v;) firi=1...k.
Dann gilt:
re€FE & (x,v) =b firi=1...k

Beweis:
“="zxelk & z=p+umituel.

= (z,v) = (p,vi) + (u,v;) =b;
“<” Sei (r,v;) =b; firi=1...k.

= (r—p,vi) =bi— (p,vi) =b; —b; =0

> z—peUtt=U.

3. Sei U C V ein Untervektorraum eines euklidischen Vektorraumes V. Dann
ist
V=UoU*

VoeV Av=u+wmitu e Uwe UL

Py:V-sV:iv=ut+w—u

d.h. Py ordnet jedem v € V die ,U-Komponente* zu. Py heifst orthogo-
nale Projektion von V auf U.

Py(v)=u & welU Au—veUt (6.11)

Beispiel:
Sei dimU =1, sei e € U und |le|]| = 1. Dann ist Py = (v,e) -e.

Beweis: (v,e) -e€ U.
(v—(v,e) ,e) = (v,e) — (v,e) - {e,e) =0. Aus (6.11) folgt die Behauptung.

105



6.12 Satz:
V' sei ein euklidischer Vektorraum, U C 'V ein Untervektorraum. Die orthogo-
nale Projektion Py :'V — V ist eine lineare Abbildung mit:

a) Py(v)=v < wvelU

b) Py(v) =0 & weUt

Beweis:
Die Aussagen a) und b) folgen direkt aus 6.11. Es bleibt also nur zu zeigen,
dall Py linear ist.
Sei v1 = uy + wi, V2 = Uy + wa, wobei uy, us € U und wy, w; € U™ sind.
TU1 + SV = rUl + rwi + Sug + Swg = U + suzj—i-z’uq + Sws.

eU e;]1
= PU(TUI+SU2) = Tru] + Sus :’I“-PU(’Ul)-i-S'PU(UQ). O
Analog gilt fiir die Projektion Pp1 auf U+ :
Ppi(v)=w & v=utw, welU", v—wel

Damit ergibt sich:
v = Py(v) + Py1(v)

6.13 Satz:

V' sei ein euklidischer Vektorraum, U C 'V ein Untervektorraum und v € V' sei
ein fest gewdhlter Vektor. Fiir alle uw € U gilt:

lv = Po(@)l] < [lv = ull

Bewels:
Sei w € U. Dann ist:
v—u=v— Py(v)+ Py(v) — u.

eI‘J'L e‘IrJ
= beide Teile sind orthogonal zueinander.
Nach Pythagoras gilt dann:
lo —ull* = [[o = Pr()||> + | Pr(v) — ul*.
= flv—ull = [lv=Pou()].

Gleichheit in obiger Ungleichung gilt genau dann, wenn v = Py (v). O
6.14 Definition: orthogonales
V' sei ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Man nennt ein System von Vekto- System
ren {v1,...,v,} ein orthogonales System, wenn die v; von Null verschie-
den und paarweise orthogonal sind. Fin Orthogonalsystem von Einheitsvektoren
heifit Orthonormalsystem Orthonormalsystem
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Bemerkungen:

o {v1,..., vy} ist Orthonormalsystem (ON-System) < (v;,v;) = d;;.

e Sei {u1,...,un} ein Orthogonalsystem. Dann ist {v1,...,v,} mit v; =
IIZ%H ein Orthonormalsystem.
e Sei F'={vy,...,v,} eine Basis von V. Sei
n
Op(u,v) = (kp(u), kr(w)) =D uw;
i=1
n n
falls u = 3 w;v; und w; = > w;v; Dann ist

Qp(vi,v5) = (ei,ej) = dij

d.h. F ist beziiglich ®r ein Orthonormalsystem.

6.15 Lemma:
Orthogonalsysteme sind linear unabhdngig.

Beweis:

m
Sei {v1,...,v,} ein Orthogonalsystem. Sei 0 = Y ;v;.

=1
m m 9 !
0= <Z ti“iavj> = > ti (vi,v5) = tjllvs]°.
i=1 i=1

Da ||v;]|? # 0 ist, folgt: t; = 0.

Bemerkungen:
e Eine Orthonormalbasis ist eine Basis, die ein Orthonormalsystem ist.

e Aus Lemma 6.15 folgt: Ein ON-System S ist genau dann eine Basis, wenn
die Anzahl der Elemente = dim V ist.

m
e Sei F'={vy,...,v,} eine Orthonormalbasis. Sei v = ) x;v;
m =1
= (v,v5) = > w; (vi,v5) = 35,
i=1
d.h. (v,v;) ist die j-te F-Koordinate von v. Also gilt:

m

v = Z (v,v;) v; (6.16)
=1
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n m
e Seiv=> zvund w= Y y;v;.

7’71 m m 7’71 m m m
(v,0) = <2x zyivi> =3 Sy (o) = 3 @
=1 =1 i=1j5=1 =1
(U,UJ) = Z (Uavi> : <UJ,’UZ'>
i1 (6.17)
ol = 3% ()
1=

e d:V — V*ist ein Isomorphismus mit d(u) : v — (u,v).
Sei F' = {uy,...,up} eine ON-Basis.
d(ui)(uj) = (ujuj) = 05, d.-h. F' = {d(u1),...,d(u,)} ist die duale
Basis zu F'.

6.18 Satz:
V' sei ein euklidischer Vektorraum, U C 'V ein Untervektorraum. Ist {uy,...,ux}
eine Orthonormalbasis von U, so gilt:

Beweis:
k
w:= Y (v,u;) u; €U, da {uy,...,ux} eine Basis von U ist.
i=1

Es ist zu zeigen, dak v —u € U+ ist. Es gilt:

k
(v —u,u;) = <U — Z (v, u;) Ui,’u,]’>
i=1
k

= (U,Uj> _Z <1),’U,i> <Ui,'U/j>

=1

= (Uvuj> - (v’uj> =0

6.19 Satz:
V' sei ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Jedes Orthonormalsy-
stem in V' laf§t sich zu einer Orthonormalbasis ergdnzen.

Beweis:

{v1,...,vx} sei ein ON-System. Sei U = L({vl, . ,vk}).
Fall 1: U =V Dann sind wir bereits fertig.
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Fall 2: U # V. Dann ist V = U @ U+ mit U+ # {0}.
Sei v € Ut mit lvgril = 1.

= {vi,..., 0, Vps1} ist ein ON-System.

Das Verfahren bricht nach dim V' — k Schritten ab.

Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt

Sei ' ={u1,...,un} ein linear unabhéngiges System.

Gesucht ist ein ON-System S’ = {u},...,ul,} mit L(u1,...,ux) = L(u},...

firk=1...,m.

Wir setzen: Uy = L(uq,...,ux) und P, = Py, .

1. Schritt : Setze
/ a1

U, =
P

k. Schritt (k > 2):

Sei {u},...,uj_,} ein ON-System mit L(uy,...,u;) =Ufirl =1...

Vp = Uk —Pk_l(uk) S Ukal NU.
~N =

€U eUp_1

Setze also:
Vk

[0l
Dann ist das System {u},...,u}} ein ON-System.

up, = mit v = up — Pr_1(ug)

6.20 Satz:

V sei ein euklidischer Vektorraum. Zu jedem linear unabhdngigen System {uy, ...

in'V gibt es ein Orthonormalsystem {u', ..., ul,} mit

L(uy, ... ux) = L(ul, ..., up} firk=1...m

Beweis:
Siehe oben. O
Bemerkungen:
e Falls F = {uy,...,u,} eine Basis von V ist, liefert das Verfahren eine

ON-Basis von V.

e Gelte L(uq,...,uy) = L(u},...,ul). Dann ist:
l !
Uy = C11U1 U = d11u1
l ! l
Uy = C12U7 + Co2UY U = d12u1 + d22u2

Die Basiswechselmatrizen P} " und Pl{?, enthalten nur Eintrédge oberhalb

der Diagonalen. Solche Matrizen heiffen obere Dreiecksmatrizen.
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Beispiel:

Gegeben sei der R?* mit dem Standardskalarprodukt, sei S = {uq,us,us} mit
up = (1,—1,0)", up = (3,1,1)" und uz = (2,0,5)7.

o lull=v2 = u=5(,-10"

e Berechne P (ug) = (uz,uT’1> u) = % . % 2-(1,-1,0)" = (1,-1,0)T.
_ w—Pi(u2) _ (2,2,1)" _ 1 T
U = P =8 = 352 1)

o Py(u3) = (uz,ul) uy
(

__u —P. (u’) — \ 7_174)T — 1 T
U3 = T Prual] — vie = vis( b hd)
6.3 Orthogonale Gruppe
6.21 Definition: orthogonal

Eine lineare Abbildung f : V — W heifit orthogonal, wenn fiir alle u, v € V
gilt:
(f(u), f(v)) = (u,v)

d. h. insbesondere gilt:
flu)Lf(v) < wulwv

If@l = vl YueV

Abbildungen heiffen isometrisch, wenn sie die Ldnge der Vektoren erhalten,
also wenn || f(uw)|| = ||u|| ist.

Weiterhin gilt: Isometrische Abbildungen sind injektiv.

Beispiele:
1. id : V — V ist orthogonal

2. Sei F' = {v1,...,v,} eine ON-Basis und kr die Koordinatenabbildung.
Dann ist

Op(u,v) = (ky(u), kr(v))
orthogonal.

3. Sei U CV ein Untervektorraum von V', U # V.
Dann gilt fiir alle v € V : v = Py(v) + Py (v).
Wir setzen:
Su(v) := Py (v) — Py (v)
Sy heift Spiegelung am Untervektorraum U. Falls U = {0}, dann ist
Sy (v) = —v.
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Beh.: Sy ist orthogonal.
Bew.: Sy ist linear, da Linearkombination von linearen Abbildungen.

(Su(v), Su(w)) = (Py(v) = Py (v), Pr(w) = Pyo(w))
v), Po(w)) + (Pyo(v), Py (w))

= (v,w) .

F

4. g:V =V :v+— 2.0 ist nicht orthogonal, hat aber die Eigenschaft:
ulv < g(u)lg(v)

aber g ist nicht isometrisch, da [|g(u)|| = 2 - |Ju]|.

6.22 Satz:
Sei {v1,...,v,} eine ON-Basis von V und f:V — W eine lineare Abbildung.
f st genau dann orthogonal, wenn {f(v1),..., f(v,)} ein ON-System in W ist.

Beweis:

“=" Sei f orthogonal, d.h. (f(Ul),f(’U]» = <’UZ',U]'> = 5”

“<” Sei f:V — W linear, sei {f(v1),..., f(vn)} ein ON-System.
n n

Sei u = 277% und v = '21 50;.
1= 7=

(f(u), f(v)) = <Z mf(vi),zsa'f(vj)>
i—1 j=1

= Z stj- (f (i), f(v5))
i=1 j=1

= sti = <U,U>
=1

Also ist f orthogonal.

Spezialfille:
Sei f:V — V linear und orthogonal. Dann gilt:

e id: V — V ist orthogonal.

e Ist f: V — V orthogonal, so ist f auch injektiv. Falls dim V < oo ist, ist
f surjektiv, also bijektiv. Das bedeutet, f~! existiert und es gilt:

() [T ) = (fof ), fo fHw)) = (v,w)

Also ist auch f~! orthogonal.
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e Sind f,g:V — V orthogonal, so ist auch f o g orthogonal.
Bew.: ((fog)(v),(feg)(w)) = (g(v),g(w)) = (v,w).

e Komposition ist assoziativ.

6.23 Satz:

Die orthogonalen Abbildungen eines endlichdimensionalen Vektorraums in sich
selbst bilden eine Gruppe beziiglich der durch Komposition definierten Multipli-
kation.

Diese Gruppe heifit Orthogonale Gruppe von V. Sie wird mit O(V') bezeich-
net. O(V') ist eine Untergruppe von Aut(V'), d. h. der Abbildungen f:V — V,

die Isomorphismen sind.

Bewels:
Siehe oben. O

Sei F' = {v1,...,v,} eine ON-Basis, sei f : V. — V orthogonal. Dann ist
{f(v1),..., f(vn)} eine ON-Basis.

Sei A = ME(f). Die Spalten von A enthalten dann die F-Koordinaten von
f(v). kp(f(v;)) sind die Spalten von A, aber kp : V' — R" ist orthogonal, d. h.
kr(f(vi)) ist eine ON-Basis im R™.

Das Skalarprodukt von der i-ten und k-ten Spalte von A ist gleich 1, falls ¢ = &
und 0, falls 7 # k. Aber die i-te Spalte von A ist die i-te Zeile von A”', d.h. man
kann das Skalarprodukt ausdriicken als

AT . A=E, (+)

Sei A € R™™, so dak AT - A = E,. Dann existiert ein f : V — V mit A =
ME(f).

(+) besagt: Die Spalten von A sind eine ON-Basis in R".

Nach Satz 6.22 gilt dann (auf kr angewendet): f(v;) ist eine ON-Basis von V.
Daraus folgt nach S. 6.22 (auf f angewendet): f ist orthogonal.

6.24 Definition:
Eine Matriz A € R™" heifit orthogonal, wenn AT - A = E,,.

Insbesondere sind orthogonale Matrizen invertierbar mit
At =A"

Weiterhin gilt
A-AT=E,

und

A ist orthogonal < Spalten von A bilden eine ON-Basis
& Zeilen von A sind eine ON-Basis
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6.25 Satz:
Sei F = {vy,...,v,} eine ON-Basis vonV und f : V. — V eine lineare Abbilung.
Sei A die Matriz von f beziglich F. Dann gilt:

f st orthogonal < A ist orthogonal

Bewels:
Sei A = (ai;) = M (f).

(f (vi), fvi)) = <Z akivk,zazjvz>
k=1 =1
=3 apia (vg, )

k=11=1
n n
T
= Zakiakj = Z(A )ik
k=1 k=1

i-te Komponente der j-ten Spalte von AT - A.
ATA:En = <f(’l)l),f(’l)])> :613 O

Falls F' keine ON-Basis ist, muft die Matrix einer orthogonalen Abbildung nicht
notwendig orthogonal sein.

6.26 Folgerung:
Die orthogonalen n x n-Matrizen bilden eine Gruppe.

Beweis:
Nach Satz 6.25 gilt: f orthogonal < A orthogonal.
Nach Satz 6.23 bilden die orthogonalen Abbildungen eine Gruppe
und ME : L(V,V) — R ist ein Isomorphismus von K-Algebren. O

Diese Gruppe heiftt orthogonale Gruppe in n Dimensionen.
Bezeichnung: O, (R). Sie ist eine Untergruppe von Gl,(R).

6.27 Lemma:
Alle Basiswechselmatrizen zwischen Orthonormalbasen sind orthogonale Matri-
zen.

Beweis:
F={v,...,u,}, F' ={v},...,v],} seilen ON-Basen.
Die i-te Spalte der Basiswechselmatrix P/, ist kg (v;).
Betrachte f: V — V : v} — v; orthogonal.
Darstellungsmatrix von f: die i-te Spalte ist kps (f(v})) = kpr(v;), d.h. beide
Matrizen sind identisch, aber die Darstellungsmatrix ist orthogonal. 0
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Spezialfall: dimV = 2

Sei A= (Z 2) Dann gilt:

AcO0,R) © >+ =1, *+d*=1, ac+bd=0

Fallunterscheidung liefert:

mit a® + b2 = 1.
Die Matrizen vom Typ (+) mit det A = 1 heiken eigentliche orthogonale
Matrizen .

— FE ist eigentlich.

ATl =AT = <_ab Z) ist eigentlich.
o 1
— Seien A = (Z ab> und A’ = (Z, al’)> eigentlich.

aa' — b —ab —a'b

— ! . . .
ab+ab  ad — by > = A" - A eigentlich.

Dann ist auch A" A’ = (

Die eigenlich orthogonalen Matrizen bilden folglich eine kommmutative Gruppe.
Sie wird bezeichnet mit SO2(R?) oder mit Ot (2).

Die Matrizen vom Typ (—) bildet keine Gruppe (E2 & (—)).

Die orthogonale Gruppe Oz(R) ist nicht kommutativ:

(10 (11
J‘(o —1> A‘ﬁ<1 —1>

11 1 -1
A= L ] =L
J-A 7 (_1 1) A-J 5 (1 ] >
Geometrische Interpretation:

* Ya €[0,27) : D(a) = <Cosa _ema

sino  cos o

> € SOQ(R)

. a —b 9 19

x Sei A = b 4 € SOz(R) = a +b=1
= Jla: a=cosa, b=sing, d.h. D(a) = A.

+ Betrachte den R? mit Standardskalarprodukt.

fo:RZ 5 R0 D(a) v

Sei ||v|| = 1, d. h. v 148t sich schreiben als v = (cos ¢, sin ). Dann ist

fulv) = <cos<pcosa—sin<,osina> _ (cos(a—i-(p))

cos @ sin a + sin ¢ cos « sin(a + @)
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fa(el)

x
€l Eigentlich orthogonale Matrizen
bewirken Drehungen !

« seiA:(“ b>mita2+b2:1.
b —a

. cosa  sina
E”O[E[O,Qﬂ')lnltA:(. )
sina  —cos
. s —sin &
Seivy = . 2] und vy = AR
Slni COS§

Es ist also ||v1]] = ||ve|| = 1 und vy Lveg
cos a cos § + sin asin § cos §
== . = U1
& sin §

AUl == . .
sin v cos § — cos asin §

in&
Aoy = (8} = s
—cos §
= bewirkt Spiegelung!

Zusammenfassung:

e Elemente aus SO2(R) sind Drehungen.

e Elemente aus O~ (R) sind Spiegelungen.
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Kapitel 7

Polynomringe,
Restklassenstrukturen

7.1 Polynomringe

1+ 222 4+ z* und 3 + 427 sind beides Polynome.
Allgemeiner: K sei ein Korper. Ausdriicke der Form

n
E aiX’
1=0

heifsen Polynome in der Unbekannten X. Die a; heiffen Koeffizienten.
Addition und Multiplikation werden wie folgt definiert:
n n

Seien p = 3" ¢; X’ und ¢ = Y b;X* Polynome. Dann ist

n

p+q:= Z(ai + bi)Xi

i=0
und
2n )
pa= [ Xm0
i=0 \j+k=i

n -

Das Polynom ) a; X" kann auch als unendliches Tupel (ag, a1, ag, ... ,ay,0,0,...)
i=0

aufgefalst werden. Dann ergibt sich fiir Addition und Multiplikation folgendes:

(aOaala---aa’naOaOv"')+(b0ab13"'abm30303"') = (a’0+b03a1+b13"')
und
(aOaala---aanaOaOv"') ’ (bOabla"'abmaOaOa"') = (aObOaa’Obl +a1b0a"')

d.h. der i-te Eintrag lautet ) a;by.
k=i
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7.1 Definition:
Ein Polynom mit Koeffizienten in K ist eine Abbildung p : N — K mit p(i) = 0
fur alle hinreichend grofle i. Hierfir sind folgende Operationen erkldrt:

a) Skalarmultiplikation: Fir Polynome p und a € K setzt man

ap:N—= K i a-p(i)
b) Addition: Seien p, q Polynome. Dann ist
p+q:N—= K :i—p(i)+q(i)
¢) Multiplikation: Seien p, q Polynome. Das Produkt ist erklirt als

p-q:N—=-K:i— Z a;by,
k=i

Die so erklarten Operationen liefern wieder Polynome.

Skalarmultiplikation und Addition sind nichts anderes als die punktweise defi-
nierten Operationen auf Abb(N, K).

= Die Polynome bilden einen Untervektorraum von Abb(N, K).

7.2 Lemma:

Die Multiplikation von Polynomen ist assoziativ, distributiv und kommutativ,
d. h. fiir alle Polynome f, g, h gilt:

a) (f-g)-h=f-(g-h)
b) f-(g+h)=fg+fh
c) fg=gf

Beweis:
a) Assoziativitét:

((f-9) W@ = (f-9)r)-hls)

r+s=i
=Y > fhekhs)= Y f(i)g(k)h(s)
r+s=i j+k=r J+k+s=i
(f-(g-m)@) =D fG)-(g-h)(r)
jHr=t
=Y. D fWewhs) = > F)g(k)h(s)
JjHr=i k+s=r Jt+k+s=i

b)c) Analog.

e Multiplikation besitzt ein Einselement:

) 1 fire=0
60(1):{

0 sonst
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Man sieht sofort, daf gilt: eq- f = f-eg = f.
Damit bilden die Polynome einen kommutativen Ring.

Fiir alle a € K setze f, := a - eg.
Die Zuordnung a — f, ist injektiv.
Mit f, léRt sich wie mit Korperelementen rechnen:

faotfo=farv  fa-fo=far [1=¢0

Wir kénnen also den Kérper K als Unterring der Polynome auffassen.

Skalare Vielfache sind spezielle Produkte von Polynomen, d.h. insbeson-
dere

(@-f)-g=f-(a-g)=a-(f-9)
= Polynome bilden eine kommutative K-Algebra
Definiere spezielle Polynome e; mit e;(i) = d;;
Es gilt e; - ej = ej4;.
{ejj € No} bildet eine “Standardbasis”.
f=70)eo+ f(l)er +---+ f(n)ey, falls f(i) =0 fiir i >n

e; 1Rt sich schreiben als e; = ey - ey -e;-----e; = (e1)*

z'f‘r:w,l
Zusitzlich setzt man (e)? := 1.

Die “Unbekannte” X wird definiert als
X = €1 Xi = (el)i = €;
= Fiir alle Polynome gilt also:
n
f:Zaz-ei =ag-1l4+aer+---+ape,

i=0

:a0+a1X—i—a2X2+---—|—anX”
Das bedeutet, dal die “Unbekannte” X nichts anderes als ein spezielles
Polynom ist.

Man bezeichnet die Menge der Polynome iiber dem Kérper K in der Un-
bekannten X mit K[X].

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dafs man in Polynome
n .
F(X) =) aX'
i=0

beliebige Elemente u € A einsetzen kann, wobei A eine K-Algebra ist,
d.h.
f(u) = ag + aru+agu® + - +au” €A
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7.3 Satz:
A sei eine K-Algebra. Fiir jedes uw € A erhdlt man durch

oy K[X] = A: f f(u)

einen Homomorphismus von K-Algebren.

Beweis:
Wir haben ¢, (X7) = u/.
Skalarmultiplikation und Addition sind koeffizientenweise definiert.
= (p, ist linear.
‘Pu(Xj) : ‘Pu(XZ) =l ul =t = ‘Pu(XiJrj) = ‘Pu(Xj : Xl)
= oulf) eulg) =wulf-9)  VfgeK[X]
Insbesondere ist ¢, (1) = 1.
D.h. ¢, ist ein Homomorphismus von K-Algebren. O

Beispiele:
1. Ae K™ ist Element einer K-Algebra, sei f € K[X].
f(A) = aoEy +ar1A+ -+ a, A"

2. Polynome selbst sind eine K-Algebra. Seien f,h € K[X].
f(M(X)) = a0+ a1h(X) + - + an(h(z))"
3. Einsetzen des Korpers selbst. Sei f € K[X] und t € K.
f@&)=ap+art+---+at" €K
Man definiert folgende Zuordnung:
ap: K = K :t— f(t)

ay heikt Polynomabbildung.
Man muf im Allgemeinen zwischen dem Polynom f und der Polynomab-
bildung « unterscheiden !
Beispiel: Sei K = {0, 1} ein zweielementiger Korper.
f(X) =X+ X?und g(X) = X + X3.
f(0)=02+0=0=0%+0=g(0)
f()=12+1=0=13+1=g(1)
= ay = qag, aber f #g.
Bei endlichen Korpern muf man also aufpassen !

Sei f € K[X] mit
f(X) = ZaiXi
=0
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Eine Nullstelle von f in K ist ein Element ¢ € K mit

n
= Z aiti =0
i=0

Die Existenz von Nullstellen héingt vom Koérper ab, z. B.

f(X)=X%?2+1 €R[X] keine Nullstellen
[X] Nullstellen +i

f(X)=X?-2 €R[X] Nullstellen +v/?2

Q[X] keine Nullstellen

Sei f(X) = Z a; X" mit a,, # 0. Dann ist Grad(f) = n.

Der Grad 1st nur definiert, falls f # 0 ist, d.h. das Nullpolynom hat keinen
Grad.

Eigenschaften von Grad(f):
e Grad: K[X] = N

Grad(f + g) < max{Grad(f),Grad(g)}

Grad sf = Grad f

Grad f - g = Grad f + Grad g

Pu(X) = {f € KIX]|f =0 V Grad(f) <n)
ist ein Untervektorraum von K[X] mit der Basis {1, X, X?,..., X"}

g € K[X] ist ein Teiler von f € K[X] genau dann, wenn es ein h € K[X] gibt
mit

f=g-h

7.4 Satz:
FEin Element t € K ist genau dann eine Nullstelle von f € K[X], wenn X — 1t
ein Teiler von f ist.

Beweis:
“<” Sei f(X) =h(X)- (X —t). Dann ist f(t) = h(t) - (t —t) = 0.
“=" Sei f(t) =0.

Dann ist f(X) = f(X) — f(t) = Z;(aZX’ —a;t') = Z a; (X" —tY)

Fiir i < 2 gilt: (X?—t*) = (X —#)(X"~ 1+t X 2 4. +tl D) = (X —t)h(X).
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Die Vielfachheit einer Nullstelle ¢ ist die grofste natiirliche Zahl m, fiir die
(X —t)™ ein Teiler von f ist.

7.5 Satz:
f € K[X] sei ein Polynom vom Grade n. Die Summe der Vielfachheiten aller
Nullstellen von f in K ist hochstens n.

Beweis:
Seien ti,...,t; Nullstellen von f mit Vielfachheiten my, ..., my.
FX) = (X = )M (X = )2 e (X = )™ - g(X)

n = Grad(f) =mi+ma+ -+ my + Grad(g) > my +mo + -+ + my. O

7.6 Folgerung:
K sei ein Kdorper mit unendlich vielen Elementen. Liefern zwet Polynome f,g €
K[X] dieselbe Polynomabbildung, so gilt f = g in K[X].

Beweis:
Fiir alle t € K gilt: f(t) = g(t), d.h. h := f—g hat unendlich viele Nullstellen.
= Nach Satz 7.5 gilt: h = 0. O

Man sagt, dak f € K[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, wenn
F(X)=a- (X —t))" (X —ta)™ -+ - (X —tg)™*

wobel a der Koeffizient des hochsten Gliedes ist.

e Es gibt Beispiele von Polynomen in R[X] und Q[X], ..., die keine Null-
stellen haben.

e Man kann aber ein Polynom f € K[X] immer in Faktoren zerlegen, die
nicht weiter zerlegbar sind.

e Schreibweise: g ist ein Teiler von f < f=g-h < g¢|f.
e Korperelemente sind die einzigen Polynome mit multiplikativen Inversen.

e Jedes Polynom f € K[X] hat dieselben Teiler wie a- f, a # 0. Wir kénnen
uns also auf normierte Polynome beschrinken, d. h. auf Polynome f #
0, bei denen der Koeffizient des hochsten Gliedes 1 ist.
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7.7 Definition:

f € K[X] sei ein Polynom mit Grad(f) > 1. f ist irreduzibel, wenn f keine

Teiler g € K[X] mit 1 < Gradg < Grad(f) besitzt.

Das heifst: f hat keine trivialen Teiler a # 0.

Ob f irreduzibel ist, hingt vom Korper ab:
f(X)=X%2-2 €Q[X] irreduzibel
€ R[X] zerlegbar

7.8 Satz:
f € K[X] sei ein normiertes Polynom mit Grad f > 1.
[ besitzt eine bis auf die Reihenfolge eindeutige Darstellung

f = p"lTl'l . p;nQ ..... pk

mit verschiedenen normierten irreduziblen Polynomen p; € K[X] mit Vielfach-

heiten m; > 1.

Beweis:
Induktion iiber Grad(f):
Induktionsanfang: Sei Grad(f) = 1: Beh. klar!

Sei Grad(f) = n, sei die Aussage fiir alle Polynome mit Grad < n — 1

bewiesen.

Entweder ist f irreduzibel; dann sind wir fertig. Oder f besitzt nichttriviale
Teiler, d.h. f =¢-h mit 1 < Grad(g) < Grad(h) < Grad(f) <n.
Dann besitzen aber g, h die gewiinschte Zerlegung, und somit auch f.

Es bleibt nur noch die Eindeutigkeit der Darstellung nachzuweisen. Dazu brau-

chen wir aber folgendes Lemma:

7.9 Lemma: (von Euklid)

p € K[X] sei ein irreduzibles Polynom. Teilt p ein Produkt g - h, so teilt p einen

der beiden Faktoren g oder h.

Beweis:
beruht auf Teilern mit Rest. Siehe Buch: Bosch, Algebra.

Seien f = p1---pr = q1---qs zwei Zerlegungen mit p;,q; irreduzibel, aber

nicht notwendigerweise verschieden.

Nach Lemma 7.9 gilt: p; teilt g;,. Da beide irreduzibel sind, muf ¢;, = p

sein.
Umnumerieren, so daf g;, das erste Polynom ist.

= pilpePr—@q) =0 = papr=q2qs.

Wiederholung des Arguments liefert: 7 = s und p; = ¢; (ggf. umnumerieren).
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7.2 Komplexe Zahlen

Naiver Zugang:
e 22 41 =0 ist in R nicht 16sbar. Postuliere also ¢ mit 2 = —1.
e Betrachte Linearkombinationen von 1 und ¢, d.h. a + b.

e Beim Rechen beachten wir: 32 = —1

Formaler Zugang:

e Betrachte R? und definiere auf folgende Art eine Multplikation:
(a1,b1) - (a2,b2) = (a1a2 — bibz, arbe + azbr)

Dann bildet (R?,+,-) einen Korper.
Beweis:
Addition: (R?,+) bildet einen Vektorraum.
Kommutativitdt der Multiplikation: Die Definition der Mult. ist sym-
metrisch in den Indizes
Einselement: (1,0), da (1,0)(a,b) = (a,b).
Inverses: (a,b)~! = (45 ﬁ)
Assoziativitdt, Distributivitit durch Nachrechnen.

e R? mit obiger Multiplikation ist ein Kérper; er heikt Kérper der kom-
plexen Zahlen und wird mit C bezeichnet.

e Wir wollen jetzt den Koérper R der reellen Zahlen in C einbetten. Dazu
betrachten wir die Menge

R={(a,0) |a e R} CcC

Wie man leicht durch Nachrechnen feststellt, ist R abgeschlossen beziig-
lich Addition, Multiplikation und Skalarmultiplikation. Mit R kénnen wir
rechnen wie mit R:

j:R—=C:aw (a,0)

j ist linear und injektiv. Es ist j(R) = R, d.h. j : R — R ist ein Isomor-
phismus. Wir kénnen deshalb R und R identifizieren.

e Was ist nun dieses “i” 7
Wir stellen fest, dak das Polynom X2 + 1 € C[X] ein Nullstelle besitzt,
némlich gilt: (0,1) - (0,1) + (1,0) = (=1,0) + (L, 0) = (0,0).
Definiere ¢ := (0, 1) und bezeichne (1,0) = 1.
Nun sind aber (1,0) und (0, 1) eine Basis des R?, d.h. fiir alle (a,b) € C
gilt: (a,b) = (a,0) - (1,0) + (b,0) - (0,1) = a + ib.
Also ist a + b nur eine andere Schreibweise fiir (a,b) € C.

e Sei nun z = a + ib € C eine komplexe Zahl. Dann ist
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Re(z) = a der Realteil von z
Im(z) = b der Imaginérteil von z
Z = a — b die konjugiert-komplexe Zahl.

e Seien z, u € C Dann gilt:
zeR & 2z=%
zZ=1=z
z+u=7zZ4+u
Z-u=2z-u

Also ist die Abbildung

i C=2Ciz—z
ein bijektiver Ringhomomorphismus.

e Veranschaulichung:

u—+v

2.5+ 1.51

U

Die Addition ist komponentenweise definiert; sie richtet sich nach der Par-
allelogrammregel.

T =TrCcosy
Yy =rsing
r

BN

Vz € C 3! Darstellung z = r cos ¢ + ir sinp mit ¢ € [0, 27).
r heifit Betrag von z, geschrieben: r = |z|. Der Betrag hat folgende Ei-

genschaften:
|z| >0und |2] =0 < 2z=0
|21 + 22| < |21] + |22 Dreiecksungleichung
|21 - 22| = [21] - |22

e Multiplikation in Polarkoordinaten:
Sei z =rcosy +irsinp und w = tcosy + it siny. Dann ist:

z-w = rt(cos ¢ - cos —sinp - sintp) + irt(sin g - cos 1 + cos psin )
= rtcos(p + ) +irtsin(p + 1)

D.h. Betrage multiplizieren, Winkel addieren.
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e Bemerkung zu den Nullstellen von Polynomen:
Sei f € R[X] Somit ist auch f € C[X]. Sei A € C ein Nullstelle von f.
Dann ist A Nullstelle von f.

Beweis:
FO)=>"a(N) =Y aXN =) a =) a) =f(A)=0
=0 =0 =0 =0
Spezialfille:

— lineares Polynom:
ag+a1 X =0 = X=-2cR
— quadratisches Polynom:
FX)=X24+aX +b=(X+2)2 -2 4+
[(X)=0 & (X+%?=%-0b
LFall: © —b>0:  Xjp=-2+,/2—

2 .
2Fall%—b<0 XI/ZZ—%Z‘Z’L b—%

7.10 Satz: (Hauptsatz der Algebra)
Jedes nicht-konstante Polynom aus C[X] hat eine Nullstelle in C

Beweis:
Nach Gaufs, evtl. Analysis oder Funktionentheorie. O

Satz 7.10 besagt also: Die einzigen irreduziblen Polynome sind die linearen Po-
lynome, und jedes Polynom in C zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren.

7.3 Quotientenrdume

Beispiel:

Betrachte die ganzen Zahlen Z. Sei U die Menge der ungeraden Zahlen und G
die Menge der geraden Zahlen. Dann gilt:

G+U=U=U+G U-G=G=G-U
U+U=G U-u=U

Z wird durch U = {z € Z | z ungerade} und G = {z € Z | z gerade} in zwei
Teilmengen zerlegt, so daf gilt: GNU =0 und GUU = Z.

G und U werden als neue Objekte betrachtet, und auf diesen werden + und -
so definiert, dafs sie kompatibel mit + und - auf R sind.
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Es wird definiert:

fall
p:7Z—{G, U} :n+— v tallsnet
G fallsneG
Damit gilt:
p(n) + p(m) = pln+n)
¢ + G = G
p(n) - plm) = p(n-m)

Dies entspricht dem Rechnen modulo 2.

Sei ¢ € N. Wir zerlegen Z in Klassen Ry, ..., R4_1:

z € 7 gehort zur Menge R; genau dann, wenn z bei der Division durch ¢ den
Rest 7 14ft, d.h. wenn z =rg+4 mit 0 <7 < qg— 1.

Diese R; heifen Restklassen modulo ¢. Fiir diese gilt:

q—1
Z=J R R;NR; = { fiir i # j
=0

Nach Konstruktion gilt:

m,n € R; & m=rq+1i, n=sq+1
& m—n=(r—s)q € Ry
Sind m und n in derselben Restklasse beziiglich Division durch ¢ enthalten, so

schreibt man:
m=n mod q

Betrachte Zg = {Ry, ..., Rg—1}. Dann gibt es die kanonische Projektion
Pl —Lg:n=rqg+i— R;
Damit gilt:
m,n € R; & p(m) = p(n)

& m—n € Ry
< p(m —n) = Ry

Definiere auf Z, Addition und Multiplikation durch:

p(n) +p(m) = p(n +m)
p(n) - p(m) =p(n-m)
d.h. R+ Rj = p(n +m) und R; - Rj = p(n-m), wenn m € R; und n € R; ist.
Bei einer solchen Definition ist zu zeigen, daf sie unabhéngig von der Wahl der
Reprisentaten ist.
Seien also m, m' € R; und n, n’ € R;. Dann gilt: m—m/ =r-qund n—n' = s-q.
m—m'+n—n"=(r+s)g=m+n—(m'+n'). Also liegen m +n und m’ +n'
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in derselben Restklasse.
m-n—m'-n'"=m(n—n")—n'(m'—m) =m-sq+n'-rq=r(ms+n'r) € Ry.
Also sind auch mn und m'n’ aus derselben Restklasse.

Wie man leicht nachrechnen kann, bildet (Z4, +,-) einen Ring. Er heifit Rest-
klassenring von Z nach gq.

7.11 Definition: Aquivalenz-
E sei eine Menge. Eine fir Paare (x,y) € E X E erklirte Relation x ~ = heifit relation
Aquivalenzrelation, wenn gilt:

1)z~ (Reflexivitit)
0~y = y~=z (Symmetrie)
e~y N y~z = x~2 (Transitivitit)

Sprechweise: x ist dquivalent zu y.

Fiir alle 2 € F definieren wir die Aquivalenzklasse von z mittels

t={yel|z~y}

7.12 Lemma:

1)z ez

2)i=9 & x~y
3)i#9y & Nng=10
Beweis:

1. z ~x.

2.8it=9 = wxz€x = xEY
Somit ist = z ~y
Sei z ~y. Sei z € §. Dann ist z ~ x, d.h. z € Z.
Also ist g C #. Andere Richtung der Inklusion analog.

3. Beh. ist dquivalent zu 2 =¢ < 2Ng#0.
“=” SeizNy#0,dh. Izeing.
Dann gilt:  ~ z und y ~ z. Also gilt auch z ~ y. Nach 2. ist £ = .
“=" Seiz=y = x€iNny = Beh.
O

Damit haben wir gezeigt: Eine Aquivalenzrelatin induziert eine Zerlegung von
E in Klassen mit der Eigenschaft:

E:Ui ing=0 <
xR

>
N
Nagl
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7.13 Definition:
Es sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge E. Unter dem Quotient E/R
von E nach der Aquivalenzrelation R versteht man die Menge der Aquivalenz-

Klassen bzgl. R. Diese Menge der Aquivalenzklassen bezeichnet man mit E/R
(zu lesen: E modulo R).

Sei E eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf E.
p:E—-E/R:z— &

heifst kanonische Projektion von E auf E/R. p ist surjektiv.

7.14 Lemma:
U CV sei ein Untervektorraum. Fir x,y € U gilt:

zr+U=y+U & zxz—yeU

Beweis:

“=7 Seiz+U=y+U.
= dugeU: z=y+uy
= zrz—y=uy€U.

“<=” Seix—y=ug €U.
r+U=y+uy+UCy+U=c—-—uy+UCz+U
= 2+U=y+U

Jetzt definieren wir eine Aquivalenzrelation mittels
T~y & r—yelU

Dies wird oft geschrieben als = y mod U. Die Menge der Aquivalenzrela-
tionen bezeichnen wir mit V/U. Es ist zu zeigen, dak = ~ y tatséchlich eine
Aquivalenzrelation ist:

Beweis:

i. Reflexivitit:

z~zr wr—xz=0eU

ii. Symmetrie:

r~y & z—yelU = —1l(z—y=y—zelU = y~u.
iii. Transitivitéit:

Sei z ~yund y ~ 2 & r—yelU AN y—zeU

= (z-—y)+ly—2=LYy—2¢€lU = z~z O
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Die Elemente von V/U sind die affinen Unterrdume mit Richtungsraum U, d.h.
t={yeVi]z—yeU}=x+U

Beweis:

“C"Seiyer = xz—yeU,dhz—y=ueclU
y=z—uy€x+U.Alsoist 2 Cz+U

“D"Seiyex+U = y=z+ug
= y—z=uyclU = yecz.

Mache V/U zum Vektorraum
Definiere Addition und Skalarmultiplikation:

e Addition:
Seien z,y € V/U. Dann sei

——

@ 44 = Aquivalenzklasse von (z +y) =z +y

Es mufs gezeigt werden, dafs die Definition unabhéngig vom Reprasentan-
ten ist:

Seien x1,x2 € T und y1,y2 € 4.

Wir wollen zeigen, dab (z; +y1) — (z2 + y2) € U ist.

1 — 22 € U und y; — y» € U. Somit ist auch z1 +y; — (z2 + y2) € U Dies
bedeutet ml/ﬁl = mﬂz Die Definition ist sinnvoll.

e Skalarmultiplikation:
Sei 7 € K und & € V/U. Definiere dann:

T =7z
Wiederum ist die Unabhingigkeit von der Wahl der Représentaten zu
zeigen, d.h. seien z1,z9 € V/U.
Dann ist 21 — 29 € U, also auch r(x1 — x9) = ra; —rae € U.

V/U mit den oben definierten Operationen ist wiederum ein Vektorraum. Er
heiftt Quotientenvektorraum.

Beweis:
Z.B. Assoziativitit der Addition:
Daz ez, yey,z€ 2z ..und da V ein Vektorraum ist, gilt:

(:f:—i—g})—i-é:x/wL\waé: (x+y)+z=z+ (y+2) ::f:—i—y/—k\zziwt(g)—ké).
uU.8.W O
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7.15 Satz:
U CV sei ein Vektorraum. Die kanonische Projektion p : V. — V/U ist eine
surjektive, lineare Abbildung mit Ker(p) =U.

Beweis:
— Surjektivitdt gilt allgemein fiir kanonische Abbildungen.

— Linearitét:
plu+v)=u+v="1a+9=p(u)+p)
)

— Kern:
pluy=0 & w—-0€U & wuel.

Dimension von U/V:
Sei dim V' < oo. Nach der Dimensionsformel gilt:

dimV/U =dimV — dimU

Der Umgang mit V/U wird dadurch vereinfacht, dak V/U wieder ein Vektor-

raum ist, der isomorph zu einen Untervektorraum von V ist.

Sei U C V ein Untervektorraum, sei dim V' < oo.
Wir haben frither schon gezeigt:

VU C V dUntervektorraum W : U W =V

Das bedeutet, dafs fiir alle v € V eine eindeutige Darstellung v = u + w mit

u € U und w € W existiert.
w Das Supplement W schneidet alle af-

finen Unterrdume v + U ein genau
U einem Punkt.

Beweis:

veV = dDarstellung : v =
U+ w.

= z+Us5c—u=weW

= z+UNW ={w}. O

7.16 Satz:
U C V sei ein Untervektorraum. Ist W ein Supplement zu U, so liefert die
FEinschrinkung von p : V. — V/U auf W einen Isomorphismus:

plw:W = V/U, dh. W=V/U
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Beweis:
— p|lw injektiv: Sei w € W derart, daf p(w) = 0.
=pelU = weWnU,dh w=0
— p|lw surjektiv: Wir wissen, dak p: V' — V/U surjektiv ist.
Sei x € V. x besitzt eine eindeutige Darstellung = u + w mit v € U und
weWw.
p(z) = p(u+w) = p(u) + p(w) = p(w) = plw (w).

7.17 Satz:
U CV sei ein Untervektorraum, f:V — W sei linear. Es gibt genau dann eine
lineare Abbildung
g:V/IU—-W mit gop=f
wenn U C Ker(f).

Bildlich: s

NS

p ist surjektiv, d.h. g ist durch g o p = f eindeutig festgelegt.
g heiftt die durch f induzierte Abbildung.

V w

Beweis:
“=7 Sei g : V/U — W gegeben durch gop = f.
Sei u € U. Dann ist f(u) = g(p(u)) = g(0) =0, d.h. U C Ker(f).
“<” Sei U C Ker(f).
Wir definieren: g(z) = f(x), falls p(z) = Z. Wir miissen also noch zeigen,
daf die Definition unabhéngig vom Reprisentanten und linear ist.
1. Reprisentantenunabhéngigkeit, d.h. Vz,y € 2 : f(z) = f(y)
Seien z,y€ 2: x—yelU = flz—y)=f(x)— f(y)=0.
g ist also wohldefiniert durch gop = f.
2. Linearitit: seien 2, € V/U.
9@ +9) =g(x+y) = flz+y) = fz)+ fly) = 9(2) + 9(9).
g(ri) = g(rz) = f(rz) = rf(z) = rg(2).

7.18 Lemma:
f:V = W sei eine lineare Abbildung. [ induziert einen Isomorphismus

f:V/Ker(f) — Im(f)
d.h. V/Ker(f) = Im(f).

Beweis:
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f:V — W kann man auffassen als f : V — Im(f). f ist surjektiv und

Ker(f) = Ker(f).

Aus Satz 7.17 folgt dann: f ist linear und induziert eine lineare Abbildung
f:V/Ker(f) = Im(f), so dak gilt: fop = f = f.

= f ist surjektiv.

Sei z € V/Ker(f) mit f(9) = 0.

Aber f(z) = f(z), d.h. 2 € Ker(f) = Ker(f). Also ist & = 0.

f ist injektiv. a

f:V/Ker(f) = Im(f) : & = z + Ker(f) — f(z)

7.19 Lemma:
U CV sei ein Untervektorraum. Man hat einen kanonischen Isomorphismus
des Annihilators von U mit dem Dualraum von V/U.

Beweis:
Annihilator U’ C V*. Dann gilt: A€ U’ < A(v) =0 fiir alle v € U,
d.h. U CKer(A) und A : V — K.
Nach 7.17 und 7.18 gilt:
A liefert induzierte Linearform A : V/U — K mit Aop = .
Wir definieren:
U = (VIU)* : XA A

e 7 ist linear:

j(rA) = rj(A\) analog.
e j ist injektiv:
Sei A derart, dak j(A) =0, d.h. fiir alle € V/U gilt:
i(\) (%) = A(#) = A(x) = 0. Dann ist A = 0.
e 7 ist surjektiv:
Sei A € (V/U)*,d.h. A\: V/U = K.
Definiere A : V — K : A(z) = A&) = AM(p(x)).
= M€ V*. Seijetzt x € U.
Az) = A(#) = Ap(z)) = M0) =0
= XeU.
Nach Konstruktion von j gilt: j(A\) = X, d.h. j ist surjektiv.
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