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Kapitel 8

Determinanten

Sei K ein Korper und K™*™ der Vektorraum der n x n-Matrizen iiber K. Ziel
dieses Kapitels ist zu zeigen, dass es genau eine Abbildung

det: K" — K
gibt mit folgenden Eigenschaften.

i) Hélt man alle Spalten bis auf die i-te fest, so ist det eine lineare Funk-
tion der i-ten Spalte (Multilinearitét).

ii) Sind zwei Spalten in A gleich, so ist det A = 0 (Antisymmtrie).
iii) Fiir die Einheitsmatrix F gilt det E = 1 (Normierung).

Solche Abbildungen tauchen auf bei der Berechnung von Flécheninhalten von
Parallelogrammen und Volumen von Parallelotopen.

8.1 Inhalt von Parallelogrammen und
Parallelotopen

Flacheninhalt von Parallelogrammen

Fiir F = {v1,v2},v; € R? definieren wir
mp = {rw +rove : 0< ;< 1,i=1,2} C R%.
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2 Determinanten

7 ist das von v; und vy aufgespannte Parallelogramm. Sind v; und vs linear
abhingig, so ist mp ausgeartet zu einer Linie oder sogar einem Punkt. Der
Flicheninhalt von p+7r C R?, p € R? hiingt nicht von p ab, sondern nur von
v1 und v (Translationsinvarianz). Der Flidcheninhalt ist also eine Abbildung

I:RxR— R, (Ul,UQ) — I(’Ul,’UQ)
mit den Eigenschaften

a) I(vi,v9) > 0. I(v1,v2) = 0 genau dann, wenn v; und ve linear abhéngig
sind.

b) I ist positiv homogen, d.h.

I(rvi,vy) = rl(vi,v3) = I(vy,rvy) fiir alle r > 0. (8.1)

I(Ul + Vo, 1)2) = I(’Ul, UQ) = I(Ul, U1+ UQ). (82)

d) Fiir die Standardbasis {ej, es} von R? gilt

I(el, 62) =1. (83)

Orientierter Flicheninhalt von Parallelogrammen
Ist (v1,v2) eine geordnete Basis von R?, dann ist

(1) (v, vq) positiv orientiert, wenn man v; gegen den Uhrzeigersinn dre-
hen muss, um auf kiirzestem Wege vy zu erreichen,

(2) (v1,v9) positiv orientiert, wenn man v; mit dem Uhrzeigersinn drehen
muss, um auf kiirzestem Wege vy zu erreichen.

Wir definieren den orientierten Flidcheninhalt von p + 7 durch

I(vy,v,) falls (v1,v9) positiv orientiert ist,
J(v1,v2) = ¢ —I(vy,v9) falls (v, v9) negativ orientiert ist,

0 sonst.

Die Abbildung J: R?> x R? — R hat die Eigenschaften
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8.1 Inhalt von Parallelogrammen und Parallelotopen 3

a) J ist bilinear, d.h.

J(rvi,ve) = rd(vi,v) = J(v,1v9) fiir alle r € R
J(Ul,’Ug +U3) = J(’Ul,UQ) + J(’Ul,’U3)
J(vy +vg,v3) = J(vi,vs) + J(vo,v3) fiir alle vy, vy, v3 € R2,

b) J ist alternierend, d.h.

J(v,v) =0 fiir alle v € R?.

¢) J ist normiert, d.h. fiir die Standardbasis {e;, e} von R? gilt

J(el, 62) =1.
Die explizite Formel fiir J ist

J(ai1e1 + agi€2,a12€1 + ages) = 11022 — A12091.

Volumen von Parallelotopen

Analog zum zweidimensionalen Fall definieren wir fiir ein (geordnetes) Tripel
von Vektoren F' = (v, vs,v3) C R® das von vy, v9, v3 aufgespannte Parallelo-
top

mp = {rv + vy +r3v3 1 0<r; <1,i=1,2,3}.

Das Volumen von p+7g,p € R® hiingt nicht von p ab, ist also eine Abbildung
I' R xR xR® = R, (v, v0,v3) — I(v1, 9, v3)

mit den Eigenschaften:

a) Fiir alle r > 0 gilt:

I(rvy, vy, v3) = I(v1, 109, v3) = I(v1, V9, 7v3) = 71 (v1, Ve, v3). (8.1

b) I dndert sich nicht, wenn man einen der drei Vektoren zu einem anderen

addiert, z.B.

I(Ul, Vg, ’Ug) = I(Ul + V3, Vg, U3) = I(Ul, Vg + V3, ’U3). (82,)



4 Determinanten

¢) I ist normiert, d.h. fiir die Standardbasis e, €5, e3 von R? gilt

I(el, €9, 63) =1. (83’)

Analog zum zweidimensionalen Fall kénnen wir mit Hilfe der ,rechten—-Hand—
Regel“ eine Orientierung fiir eine geordnete Basis (vy, v2, v3) von R? einfiihren.
Wir definieren dann

I(vy,vq9,v3) falls (vy,vq,v3) positiv orientiert ist,
J(v1,v9,v3) = ¢ —I(vy,v9,v3) falls (vy,v9) negativ orientiert ist,

0 sonst.
J: R x R® x R® — R hat die Eigenschaften
(i) J ist trilinear, d.h. fiir alle 7 € R und vy, vy, v3,v4 € R? gilt

J(rv1, v9,v3) = J(v1, 109, v3) = J(v1, V9, rv3) = 7J (V1, V2, V3),

J(v1 + v, v3,v4) = J(v1,v3,04) + J(v2, V3, V4),
J(vi,v2 +v3,0v4) = J(v1,v2,vs) + J(v1,03,04),
J(v1,v2,v3 +v4) = J(v1,v2,v3) + J(v1,09,v4).

(ii) J ist alternierend, d.h. sind zwei Eintriige gleich, so gilt J = 0.

(iii) J ist normiert, d.h. J(e1, eq,€3) = 1.

8.2 Alternierende Formen

Definition 8.4. SeiV ein K-Vektorraum. Eine Abbildung f: V™ — K heifit
alternierende n-Form auf V', wenn gilt

(1) f ist multilinear, d.h. firi=1,...,n und Vektoren vy,...,v; 1,Vit1,--.,Vn
st die Abbildung

V= f(’Ul, ey Vi1, UV, Vg1 - - .,’Un)

linear.



8.3 Die Determinante einer Matrix 5

(2) [ ist alternierend, d.h. ist v; = v; fir ein i # j, so ist
f(vr,...,v,) =0.

Die Menge aller alternierenden n-Formen auf V' bezeichnen wir mit Alt" (V).
Eine 1-Form auf V' heifit auch Linearform. Eine Abbildung f : V" — K
heifit antisymmetrisch, wenn fiir alle 1 <7 < j < n gilt

f(?)l, ey ’Un) = —f(Ul, ey Vi1, Uj, Vit1y: -+ Uj—l; Vs, Uj+1, . ,’Un).
Satz 8.5. Jede alternierende n-Form ist antisymmetrisch.

Satz 8.6. Sei f eine alternierende n-Form aufV undi,j € {1,...,n}, i # j,
r € K. Dann gilt

For, oo 021,05 + 103,041, ., Un) = (U1, ., V).
Satz 8.7. Istvy,...,v, ein linear abhingiges System, so ist f(vq,...,v,) = 0.
Lemma 8.8. Sei B := {vy,...,v,} eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem

System S = (wy, ..., w,) € V" ein A(Ms) € K, so dass fir alle f € Alt"(V)
gilt

fw, ... wy) = A(Mg) f(v1, ..., 05). (8.9)
Hierbei ist Mg die Darstellungsmatriz von f bzgl. S.
Satz 8.10. Sei{vi,...,v,} eine Basis vonV. Dann gilt fir alle f,g € Alt" (V)
f=g genau dann, wenn f(vi,...,v,) = g(v1,...,Vp)-

Folgerung 8.11. Sei dimV =n und fy eine nichi-triviale alternierende n-
Form auf V. Dann gibt es zu jeder alternierenden n-Form f aufV einr € K
mit f =rfy, also gilt

dim(Alt"(V)) < 1.

8.3 Die Determinante einer Matrix

Wir identifizieren (K™)™ mit K™*". Eine n-Form auf K" ist dann eine Ab-
bildung K"*" — K.



6 Determinanten

Definition 8.12. Unter der Determinante auf K™*" wverstehen wir dieje-
nige alternierende n-Form auf K", die auf der Einheitsmatrix den Wert 1
annimmt. Fir A € K™" heifst det A die Determinante von A.

Satz 8.13. Seien A,B € K™*",
(1) Geht B aus A durch Multiplikation einer Spalte mit r € K hervor, so

gilt
det B = rdet A.

(2) Geht B aus A durch Vertauschen zweier Spalten hervor, so gilt

det B = —det A.

(8) geht B aus A durch Addition des r-fachen einer Spalte zu einer anderen
hervor, so gilt
det B = det A.

Satz 8.14. Die Determinante einer oberen Dreiecksmatriz

B =

Analoges gilt fiir untere Dreitecksmatrizen.

Satz 8.15. Fiir alle A € K™*™ gilt:
rg A=n genau dann, wenn det A # 0.

Satz 8.16 (Cramersche Regel). Sei A € K™ b€ K" det A # 0. Dann
gilt fiir die Losung ¢ € K™ des Gleichungssystems Ax = b:

o= det Az(b)
‘T detA

hierbei geht A;(b) aus A durch Ersetzen der i-ten Spalte durch b hervor.
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Satz 8.17. Fiir A € K™" sind dquivalent:
(i) rg A=n,
(i7) det A # 0,
(11i) A ist invertierbar,
(iv) Ax =0 hat nur die triviale Losung,
(v) fiir alleb € K™ gibt es genau ein Lisung des Gleichungssystems Ax = b,

(vi) Die Spaltenvektoren ay,...,a, von A sind linear unabhingig.

8.4 Eigenschaften der Determinante
Satz 8.18. Fir alle A, B € K™ gilt det(A- B) = det A - det B.
Folgerung 8.19. Ist A € K™ " invertierbar, so gilt det(A™') = (det A) *.

Sei GL,(K) die Gruppe aller invertierbaren n x n-Matrizen iiber K und K* =
{z € K,z # 0}. Dann ist det: GL,(K) — K* ein Gruppenhomomorphismus.
Auch die Menge SL,(K) aller n x n-Matrizen iiber K mit Determinante 1
bildet eine Gruppe nach dem Satz.

Satz 8.20. Sei Be K™™ C € K", M € K™ ™. Dann gilt fiir die Block-

malrix
B M
A (0 C)

die Gleichung det A = det B - det C.
Satz 8.21. Seien A, B € K™*".
(i) Geht B aus A durch Multiplikation einer Zeile mit r € K hervor, so

qgilt
det B = rdet A.

(ii) Geht B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervor, so gilt

det B = — det A.
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(iii) geht B aus A durch Addition des r-fachen einer Zeile zu einer anderen
hervor, so gilt
det B = det A.

(iv) Geht B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervor, so gilt

det B = —det A.

Satz 8.22. Fiir alle A € K™ gilt det(AT) = det A.

Fiir 3 x 3-Matrizen A = (a;;) gilt die Formel

det A = a11(a22a33 - CL23G32) — a2 (G12CL33 - CL13G32) + a31(a12a23 - a13a22)
(8.23)

Satz 8.24 (Entwicklung nach einer Spalte). Fir alle A = (a;,) € K™"
und k=1,...,n gilt:

det A = Z(_l)i+kaik det Aj,
i=1

wobei Ay, € KDx(=1) qus A durch Streichen der i-ten Zeile und der k-ten
Spalte hervorgeht.

Folgerung 8.25 (Entwicklung nach einer Zeile). Fir alle A = (a;i) €
K™™ undi=1,...,n gilt:

det A = Z(—l)i+kaik det Aik-
k=1

Fiir jede Matrix A € K™*" sei a}, = (—1)"** det Ay;. Die Matrix
adj A = (a;'kk)i,kzl,...,n

heif}it die zu A adjunkte Matrix.

Satz 8.26. Ist A € K™*" invertierbar, so gilt

A7 = (det A)" adj A.
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8.5 Existenz der Determinante

Satz 8.27. Fir alle n € N existiert die Determinante det: K" — K.
Bemerkung: Hieraus folgt insbesondere

dim(Alt"(K™)) = 1.

8.6 Orientierung und Volumen

Definition 8.28. ! Sei V ein Vektorraum. Zwei Basen F und G heiflen
gleichorientiert, falls die Determinante der Basiswechselmatriz P5 positiv
st. In diesem Fall schreiben wir F' ~ G.

Bemerkung: ~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen von V.
Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen, wiahlen wir eine Basis B von V so sind

es
g={F : det Pf >0} und h={F :det PP <0}.

g und h nennen wir Orientierungen von V. Ein Paar (V1) bestehend aus
einem Vektorraum V und einer Orientierung [ von V nennen wir orientierter
Vektorraum.

Ist V ein reeller Vektorraum der Dimension n und F' = {vy,...,v,}, m <n
ein System von Vektoren aus V. Das von vy, . . ., v, aufgespannte Parallelotop
ist eine Menge p + mp mit p € V und

T ::{T1U1+"'+vam : OSngl,’L:l,,m}CV

Ist V =R" und m = n so nennen wir det(vy, ..., v,) das orientierte Volu-
men von p + mp. In groferer Allgemeinheit gilt:

Satz 8.29. Sei V' ein orientierter euklidischer Vektorraum. Dann gibt es
genau eine alternierende n-Form J auf V mit der Figenschaft

J(ul,...,un)zl

fiir alle ON-Basen der gegebenen Orientierung. Ist B = (by,...,b,) eine
solche Basis, so gilt fir {vi, ..., v}
J(’Ul, . ,’Un) = det(kal, ey kB'Un),

! Achtung. In der Vorlesung wurde die Nummer 8.27 doppelt vergeben. Deshalb ver-
schiebt sich die Nummerierung im Vergleich mit der Mitschrift um einen Z &hler.
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wobei kg: V. — R* der durch kp(b;) = e; gegebene Isomorphismus ist. Man
nennt J auch eine Volumenform auf V.

Ist F = {vy,...,v,} ein System von Vektoren aus V und p € V, so nennen
wir

volp+mp = J(v1,...,0p)
das orientierte Volumen des Parallelotops p+ 7. Das nicht—orientierte
Volumen von p + 7 ist | vol p + 7p|.
Wir berechnen nun das Volumen eines m-dimensionalen Parallelotops im n-
dimensionalen Raum fiir m < n. Sei U der von F' erzeugte m-dimensionale
Unterraum von R”. Wir nehmen an, dass U orientiert sei und wéhlen eine
positiv orientierte Basis B aus U. Dann ist

vol,, mp = det(kpvy, ..., kgvy,)

das (orientierte) m-dimensionale Volumen von 7p.

Sei

(vi,v1) ... (v1,Vm)

Gp = : :
(U, v1) <o+ {VUm, V)

die Gramsche Matrix von F'. Es gilt dann

|V017TF| =4/ detGF

Ergénzen wir eine positiv orientierte ON-Basis von {wy,...,w,,} von U zu
einer positiv orientierten ON-Basis B = {wy, ..., Wy, Wyi1, -, Wy} von V|
dann ist

vol,, mp = det(kpuy, ..., kUm, kpWmi1, - .., kpwy).

Ist speziell m = n — 1 und {ws, ..., w,_1} eine positiv orientierte ON-Basis
von U, dann existiert genau ein Vektor e, so dass {w, ..., w,_1, e} eine posi-
tiv orientierte ON-Basis von V' ist. Der so konstruierte Vektor e heifit positiv
orientierter Einheitsnormalenvektor von U.

Satz 8.30. Es sei U ein (n—1)-dimensionaler Untervektorraum von R* und
F ={v,...,v,_1} eine Basis von U. Dann gibt es genau einen Vektor vp €
R™ mit den Figenschaften

° UFEUJ‘,UF#O,

e det(vy,...,v4_1,vF) = ||vp|[%

10
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Vektorprodukt im R3

Definition 8.31. Das Vektorprodukt zweier Vektoren vy = (ay,as,a3)’
und vy = (by, by, b3)T ist der Vektor

V1 X U2 = (a2b3 — azbs, azby — aibs, a1by — a2bl)T-
Es gelten folgende Formeln:

Ist F = {v1,v3} C R? ein linear unabhiingiges System, so ist v; X vy = v,

b) sind vy, vy linear abhéngig, so ist v; X vy = 0,

¢) (up 4+ ug) X v =11 X v+ uy X v,

e) (ru) xv=r(uxv)=ux(rv),
f

d.h. (u,v) — u x v ist eine bilineare alternierende Abbildung R? x R? — R.

a)
)
)
d) ux (v1 4+ vg) =u X vy +u X vg,
)
)

uxv=—(vXu),

8.7 Die Determinante eines Endomorphismus

Sei V' ein Vektorraum der Dimension n und f: V' — V ein Endomorphismus,
d.h. eine lineare Abbildung. Sei g € Alt"(V),g # 0. Wir betrachten die
Abbildung

fxg V'SR (v,...,0) = g(f(v1),---, fvn))-
Dann ist f x g € Alt"(V) und wegen dim(Alt"(V)) = 1 existiert ein 7 € R
mit f X g = rg. Dabei hingt r nicht von der Wahl von g ab und heifit die
Determinante det f von f.

Satz 8.32. Die Determinante eines Endomorphismus f: V. — V ist die De-
terminante der Matriz von f bzgl. irgendeiner Basis B von V':

det f = det M5 (F).
Folgerung 8.33. Fir Endomorphismen eines Vektorraums V gilt stets
a) det(id) =1,

b) det(fog) = (det f) - (detyg),

c) det f # 0 genau dann, wenn f ein Isomorphismus ist.

11



12 Determinanten

8.8 Permutationen und explizite Determinan-
tenformel

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition der Determinante einer quadratischen
Matrix mit Eintrdgen aus einem beliebigen kommutativen Ring.

Definition: Eine Permutation ¢ ist eine bijektive Abbildung der Menge
M, ={1,...,n} in sich. Die Menge der Permutationen nennt man S,,. Durch
Verketten von Abbildungen wird 5, eine Gruppe. S, heifit die symmetri-
sche Gruppe.

Fiir o0 € S,, schreibt man auch

Fiir eine Permutation ¢ definieren wir

8(0’) = det(ea(l), ceey eg(n)) € {—1, 1},

wobei ey, ..., e, die Standardbasis des K™ sei. (o) heifit das Signum von
o.
Satz 8.33. Die Determinante einer (n xn)-Matriz A = (a;;) tiber einem

Korper K st gegeben durch

det A = 5(0)%(1),1 ..... Qg (n)n-

Besondere Elemente in S,, sind die Transpositionen

(1) =7,
Ty =4 (7)) =,
Tij(k) :k, flll"k?él,j
Satz 8.34. Die symmetrische Gruppe hat n! Elemente.

Fiir jedes o € S,, und jedes a € M, sei B,(a) = {c*a,i > 0}. B,(a) heift die
Bahn von a unter o. Gilt B,(a) = {a}, so ist 0(a) = ¢ und wir nennen a
ein Fixelement unter o.

12



8.8 Permutationen und explizite Determinantenformel 13

Lemma 8.35. Besteht B,(a) aus k Elementen, so gilt 0*(a) = a und
B,(a) = {a,0(a),...,c"(a)}.
Lemma 8.36. Sei o € S,,. Dann gilt fiir alle a,b € M,
B,(a) = B,(b) oder B,(a)N B,(b) = 0.

Ein Element o € S, heifit Zyklus, wenn es genau eine nichttriviale Bahn
(also eine Bahn bestehend aus mindestens zwei Elementen) unter o gibt.
Die Anzahl k£ der Elemente der nichttrivialen Bahn nennt man die Ord-
nung von o. Ist B,(a) = {a,0(a),...,0%(a)}, so schreiben wir auch o =

(a,0(a),...,0"(a)).
Satz 8.37. Jede von der Identitit verschiedene Permutation ldsst sich als
Produkt von Zyklen darstellen, deren nichttriviale Bahnen disjunkt sind.

Satz 8.38. Fiir n > 2 ldsst sich jede Permutation aus S, darstellen als ein
Produkt der speziellen Transpositionen Tia, Tos, - . -, Tn—1,n-

Satz 8.39. Die Abbildung €: S,, — {—1,1} ist ein Gruppenhomomorphis-
mus, d.h. es gilt fiir alle 01,00 € S,

g(oy 0 09) = €(01)e(02).

Sei nun R ein Ring und ({1g, —1g}, o) die multiplikative Gruppe bestehend
aus dem Einselement von R und dessen additiven Inversen.

Satz 8.40. Fiir jedes o € S, sei a(o) die Anzahl der verschiedenen Bahnen
unter o.

(1) Die Abbildung ¢ : S, — {1g, —1g},0 — (=1g)" %) ist ein Gruppenho-

momorphismus.

(2) Ist R ein Kdirper, so stimmt diese Definition von € mit der friheren
iberein.

Sei nun A = (a;;) € R™" eine Matrix mit Eintrdgen in R. Wir definieren

det A=) &(0)agy1 - do(ayn-

oESy
Die so definierte Abbildung det: R"*" — R hat die Eigenschaften
a) det E, =1, wobei E,, = (J;;) die Einheitsmatrix ist,

b) det ist multilinear und alternierend.

13
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Kapitel 9

Eigenwerte

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K und f: V' —
V eine lineare Abbildung. Wir suchen eine Basis B von V, so dass

Mp(f) = My (f)

eine moglichst einfache Gestalt hat (Normalformproblem). Ziel dieses Ka-
pitels ist zu zeigen, dass, wenn das charakteristische Polynom

Xf(X) == det(XE, — Mg(f))

(dieses ist unabhéngig von der Wahl einer Basis B von V') in Linearfaktoren
zerfillt, also die Form (X — A;)-...- (X — \,) hat, es dann eine Basis B von
V' gibt mit der Eigenschaft, dass Mp(f) in der Jordanschen Normalform
gegeben ist, d.h.

M, 0
Mg(f) =
0 M,
mit
A 0
Mi == .
0 1 A

15



16 Eigenwerte

9.1 Eigenriume

Sei V' ein K-Vektorraum.
Definition 9.1. Sei f: V — V eine lineare Abbildung.

a) [ heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so dass

A 0
Mg(f) = mit \; € K.
0 An

b) Unter einem Eigenvektor von f versteht man einen Vektor v # 0 zu
dem es einen Skalar A € K gibt mit

f(v) = Av.
Dieses A\ heifit Eigenwert von f.

Bemerkungen:

e f ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine Basis von V' gibt, die
aus Eigenvektoren besteht. Auf der Diagonalen der zugehorigen Matrix
stehen dann die entsprechenden Eigenwerte.

e Der Eigenwert zu einem Eigenvektor ist eindeutig bestimmt.

e Eigenvektoren zum Eigenwert A = 0 sind genau die Elemente v €

Ker(f),v # 0.

Satz 9.2. Sei f: V — V ein Endomorphismus und vy, ..., v, Figenvektoren
zu paarweise verschiedenen Eigenwerten. Dann ist das System {vi,..., v}
linear unabhdngig.

Folgerung 9.3. Ist n die Dimension von V und gibt es n paarweise ver-
schiedene Eigenwerte von f, so ist f diagonalisierbar.

Definition 9.4. Sei A € K ein Figenwert von f: V — V. Der Eigenraum
von f zum Figenwert )\ ist

EN\) ={v eV, f(v) =}

16



9.2 Das charakteristische Polynom 17

Bemerkungen:
e E(])) ist ein Untervektorraum von V.
e m()\) = dim E()) heifit geometrische Vielfachheit von \.

Folgerung 9.5. Die Summe der Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten
ist direkt.

Satz 9.6. Sei f: V — V ein Endomorphismus und A1, ..., Ay die verschie-
denen Eigenwerte von f. Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn fir die
geometrischen Vielfachheiten gilt

k

Y “m(n) = dim V.

=1

9.2 Das charakteristische Polynom

Definition 9.7. Sei V ein endlich dimensionaler K- Vektorraum. Das cha-
rakteristische Polynom x;(X) eines Endomorphismus f: V — V ist

X7 (X) = det(X Ep, — Mp(f)),

wobei E, die Einheitsmatriz ist und Mg(f) die Matriz von f beziiglich einer
Basis B von V' ist.

Bemerkung: Die Definition hdngt nicht von der Wahl der Basis B ab.

Lemma 9.8. Sei f: V — V ein Endomorphismus und dimV = n. Dann
hat das charakteristische Polynom von f den Grad n und ist von der Form

Xp(X) = X" = Sp(f)X"™ 4 -+ + (=1)" det(f),

wobei Sp(f) die Summe der Diagonaleintrige von Mg(f) ist fir eine Basis
B von V.

Bemerkung: Es gibt auch Formeln fiir die anderen Koeffizienten.

Matrizentechnische Variante: Zwei Matrizen A, B € K™*" heiflen &hnlich,
wenn es eine invertierbare Matrix P € G{,(K) gibt mit der Eigenschaft
B = P'AP. Wir schreiben dann A ~ B. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

17



18 Eigenwerte

Jede Matrix A ist Matrix der Abbildung f4: x — Az beziiglich der Standard-
basis. Die zu A dhnlichen Matrizen sind genau die Matrizen, die f4 beziiglich
einer beliebigen anderen Basis von K™ darstellen.
Ein Element A € K heifit Eigenwert von A, falls ein Vektor z # 0 exi-
stiert mit Az = Az. = heift dann Eigenvektor zum Eigenwert \. A heifit
diagonalisierbar, wenn es eine zu A dhnliche Diagonalmatrix gibt.
Das charakteristische Polynom x4(X) ist

xa(X) =det(XE — A) = X" — Sp(A) X" 1 + .- + (=1)"det(A).

Das charakteristische Polynom x 4(X) hiingt dabei nur von der Ahnlichkeits-
klasse von A ab.

Sei f: V — V ein Endomorphismus. Die algebraische Vielfachheit £())
eines Eigenwerts A von f ist die Ordnung von A als Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms x (X)), d.h.

X7(X) = (X = A)Vg(z) mit g(A) # 0.

Satz 9.9. Sei f: V — V ein Endomorphismus und \ ein Eigenwert von f.
Dann ist A eine mindestens m(\)-fache Nullstelle von xs(X), mit anderen

Worten also
m(A) < k(A).

Satz 9.10. Se: V ein Vektorraum der Dimension n. Ein Endomorphismus
f:V =V ist genau dann diagonalisierbar, wenn gilt:

(1) x7(X) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren, d.h.

xs(X) = JT(X = 2.

J

(it) k(X;) =m(\;) = dim E();) fir alle j.

9.3 Verallgemeinerte Eigenrdume

Sei V' ein K-Vektorraum und f: V' — V eine lineare Abbildung und A ein
Eigenwert von f. Sei f) := f — Aid. Wir definieren

F,(\) = Ker(f})
fiir jedes r > 0.

18



9.3 Verallgemeinerte Eigenrdume 19

Lemma 9.11. Die F,()\) bilden eine aufsteigende Folge von f-invarianten
Untervektorrdumen von V, d.h es gilt fiir alle r > 0

E() c Fual,
FEQ) C B

Lemma 9.12. Gilt F..1(\) = F.()\) fiir ein 7 > 0, so folgt F,s()\) = F.(\)
fiir alle s > 0.

Definition 9.13. Sei f: V — V ein Endomorphismus und X ein Figenwert
von f.

a) Die Nilpotenzordnung r(\) von A ist das kleinste r mit F.(\) = Fr11(\).
b) Der verallgemeinerte Eigenraum von f zum Eigenwert X ist

F()) = Fy(\) = Ker(f — Aid)™™.

Bemerkung: Aus den Lemmata 9.11 und 9.12 folgt, dass r(\) < dim F'(\)
gilt.

Sei
A 0
0 1 A

A heifit \-Block der Ordnung n. Fiir f = f4 gilt
Xf(X) = (X =A)",

d.h. )\ ist Eigenwert von f der algebraischen Vielfachheit n. Die Nilpotenz-
ordnung von A ist 7(A) = n und der Eigenraum E(\) hat die Dimension 1,
d.h. die geometrische Vielfachheit von A ist m(\) = 1.

Sei f nun wieder ein beliebiger Endomorphismus des Vektorraums V. Wir
definieren

G, (\) = Im(f5).

19



20 Eigenwerte

Lemma 9.14. Die G,()\) bilden eine absteigende Folge von f-invarianten
Untervektorrdumen, d.h. es gilt

Gra(A) C Gr(N),

F(G:(A) € Gr(A).
Lemma 9.15. Gilt F.(\) = F,11()), so folgt

ROV NG, () = {0,

Satz 9.16. Sei f: V — V ein Endomorphismus und F()\) der verallge-
meinerte Eigenraum zum Figenwert X\. Hat A die Nilpotenzordnung r(\),
so erhdlt man durch

V=F)& G\,
wobei G(A\) = Im(f — Xid)™W, eine Zerlegung von V in f-invariante Unter-
vektorrdume von V.

Satz 9.17. Sei f: V — V ein Endomorphismus mit Eigenwert . Dann gibt
es eine Basis B des verallgemeinerten Eigenraums F(X), beziiglich derer die
Matriz der Restriktion von f auf F(X) von der Form

A 0
MB(f|F(A)) =

15t.

Folgerung 9.18. Das charakteristische Polynom von f|p ist gegeben durch
Xflroy (X)= (X~ /\)k()\),

insbesondere

dim F'(A) = k(\) = algebraische Vielfachheit von A. (9.19)

9.4 Zerlegungen

Satz 9.20. Sei f: V — V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Sind Ay, ..., A\, die verschie-
denen Figenwerte von f, so ist V die direkte Summe der dazugehdrigen ver-
allgemeinerten Figenrdume:

V=FM\)&- & FQ,).

20
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Bemerkung: Uber dem Kérper C zerfiillt nach dem Hauptsatz der Algebra
jedes Polynom in seine Linearfaktoren. Die Voraussetzung ist fiir Endomor-
phismen komplexer Vektorrdume also immer erfiillt.

Folgerung 9.21. Die Voraussetzungen seien wie in Satz 9.20. Dann gibt es
eine Basis von' V', beziiglich derer die Matriz von f eine untere Dreiecksmatriz

der Form
(v o )

1st.

Bemerkung: f: V — V heif}t trigonalisierbar, wenn die Matrix von f
beziiglich einer geeigneten Basis eine untere Dreiecksmatrix ist. Das ist ge-
nau dann der Fall, wenn das charakteristische Polynom von f vollstindig in
Linearfaktoren zerfallt.

Definition 9.22. e Fin Endomorphismus f: V — V heifit nilpotent,
wenn fur einr >0 f7 =0 ust.

o Ist x;(X) =[[, (X - )R so seien fp: V=V und fy: V=V
defintert durch

fow) = X\v, firve F(})))
fn() = f@) = fo().

fp und Fy heiffen diagonalisierbarer und nilpotenter Anteil von

f.

21



22 Eigenwerte

Satz 9.23. Sei f: V — V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom wollstindig in Linearfaktoren zerfillt.

a) fp ist diagonalisierbar, fy ist nilpotent und es gilt
f=Io+fn, foofn=[fnofp

b) Ist g: V — V ein diagonalisierbarer und h: V. — V ein nilpotenter En-
domorphismus und gilt

f=g+h, goh=hoy,

so folgt g = fp und h = fy.

Bemerkung: Es existieren sogar Polynome p(X) und ¢(X) ohne konstanten
Term mit fp = p(f) und fy = ¢q(f). Diese Polynome hiingen aber noch von
f ab!

9.5 Nilpotente Endomorphismen
Satz 9.24. Sei f: V — V ein Endomorphismus und n = dimV. Dann gilt
f ist nilpotent & x;(X) = X"

Sei f: V — V ein nilpotenter Endomorphismus und v € V,v # 0. Das
kleinste k¥ > 1 mit f*(v) = 0 heifit der Index von v beziiglich f.

Lemma 9.25. ! f: V — V sei nilpotent und v # 0 ein Vektor vom Index
k. Dann ist das System

So=A{v, f(v),..., fF7 (v)}

linear unabhdngig, U, = L(S,) ist ein f-invarianter Untervektorraum und die
Matrix der Restriktion von f auf U, beziiglich der Basis S, ist ein 0-Block
der Ordnung k.

Man nennt U, den nilzyklischen Untervektorraum mit f-Generator v.

!Da in der Vorlesung die Nummer 9.24 doppelt vergeben wurde, verschiebt sich ab hier
die Nummerierung um einen Zhler!

22



9.5 Nilpotente Endomorphismen 23

Satz 9.26. Sei f: V — V ein nilpotenter Endomorphismus.
a) Dann gibt es Vektoren v;, so dass die Systeme
Sj =i, ()55 57 (vy)}

wobei k; der Index von v; beziiglich f ist, zusammen eine Basis
B=|Js;
J
von V' bilden.

b) Es gibt eine nilzyklische Zerlegung V = @ U; mit nilzyklischen Un-
tervektorriumen Uj.

¢) Die Matriz von f beziiglich B ist eine diagonale Blockmatriz aus 0-Bldcken.

Solche Basen heiflen Jordan-Basen.

Satz 9.27. Sei f: V — V nilpotent. Ist B eine Jordan-Basis von V' beziiglich
f, so gilt fiir die Anzahl x(k) der 0-Blicke der Ordnung k in der Matriz von
f beziglich B:

dim(Ker f™*') = dim(Ker f*) + Y _ (k).
k>r
Bemerkung:

a) Damit sind die z(k) eindeutig, d.h. unabhéngig von der Wahl der Jordan-
Basis B bestimmt.

Es gilt dimV =", kz(k).
Die Anzahl der 0-Blocke ist die Dimension von Ker(f) = E(0).

b
c
d) Die groBite Ordnung eines 0-Blocks ist die Nilpotenzordnung von f.

e

~— el N N

Eine Matrix A € K™*" heifit nilpotent, wenn es ein r > 0 gibt mit
A" = 0.

Folgerung 9.28. a) Zu jeder nilpotenten Matriz A € K™*" gibt es eine
invertierbare Matriz P € Gl,(K), so dass P~*AP eine diagonale Block-
matrix aus 0-Blocken ist.

b) Zwei diagonale Blockmatrizen aus 0-Blécken sind genau dann dhnlich,
wenn sie bis auf die Rethenfolge der Blicke tibereinstimmen.

Damit haben wir das Normalformenproblem fiir nilpotente Matrizen geltst.
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9.6 Jordansche Normalform

Sei f: V. — V ein Endomorphismus. Elemente aus F'(A\) heilen verallge-
meinerte Eigenvektoren zum Eigenwert A. Ist v € F'()\),v # 0, so heif}t
das kleinste k£ > 0 mit ff(v) = 0 der Index des verallgemeinerten Ei-
genvektors v. Ein verallgemeinerter Eigenvektor vom Index 1 ist ein Eigen-
vektor von f. Ist v # 0 ein verallgemeinerter Eigenvektor zum Eigenwert \
mit Index k, so ist f{(v) ein verallgemeinerter Eigenvektor zum Index k£ — r
fiir alle 0 < r < k, insbesondere ist fy~*(v) ein Eigenvektor zum Eigenwert
A

Lemma 9.29. Sei f: V — V ein Endomorphismus und v # 0 ein verallge-
meinerter Figenvektor zum FEigenwert X vom Index k. Dann ist

S, = {v, AW),..., [ 1(v)} linear unabhingig

U, = L(S,) ein f-invarianter linearer Untervektorraum

und die Matriz der Restriktion von f auf U, ist ein A-Block der Ordnung k.
Satz 9.30. Sei f: V — V ein Endomorphismus mit Figenwert .

a) Es gibt verallgemeinerte Eigenvektoren v; vom Index k; in F(X), so dass
die Systeme

Sj = {Uj’f)\(vj)’ R ,l\cj_l(vj)}

zusammmen eine Basis B =J; S; von F(A) bilden.

b) Die Matriz von f|r\ beziglich einer derartigen Basis ist eine diagonale
Blockmatriz aus A-Bldécken.

¢) Ist x(k) die Anzahl der A-Blicke der Ordnung k in einer derartigen Ma-
triz, so gilt
dim(Ker f; 1) = dim(Ker f}) + Zx(k)

k>r

Bemerkungen:
e Aus obigem Satz folgt

dim F()\) = Gesamtzahl der \- Blocke. (9.31)
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9.6 Jordansche Normalform 25

e Die Nilpotenzordnung von A ist

r(A) = die maximale Ordnung eines A-Blocks (9.32)

Satz 9.33 (Jordansche Normalform). Sei f: V — V ein Endomorphis-
mus, dessen charakteristisches Polynom vollstindig in Linearfaktoren zerfallt.
Seien Ai,..., A\, die Eigenwerte von f. Dann gibt es eine Basis von V,
beztiglich derer die Matriz von f in Jordanscher Normalform gegeben
ist, d.h. als diagonale Blockmatriz aus \j-Blocken. Ist dabei x;(k) die Anzahl
der \j-Bldcke der Ordnung k, so gilt

dim Ker((f — A;id)"") = dim Ker((f — A;id)") + Y _ z;(k).
k>r
Damit ist das Normalformproblem fiir Matrizen A € K™*" gelost. Jede solche

Matrix ist dhnlich zu einer diagonalen Blockmatrix aus \-Bl6cken,
die bis auf die Reihenfolge der Blocke eindeutig bestimmt ist durch

a) die verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A\, des charakteristischen Polynoms
von A,

b) die algebraischen Vielfachheiten k; der Aj,
c¢) die Anzahl (k) der A;-Blocke der Ordnung k.

Definition 9.34. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Das normierte Po-
lynom kleinsten Grades ms(X), welches von f annulliert wird (d.h. m(f) =
0), heifit das Minimalpolynom von f.

Satz 9.35. Sei f: V — V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom wvollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Sind A1, ..., )\, die verschie-
denen Eigenwerte und ist r; die mazimale Ordnung eines A\j-Blocks in der
Jordanschen Normalform von f, so ist

p

my(X) = (X = )7

Jj=1

Satz 9.36 (Cayley—Hamilton). Ist f: V — V ein Endomorphismus, des-
sen charakteristisches Polynom wvollstindig in Linearfaktoren zerfillt, so gilt

xs(f) =0.

Bemerkung: Diese Aussage gilt sogar fiir beliebige Endomorphismen.
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9.7 Normalform im R"

Ist f: R* — R” ein Endomorphismus, so definieren wir die komplexe Fort-
setzung fc: C* — C" durch

fe(vr +twy, ... v +iwy) := f(v1, .., vp) +if (w1, ..., wy).

fc ist dann eine komplex lineare Abbildung komplexer Vektorrdume und wir
kénnen folglich eine Basis von C* wéhlen, beziiglich der die Matrix von f¢
durch Jordansche Normalform gegeben ist. Es stellt sich heraus, dass wir aus
dieser (komplexen!) Basis eine reelle Basis von R* C C" konstruieren kénnen,
beziiglich derer die Matrix von f eine einfache Form hat.

Sei v = (z1,.-.,2,) € C". Die komplexe Konjugation ist dann definiert als

o(v) = (Z1,...,2,) € C".

Man nennt ein n-Tupel v € C" reell, wenn alle Komponenten von v reelle
Zahlen sind, d.h. wenn o(v) = v gilt.

Satz 9.37. Sei U C C" ein komplexer Untervektorraum mit der FEigenschaft
UnNao(U)={0}. Ist B={v1,...,v} eine Basis von U, so ist

Ba = {Tm(n,), Re(wn), ..., Im(uy), Re(vi)}
eine Basis von U @ o(U) (iber den komplezen Zahlen!).

Satz 9.38. f: R" — R" sei ein Endomorphismus, p eine nichtreelle Null-
stelle von x;(X). Ist v € C* ein verallgemeinerter Eigenvektor vom Index k
zum Eigenwert p von fc, so ist o(v) ein verallgemeinerter Eigenvektor vom
Index k zum FEigenwert [i.

Folgerung 9.39. v € C" st ein Eigenvektor von fc zum Eigenwert p genau
dann, wenn o(v) ein Eigenvektor zum Eigenwert [ ist.

Ist nun = a +ib € C\ R ein nichtreeller Eigenwert von fc,

7 0
Ju = L .
0 1 u

26



9.7 Normalform im R" 27

ein p-Block der Ordnung k£ in der Jordanschen Normalform von f¢ und
vy, ..., die zugehorige Basis eines Unterraums U von C", dann gibt es
einen fi—Block der Ordnung £ in der Jordanschen Normalform von f¢ mit
zugehoriger Basis o(v;),...,0(vg), und

Im(v1), Re(vy), ..., Im(vg), Re(vg)

ist eine (komplexe) Basis von U@®o (U) und eine reelle Basis des f-invarianten
(reellen) Raums (U @ o(U)) NR® C C* und beziiglich dieser Basis ist die
Matrix von f gegeben durch die reelle Form des komplexen pu-Blocks,
nidmlich durch die 2k x 2k-Matrix

Do 0
I
0 I Dy,

wobel

Dy, = (Z _ab) und T = <(1) ?)

Wir erhalten also folgendes Ergebnis:
Sei V' ein reeller Vektorraum.
Normalform eines Endomorphismus f: V' — V: Sei

p q

xr(X) =TT =A% TT(X = ) (X = )

j=1 r=1

die vollstindige Zerlegung des charakteristischen Polynoms von f iiber C
mit \; € R und g, € C\ R. Dann gibt es eine Basis von V' beziiglich derer
die Matrix von f aus reellen \;-Blocken und reellen Formen komplexer .-
Blocken besteht. Diese Normalform ist bis auf die Reihenfolge der Blocke
eindeutig.
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Kapitel 10

Symmetrische Bilinearformen

Sei K ein Korper. In diesem Kapitel gilt die generelle Voraussetzung 2 # 0
in K, also

Char K # 2. (10.1)

Eine quadratische Form ist eine Abbildung ¢: K™ — K der Form

q(z1,. .., x,) = E a;;zix; mit a; € K.
i<j

Fiir jedes t € K konnen wir die Quadrik
Qi = {z € K" q(z) =t}
betrachten.

e Fiir K = C kann man durch geeignete Basiswahl erreichen, dass jede
quadratische Form von der Gestalt

qz) =2+ -+ 1}
fiir ein k£ < n ist.

e Im Fall K = R lasst sich jede quadratische Form in einer geeigeneten
Basis in der Gestalt

_ .2 2 2 2
q(z) =21+ T — T~ Ty

schreiben. Das Paar (r, s) heifit die Signatur von q. Sie ist unabhéingig
von der Wahl der Basis.

29



30 Symmetrische Bilinearformen

10.1 Definitionen und Matrizenkalkiil

Definition 10.2. Sei V ein Vektorraum diber K. Eine symmetrische Bi-
linearform auf V' ist eine bilineare Abbildung ¢: V xV — K, die symme-
trisch ist, d.h. es gilt ¢(x,y) = ¢(y,z) fir alle z,y € V. Die assoziierte
quadratische Form ¢4: V — K ist definiert durch g4(x) := ¢(z, ).

Bemerkung: Die symmetrische Bilinearform lésst sich im Fall Char K # 2
aus der assoziierten quadratischen Form zuriickgewinnen.

Definition 10.3. Sei ¢: V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Die

Matrix von ¢ beziglich einer Basis B = {vy,...,v,} von V ist gegeben
durch

Mp(8) = (p(vi,v5)) € K™".
Bemerkungen:
e Mp(¢) ist immer symmetrisch.

e Firz,yeV gilt
¢(x,y) = kp(x)Mp(d)kn(y)- (10.4)

Satz 10.5. Ist B' eine andere Basis von V. Ist P = P die Basiswechsel-
matrix, so ist
Mp (¢) = PT - Mp(¢) - P.

Definition 10.6. Sei ¢: V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Der
Rang von ¢ ist gegeben durch

Rang ¢ = Rang Mp(9)

fir eine Basis B von V. Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Basis
B ab.

e Ist Mp(¢) eine Diagonalmatrix, so ist der Rang von ¢ die Anzahl der
Eintrége # 0.

e Die Determinante einer Matrix von ¢ ist nicht unabhingig von der
Wahl der Basis.
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10.2 Diagonalisierung und orthogonale Komplemente 31

10.2 Diagonalisierung und orthogonale Kom-
plemente

Satz 10.7. Ist Char K # 2, so ldsst sich jede symmetrische Matrix A €
K™™ durch Zeilen— und Spaltenumformungen auf Diagonalgestalt bringen.

Folgerung 10.8. Ist Char(K) # 2, so gibt es zu jeder symmetrischen Ma-
triz A € K™" eine invertierbare Matriz P € G{,(K), so dass PTAP eine
Diagonalmatriz ist.

Folgerung 10.9. Gilt Char(K) # 2, so gibt es zu jeder symmetrischen Bi-
linearform ¢: V x V — K eine Basis von V, beziiglich derer die Matriz von
¢ diagonal ist.

Definition 10.10. Sei ¢: V XV — K eine symmetrische Bilinearform und
U ein Untervektorraum von V. Das orthogonale Komplement von U
beziiglich ¢ ist gegeben durch

Ut :={yeV;¢(z,y)=0 VzeU}.
e U+ ist ein Untervektorraum von V.
e {0}t =V. Sind U; C U, Untervektorrdume, so gilt Us- C Uj.
e Im Allgemeinen gilt nicht V = U @ U+,
Lemma 10.11. Fir eine symmetrische Bilinearform ¢: V xV — K gilt
dimV+ = dim V — Rang ¢.

Definition 10.12. Fine symmetrische Bilinearform ¢ auf V heifit nicht-
entartet, wenn gilt

o(z,y)=0 Ve eV = y=0.
Bemerkung: Aquivalent hierzu ist
e Fiir jedes y # 0 gibt es ein z € V mit ¢(z,y) # 0.
o Vi =1{0}.
e Ranggp =dimV.
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32 Symmetrische Bilinearformen

Satz 10.13. Sei ¢: V xV — K eine symmetrische Bilinearform. Fir einen
Untervektorraum U von V' gilt

dimU +dim U+ = dimV + dim(U N V).

Folgerung 10.14. Sei ¢: V x v — K eine symmetrische Bilinearform. Ist
¢ nicht entartet, so gilt fiir einen Untervektorraum U von V

(i) dimU + dim U+ = dim V,
(ii) Ut =U.
Achtung: Auch wenn ¢ nichtenartet ist, gilt im Allgemeinen nicht
UsU'=V.

Beispiel: Ein zweidimensionaler Vektorraum mit einer symmetrischen Bili-
nearform ¢, die beziiglich einer Basis B = {v;, v2} gegeben ist durch

@)= (7 5).

heifit hyperbolische Ebene. ¢ ist nicht entartet, aber fiir den von v; auf-
gespannten Unterraum U gilt U = U+.

Bemerkung: Fiir jede symmetrische Bilinearform ¢: V' — V und einen
Untervektorraum U von V folgt aus U N U+ = {0} schon V =U & U+.

Lemma 10.15. ¢: V x V — K sei eine symmetrische Bilinearform. Fir
einen Untervektorraum U von V gilt genau dann U N U+ = {0}, wenn die
Restriktion

op: UxU— K

nicht ausgeartet ist.

Man nennt U dann einen nicht entarteten Untervektorraum beziiglich

0.

Satz 10.16. Sei ¢: V XV — K eine symmetrische Bilinearform und U ein
Untervektorraum von V.

(i) U ist genau dann nicht entartet, wenn U & UL =V gilt.
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(ii) Ist ¢ nicht entartet, so ist U genau dann nicht entartet, wenn UL nicht-
entartet st.

Bezeichnung: Ein Orthogonalsystem beziiglich einer symmetrischen Bi-
linearform ¢: V x V — K ist ein System S = {vy,...,v,} mit

P(vi,v5) =0, falls i # j.

Gilt zusétzlich ¢(v;,v;) # 0 fiir alle i = 1,...,7, so ist S linear unabhéngig.
Eine Orthogonalbasis ist eine Basis von V| die ein Orthogonalsystem ist.

Satz 10.17. ¢: V x V — K sei eine symmetrische Bilinearform. Gilt
Char(K) # 2,

so ldsst sich jedes Orthogonalsystem aus Vektoren v mit ¢(v,v) # 0 zu einer
Orthogonalbasis von V' erginzen.

Bezeichnung: Ein Vektor v € V mit ¢(v,v) = 0 heifit isotroper Vektor.
Die Menge der isotropen Vektoren bildet einen Kegel in V' (d.h. fiir alle
isotropen Vektoren v € V und alle Elemente A € K ist Av ebenfalls ein
isotroper Vektor). Dieser Kegel heifit isotroper Kegel.

Lemma 10.18. Sie ¢: V x V — K eine nicht entartete symmetrische Bi-
linearform. Gilt Char(K) # 2, so gibt es zu jedem isotropen Vektor v # 0
einen isotropen Vektor w # 0 mit ¢(v, w) = 1.

10.3 Isometrien

Definition 10.19. Fin Paar (V, ¢) bestehend aus einem Vektorraum V und
einer symmetrischen Bilinearform ¢ auf V heifit quadratischer Raum.
Sind (V,¢) und (W, ) quadratische Riume, so ist eine Isometrie ein Iso-
morphismus f: V — W mit der Eigenschaft

oz, y) =¢(f(z), f(y))

fir alle x,y € V. Wir schreiben (V, ¢) ~ (W, ), falls eine Isometrie existiert.
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Bemerkung:

1. Ist ¢ eine nicht entartete symmetrische Bilinearform auf V, so folgt aus
é(z,y) = ¥(f(x), f(y)) schon, dass f injektiv ist. Gilt dariiberhinaus
dimV = dim W, so ist f eine Isometrie.

2. Ist Char(K) # 2, so ist f: V — W eine Isometrie, wenn f ein Isomor-
phismus ist und wenn gilt g,(z) = g, (f(x)).

Satz 10.20. (V,¢) und (W,v) seien quadratische Riume, F sei eine Basis
von V und G eine Basis von W. Weiterhin sei Ay = Mp(¢) und Ay =
Mg(). Fine lineare Abbildung f:V — W ist genau dann eine Isometrie,
wenn die Matriz P von [ beziiglich F' und G invertierbar ist und

PTAQP - A1
erfillt.

Die Isometrien eines quadratischen Raumes (V] ¢) in sich bilden eine Grup-
pe, die sogenannte orthogonale Gruppe O(¢) von (V, ¢). Die Isometrien
mit Determinante 1 bilden die sogenannte spezielle orthogonale Gruppe

SO(o).

Folgerung 10.21. Ist ¢ nicht entartet, so gilt fir jedes f € O(9)
det(f) = +£1.

Fiir symmetrische eine Matrix A € K™*" sei

O(A) = {PeGl,(K);PTAP = A},
SO(A) = {PeO(A);detP =1}

Folgerung 10.22. Sei (V, ¢) ein quadratischer Raum, B eine Basis von V
und A = Mg(®). Dann definiert die Abbildung f — Mpg(F) einen Isomor-
phismus

O(¢) ~ O(A).

Spezialfille: O, (K) := O(E,) heifit die orthogonale Gruppe iiber K und
SO, (K) = SO(E,) die spezielle orthogonale Gruppe iiber K.
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10.4 Positive Definitheit und Trigheitssatz

Definition 10.23. FEine symmetrische Bilinearform ¢ auf einem reellen Vek-
torraum V heifit positiv definit, wenn gilt:

é(v,v) >0 Yov#0.
Positiv definite symmetrische Bilinearformen sind genau die Skalarprodukte.

Satz 10.24. ¢ sei eine symmetrische Bilinearform auf dem reellen Vektor-
raum V. ¢ ist genau dann positiv definit, wenn es eine Basis B von V gibt
mit Mg(¢) = E.

Eine Matrix A € R**" mit A = AT heifit positiv definit genau dann, wenn
2TAx >0 Vz #0.

Folgerung 10.25. Sei A € R**" eine symmetrische Matriz. Dann gilt:
A ist positiv definit < IP € G¢,(R) : PTAP = E,,.
Bemerkungen:
e Mit Q = P~ folgt
A ist positiv definit < 3Q € G, (R) : A = Q7 Q. (10.26)

e Fiir eine symmetrische, positiv definite reelle Matrix A gilt det A > 0.

Sei A € R*™". Die Hauptuntermatrizen von A sind

Ap = (aij)1<ij<k-
det A; heifit Hauptunterdeterminante.

Satz 10.26. Sei A € R™" ein symmetrische Matriz. Dann ist A genau

dann positiv definit, wenn fiir die Hauptunterdeterminanten zu k =1,...,n
gilt det A, > 0.

Eine symmetrische Bilinearform ¢ auf einem reellen Vektorraum V heifit
negativ definit, wenn ¢(v,v) <0 Vo # 0.

Folgerung 10.27. Sei A € R"*" ein symmetrische Matriz. Dann ist A ge-
nau dann negativ definit, wenn fir die Hauptunterdeterminanten zu k =
1,...,n gilt (=1)* det A;, > 0.

35



36 Symmetrische Bilinearformen

Definition 10.28. ¢ sei eine symmetrische Bilinearform auf einem reellen
Vektorraum V. Die Signatur von ¢ ist ein Paar (r,s) natirlicher Zahlen,
welche erkldirt sind durch:

e 1 ist die mazximale Dimension der Untervektorrdume, auf denen ¢ po-
sitiv definit ist,

e s ist die mazimale Dimension der Untervektorrdiume, auf denen ¢ ne-
gativ definit ist.

Satz 10.29 (Trigheitssatz von Sylvester). Sei ¢ eine symmetrische Bi-
linearform auf einem reellen Vektorraum V' mit Signatur (r,s). Dann gilt fir
jede Orthogonalbasis B = {vy,...,v,} von V

r = ,Anzahl der i mit ¢(v;, v;) > 0.
s = ,Anzahl der i mit ¢(v;,v;) < 0.

Bemerkung: ¢ hat genau dann Signatur (r,s), wenn es eine Basis B gibt
mit

E. 0 0
Mg@@)=[0 —E, 0| =E,.,.
0 0 0

Eine solche Basis heifit Standard—Orthogonalbasis beziiglich ¢.

Bemerkungen:

e Ist (7, s) die Signatur von ¢, so gilt Rang(¢) = r + s. ¢ ist genau dann
nicht entartet, wenn dimV = r + s.

e ¢ ist positiv definit genau dann, wenn (r, s) = (dim V; 0).

Man nennt ¢ positiv semidefinit genau dann, wenn ¢(v,v) > 0 gilt fiir alle
v € V, also wenn (r,s) = (r,0) ist. Analog wird negativ semidefinit definiert.
¢ heifit indefinit, falls es v,w € V gibt mit ¢(v,v) > 0 und ¢(w,w) < 0.

Satz 10.30. (V,¢) und (W) seien quadratische Riume gleicher Dimen-
sion tber R. Dann gibt es genau dann eine Isometrie zwischen (V,¢) und
(W, ), wenn ¢ und ¢ die gleiche Signatur haben.

Ist A € R"*" eine symmetrische Matrix, D = PT AP eine Diagonalmatrix,
so ist die Signatur von A das Paar (r,s), wobei 7 (bzw. s) die Anzahl der
positiven (bzw. negativen) Diagonaleintrige von D ist.
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Folgerung 10.31. Fir zwei symmetrische Matrizen A, A, existiert genau
dann eine invertierbare Matriz P € G¢,(K) mit A, = PTAyP, wenn A; und
Aqy die gleiche Signatur haben.

10.5 Hauptachsentransformation

Satz 10.32 (Hauptachsentransformation). Sei V' ein euklidischer Vek-
torraum und ¢ eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis B = {v1,...,v,} von V mit ¢(v;,v;) = 0 fir alle i # j.

Eine solche Basis heifit Hauptachsenbasis. Die Werte d; = ¢(v;, v;) heiflen
die Eigenwerte von ¢.

Folgerung 10.33. Sei A € R"*" eine symmetrische Matriz. Dann gibt es
eine orthogonale Matriz P, so dass PT AP eine Diagonalmatriz ist.

Satz 10.34. Se: ¢ eine symmetrische Bilinearform auf einem euklidischen
Vektorraum V. Ist \pin der kleinste und \,q, der gréfite Eigenwert von ¢,
so gilt fiir alle x € V

)\mm“a:”Q S ¢(:E,.T) S )\maz”x”Q'

Folgerung 10.35. ¢ sei eine symmetrische Bilinearform auf einem eukli-
dischen Vektorraum V. Der kleinste und der gréfite Figenwert von ¢ sind
gegeben durch

Amin. = min{g(z,z) : ||lz]| = 1},
Amaz = max{d(z,z) : ||z|| = 1},

d.h. Apin (b2w. Apag) st das Minimum (bzw. das Mazimum) der assoziierten
quadratischen Form q,(z) auf der Einheitssphire S = {x € V : ||z|| = 1}.
10.6 Adjungierte Endomorphismen

Satz 10.36 (Darstellungssatz). Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zu
jeder (nicht notwendig symmetrischen) Bilinearform ¢ auf V' gibt es genau
einen Endomorphismus fg: V. — 'V mit

¢(z,y) = (z, fo(v)) Vr,yeV.
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38 Symmetrische Bilinearformen

Bemerkungen:

e Ist B eine Orthonormalbasis von V, so haben ¢ und f, dieselbe Matrix
beziiglich B.

e Die Zuordnung ¢ — f, ist ein Isomorphismus zwischen dem Raum der
Bilinearformen auf V' und dem Raum der Endomorphismen von V.

Satz 10.37. V sei ein euklidischer Vektorraum. Zu jedem Endomorphismus
f:V =V gibt es genau einen Endomorphismus f*: V. — V, so dass fir alle

z,y €V gilt:
(f(@),y) = (&, f*(y))-

Definition 10.38. f*: V — V heifit der zu f adjungierte Endomorphis-
mus.

Satz 10.39. Beziiglich einer Orthonormalbasis ist die Matriz von f* die
Transponierte der Matrix von f.

Es gelten die Rechenregeln
(fog) = g of,

o=
(f+9) = ['+g (10.40)
rfyr = rf

Ein Endomorphismus f auf V' ist genau dann eine Isometrie, wenn f*o f =id
gilt.

Definition 10.41. Ein Endomorphismus f auf einem euklidischen Vektor-
raum heift selbstadjungiert, wenn f = f* gilt.

10.7 Spektralsatz

Satz 10.42 (Spektralsatz). Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zu jedem
selbstadjungierten Endomorphismus f von V' gibt es eine Orthonormalbasis
von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

Lemma 10.43. f sei ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidi-
schen Vektorraums. Ist U ein f-invarianter Untervektorraum, so ist auch U+
f-invariant.
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10.7 Spektralsatz 39

Lemma 10.44. f sei ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidi-
schen Vektorraums V und q die durch q(v) = (v, f(v)) gegebene quadrati-
sche Form. Ist Aoy = (vg, f(vy)) der mazimale Wert von q auf der Sphdre
S={veV || =1}, soist vy ein Eigenvektor von f zum Figenwert \g.

Bemerkung: Ist f ein selbstadjungierter Endomorphismus auf dem euklidi-
schen Vektorraum V| so heif3t

Spec(f) ={X € R : X ist Eigenwert von f}

das Spektrum von f.
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Kapitel 11

Hermitesche Formen

Das Standard-Skalarprodukt auf C" ist definiert durch

(u,v) = BiL 1 Zw;, (11.1)
wobei u = (21,...,2,)7,v = (wy,...,w,)" € C". Es hat die Eigenschaften
a) Linearitéit in der zweiten und Semilinearitit in der ersten Komponente:

(u, Mvr + Agva) = A1 (u, v1) + Ao(u, va)

</\1U1 + )\2’&2, ’U> = )\1 (ul, U) + 5\2(’11/2, U),

b) (u,v) = (v, u),

¢) positive Definitheit, d.h.
(u,u) >0

Definition 11.2. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung
p:VxV —=C

heifit hermitesche Form, wenn gilt

a) ¢ ist linear in der zweiten Komponente,

b) ¢(u,v) = ¢(v,u) fir alle u,v € V.
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11.1 Matrizenkalkiil

Sei A € C™" eine komplexe Matrix. Dann heifit A = (a;;) die zu A komplex
konjugierte Matrix.

Ist V' ein komplexer Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,} und ¢ eine
hermitesche Form auf V und Mg(¢) = (é(vi,v;)) € C*", so gilt fiir alle
v,weV

¢(v,w) = (7)" Mp(d)y (11.3)
mit z = kg(v),y = kp(w) und es gilt
Mp(¢)" = Ms(9).
Eine Matrix A € C**" heifit hermitesch, falls A” = A. Fiir eine hermitesche
Matrix A = (a;;) gilt:
e u; €R,
e det A € R,

e Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis B, so definiert die Ab-
T
bildung ¢: (v,w) — kg(v) Akp(w) eine hermitesche Form auf V mit
Mpg(¢) = A. Dies definiert eine Bijektion zwischen den hermiteschen
Formen auf V' und hermiteschen n x n-Matrizen.

e Sind B, B’ zwei Basen von V und ist P = Pg' die Basiswechselmatrix,
so gilt

M (6) = P Mp()P. (11.4)
Der Rang von ¢ ist definiert durch
Rang(¢) = Rang(Mp(¢)).

11.2 Orthogonalitét

Sei V' ein komplexer Vektorraum und ¢ eine hermitesche Form auf V. Zwei
Vektoren u,v € V heiflen orthogonal beziiglich ¢, wenn ¢(u,v) = 0. Ist
U C V ein Untervektorraum, so heif3t

Ut:={veV : é(u,v) =0 firr alle u € U}

das orthogonale Komplement von U beziiglich ¢.
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11.2 Orthogonalitéit 43

Definition 11.5. ¢ heifit nicht ausgeartet, wenn V4 = {0}. Ein Unter-
vektorraum U C V heifit nicht ausgeartet bgzl. ¢, wenn U N U+ = {0}.

Satz 11.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) ¢ ist nicht ausgeartet,

b) fiir jede Basis B von V gilt det Mg(¢) # 0,
¢) Rang(¢) = dimV,
d) fir jeden Untervektorraum U C'V gilt
dimU* + dimU = dim V.

Folgerung 11.7. ¢ sei eine nicht ausgeartete, hermitesche Form auf V. Ein
Untervektorraum U von V' ist genau dann nicht ausgeartet beziiglich ¢, wenn

V=U®U" gil

Ein Vektor v € V heifit isotroper Vektor beziiglich ¢, wenn gilt ¢(v,v) = 0,
andernfalls heifit er anisotrop.

Lemma 11.8. Ist ¢ # 0, dann existiert ein anisotroper Vektor.

Ein Orthogonalsystem ist ein System, das aus paarweise orthogonalen Vek-
toren besteht. Analog ist eine Orthogonalbasis definiert.

Satz 11.9. Jedes Orthogonalsystem aus bzgl. ¢ anisotropen Vektoren kann
zu einer Orthogonalbasis erginzt werden.

Lemma 11.10. Fir alle nichitrivialen hermiteschen Formen existiert eine
Orthogonalbasis B beziiglich derer die Matriz von ¢ die Form

E, 0 0
MB(¢) = 0 _Es 0
0 0 0

hat.

Folgerung 11.11. Fiir alle hermiteschen Matrizen A gibt es eine Matriz
P e G(,(C) mit

i E. 0 0
PTAP=10 —-E, 0
0 0 0
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44 Hermitesche Formen

Definition 11.12. FEine hermitesche Form ¢ heifit positiv definit, wenn
fiir jeden Vektor v # 0 gilt
é(v,v) > 0.

Ist ¢ positiv definit, dann existiert eine Basis B von V mit Mg(¢) = E, d.h.
B ist eine Orthonormalbasis beziiglich ¢.
¢ heiflit negativ definit, wenn fiir alle v # 0 gilt

o(v,v) < 0.

Satz 11.13 (Trigheitssatz). Sei ¢ eine hermitesche Form auf dem kom-
plexen Vektorraum V und sei B = {vy, ..., v,} eine Orthogonalbasis beziglich
¢. Weiter sei r die Anzahl der v; mit ¢(vj,v;) > 0 und s die Anzahl der v;
mit ¢(v;,v;) < 0. Dann gilt

r = max{dimU : ¢|y ist positiv definit auf dem Untervektorraum U},

s = max{dimU : ¢|y ist negativ definit auf dem Untervektorraum U }.

11.3 Positiv definite hermitesche Formen

Satz 11.14. Sei ¢ eine hermitesche Form auf einem endlich dimensionalen
komplexen Vektorraum V mit Basis B. Genau dann ist ¢ positiv definit, wenn
alle Hauptunterdeterminanten von Mp(¢) positiv sind.

Sei ¢ eine positiv definite hermitesche Form. Man schreibt
<U’ w> = ¢(U’ w)

und spricht von einem hermiteschen Skalarprodukt. (V, ¢) heifit unitérer
Raum und wir kénnen eine Norm auf V' definieren durch

[o]] = v/ (v, v).
Satz 11.15 (Cauchy—Schwarz). In einem unitiren Vektorraum gilt
(v, w)| < o] - [Jwl]].
Folgerung 11.16 (Dreiecksungleichung). In einem unitiren Vektorraum

gilt
[o +w|| < jo]l + [[w]-
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Satz 11.17. Sei{vy,...,v,} eine Basis eines unitdren Vektorraums V. Dann
gibt es eine Orthonormalbasis {w-,...,w,} von V, so dass

L{wy,...,wx}) = L{v1,...,vx}), k=1,...,n.

Definition 11.18. Se: V' ein unitirer Vektorraum. Ein Endomorphismus
f:V =V heifit Isometrie, wenn gilt

(f(v), f(w)) = (v, w). (11.19)

Satz 11.20. Die Isometrien eines unitiren Vektorraums V bilden eine Un-
tergruppe von GL(V).

Diese Gruppe heift die unitéire Gruppe von V und wird mit U (V') bezeich-
net.

Eine Matrix A € C"*" heifit unitéir, wenn ATA = E gilt. Die unitéiren
Matrizen bilden eine Untergruppe U(n) von G/,(C), die unitire Gruppe.
Die unitdren Matrizen mit Determinante 1 bilden die spezielle unitéire
Gruppe SU(n).

Lemma 11.21. Ein Endomorphismus f: V — V eines unitiren Vektor-
raums V ist genau dann eine Isometrie, wenn die Matriz Mp(f) beziiglich
einer Orthonormalbasis B unitdr ist.

11.4 Spektralsatz

Satz 11.22. Se: f ein Endomorphismus eines unitiren VektorraumsV. Dann
gibt es genau einen Endomorphismus f* von V mit der Figenschaft

(f(v), w) = (v, f*(w))
fiir alle v,w € V.
Man nennt f* den zu f adjungierten Endomorphismus.

Bemerkungen:

a) Fiir eine Matrix A € C**™ heifit A* = AT die zu A adjungierte Matrix.
Hat ein Endomorphismus beziiglich einer Orthonormalbasis die Darstel-
lungsmatrix A, so hat der adjungierte Endomorphismus beziiglich dieser
Basis die Darstellungsmatrix A*.
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b) Ein Endomorphismus f ist genau dann eine Isometrie, wenn f*f = id
gilt.

Definition 11.23. FEin Endomorphismus f eines unitiren Vektorraums V
heifit selbstadjungiert, wenn f = f* gilt, d.h. wenn

(f(v),w) = (v, f(w))
fiir alle v,w € 'V gilt.

Satz 11.24 (Spektralsatz). Zu jedem selbstadjungierten Endomorphismus
f eines unitiren Vektorraums V gibt es eine Orthonormalbasis von V, die
aus Figenvektoren von f besteht.

Eine Matrix A € C**" heifit hermitesch, wenn gilt A* = A. Ist A hermi-
tesch, so existiert eine unitire Matrix P, so dass P~ AP eine Diagonalmatrix
ist. Man sagt A ldsst sich unitir diagonalisieren.

Folgerung 11.25. Zu jeder hermiteschen Form ¢ auf einem unitiren Vek-
torraum V gibt es eine Orthonormalbasis von V, die gleichzeitig eine Ortho-
gonalbasis bzgl. ¢ ist.

Ein Endomorphismus f eines unitiren Vektorraums V' heifit normal, wenn

gilt f f* = f*f.

Satz 11.26. Ein Endomorphismus eines unitdren Vektorraums ist genau
dann unitdr diagonalisierbar, wenn er normal ist.
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