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1 Der Laplace-Operator

1.1 Der Gaufische Integralsatz und die Greenschen Formeln

Zunéchst legen wir fest, was unsere Mindestanforderungen an das Gebiet G sind, in dem wir die Pois-
songleichung l6sen wollen. Wir nennen solche Gebiete Normalgebiete. Es sind Gebiete, deren Rand aus
gutartigen Hyperflichenstiicken zusammengesetzt ist. Erst aber sagen wir, was ein Flachenstiick und
ein Oberflachenintegral sind. Zur Erinnerung: ein Gebiet ist eine offene wegweise zusammenhéngende
Menge.

Definition 1.1 Eine Menge ' C R™ heit requlires Hyperflichenstiick der Klasse C* (k € N), wenn
sie sich in der Form F = x(T),

1 r1(ty, .. tno1),
Tn == In(tlv"'vtnfl)a

mit ¢ = (t1,...,thn—1) €T C R™ 1 darstellen la8t. Dabei ist 7' ein beschrinktes Gebiet im R™ ! und
es ist x € C°(T,R™) N C*(T,R™). AuBerdem ist z : T — R™ injektiv mit

81E1 8171
oty Otn—1
Rang =n-—1.
amn 8xn
8t1 atn—l
Mit D;, i =1,...,n bezeichnen wir die Funktionen
Oz L. Oz
8t1 8tn71
axi*l ...... 81171
. Ot Otn_1
D; = (-1)"*
ipr .. Oxiyy
8t1 8tn71
Ozn ... Oy
8t1 8tn71
Die Vektoren v = +(vy,...,vy)
D;

V; =

VDi+---+D2

heiBen die zu F im Punkt z = x(t) gehérenden Normalen. Fiir f € C°(F) heifit

[ t@)aote) = [ sa() /D20 + -+ Do) ds
F T

Oberflichenintegral von f iiber F, wenn

/’f(x(t))‘\/D%(t) +-+ D2(t)dt < 00
T

endlich ist.
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Definition 1.2 Ein beschrinktes Gebiet G C R™ heifit Normalgebiet, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. Zu jedem Randpunkt 2’ € G gibt es eine Folge (2(P),cn, 2® € R*\ G (p € N) mit
z®) — 2’ (p — o).

2. 9G = F1U---UFy mit reguliren Hyperflichenstiicken F; (j =1,...,N) der Klasse C! und
es gilt:

FiﬂszaﬂﬂaFj (’L;!é])
Dabei ist OF := F \ F. AuBlerdem existiere [ do (j=1,...,N).
FJ

3. Zu jedem & > 0 gibt es endlich viele Kugeln K; = {z € R" ‘ |t — 20| < p;}  mit zU) €

OFyU---UdFN, p; >0, (=1,...,9=q(e)), sodaﬁ

q
OFyU---UdFy C | JK; und an1<6
j=1

Fiir ein Normalgebiet G sei das Oberflichenintegral definiert als

Ein beschrinktes Gebiet, das diese Bedingung nicht erfiillt ist zum Beispiel eine Kugel, aus der ein
Punkt herausgenommen wurde, G = {x € R"|0 < |z| < 1}.

Wir sind nun in der Lage, den Gaufischen Integralsatz fiir Normalgebiete zu formulieren. Er besagt,
dass das Volumenintegral iiber eine Divergenz,

div f = Z gij

sich als Oberflichenintegral schreiben ldsst. Fiir uns ist dies besonders wichtig, weil ja

s0=2 50 (5

gilt.

Satz 1.3 (Gauflscher Integralsatz) Es sei G C R™ ein Normalgebiet mit Gufferer Normale v. Fer-
ner sei f = (f1,..., fn) € (C°(G,R") N C*(G,R™)) und [ |div f|dz < co. Dann gilt:
G

/lef dx—/f (x) do(x). (1.1)

G

Der Gauflsche Integralsatz ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung. Er liefert eine Formel fiir die partielle Integration in hoherer Raumdimension. Setzen wir
in (1.1) die spezielle Funktion f = (0,...,0,u,0,...,0) mit u an der i—ten Stelle ein, so erhalten wir
ein entsprechendes Resultat.

Folgerung 1.4 Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3 gilt fiir eine (skalare) Funktion u € C°(G)N

Cl(G ), mth|6u|d£E<oo
/gjﬁi (x) da::/u(:z:)yi(a;) do(x).
G

oG

Wenden wir den Gaufischen Integralsatz auf den Gradienten einer skalaren Funktion an, so erscheint
der Laplace-Operator. Das fiihrt zu den Greenschen Formeln, die wir im folgenden Satz notieren.
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Satz 1.5 (Greensche Formeln) Es sei G ein Normalgebiet. Fiir u,v € CYG), v € C*(G) und
J |Av|dz < oo gilt die erste Greensche Formel
G

/ u(z)Av(z) dz = / u(x)%(x) do(z) — / Vau(z) - Vo(z) d. (1.2)

G oG G

Ist zusitzlich u € C*(G) und [|Auldz < oo, so gilt die zweite Greensche Formel
G

[ ute)80(a) — v@)du(o) do = [ ule)go@) — o(o) S @) dofa). (1.3)

G oG

Beweis. Die zweite Greensche Formel folgt offensichtlich sofort aus der ersten. Die erste Greensche
Formel folgt aus dem Gauflschen Integralsatz, wenn wir ihn auf das Vektorfeld

re (w0
= uaxl"”’uf)xn

anwenden und beachten, dass gilt

. Ju Ov " 920
lef — Zax ( ) Zaxjaxj u;({)—x?—VUVU—i—uAv

Ausserdem ist aus der Analysis bekannt, dass die partielle Ableitung in Richtung des Normalenvektors,

ou 8u
o 8
=
als das euklidische Skalarprodukt aus dem Gradienten und dem Normalenvektor gegeben ist. a

1.2 Die Darstellungsformel

Die zweite Greensche Formel (1.3) verwenden wir, um eine Losungsformel fiir das Randwertproblem fiir
die Poissongleichung zu finden. Nehmen wir fiir den Moment an, daf§ —Au = f in G gilt und aulerdem
u = g auf 9G ist, wobei g und f bekannt sind. Dann liefert (1.3) unter geeigneten Voraussetzungen

die Gleichung
/uAvd:v— /fvdx—i—/ %—v%do
Iou v

G oG

Wenn wir die Funktion v so wihlen, daf} sie auf dem Gebietsrand G verschwindet, so haben wir fast
eine Formel fiir ,,die Losung” u des Problems —Au = f in G, u = g auf 9G.

/uAvd:z:— /fvdx—i—/gg—do
G oG

Wir versuchen nun, ein v zu finden, daf fiir festes xg € G zusétzlich einer Bedingung der Art

" /uAv dx = u(x9)“ (1.4)

G

geniigt. Das geht naturgeméf im allgemeinen nur mit einer Funktion v, die eine Singularitét im Punkt
o besitzt.

Definition 1.6 Eine Funktion u heifit in der offenen Menge G C R™ harmonisch, wenn u € C?*(G)
ist und Au =0 in G gilt.
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Wir suchen zunéchst harmonische Funktionen, die von der Form

u(z) = v(|z|)

sind, also nur vom Abstand des Punktes z zum festen Ursprung abhéingen. Dann gilt fiir x # O:

) =) ) = (e (o) 0 - )
und damit
Bufa) = o (al) + v/ () (1.5)
Also ist Au = 0 genau dann, wenn
o (r) + ”;11/@) =0 (r#0). (1.6)

Wir 16sen diese lineare gewohnliche Differentialgleichung. Dazu setzen wir w(r) := v'(r) und lésen

—1
w(r) + =

. w(r) = 0.

Diese Gleichung ist fiir r > 0 dquivalent zu

also erhalten wir

V' (r) =w(r) = crt™

und damit in Abhéingigkeit von der Raumdimension n als Lésungen von (1.6) mit beliebigen Kon-
stanten c1,co € R

v(r) = ar’ "4 (n#2),

v(r) = cilogr+ co (n=2
Damit haben wir folgendes Lemma bewiesen.

Lemma 1.7 In R™\ {0} lést die Singularititenfunktion

_1 =
| EleEld =2
mlxlh (n#2)

die Potentialgleichung As,, =0, ist also in R™ \ {0} harmonisch.

Wir werden im folgenden hiufig mit Polarkoordinaten im R™ arbeiten. Dazu formulieren wir die
Transformationsformel auf Polarkoordinaten fiir Integrale im R™. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Hilfssatz 1.8 Es sei Br(wo) = {z € R"| |[z—x0| < R} die Kugel um x¢ mit Radius R > 0 und S"~1 =
0B1(0) die Einheitssphire im n—dimensionalen Raum. Falls die auftretenden Integrale existieren, dann
gilt mit r = |x — x|, £ = (x — x0)/|x — x0|:

R
| t@as - 0/ ([ slaosre)dole)) L,

BR(wo) Snfl

/ f(x)do, = / f(zo + RE) do(¢)R™ 1.

BBR(I[)) Sn—1
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Wir konstruieren nun Funktionen der Art, wie wir sie zu Beginn dieses Abschnitts gewiinscht hatten
(1.4). Solche Funktionen nennen wir Grundlosungen. Sie sind aus der Singularitétenfunktion und
einem glatten Anteil zusammengesetzt.

Definition 1.9 Es sei w,, = |S"7!| der Flicheninhalt der Einheitssphiire im R™ und w; = 1. Eine
Funktion
—5=logly — o + ¢(y, x) (n =2)
¢y, ) =

el =P ey, ) (n#2)

heiBt Grundlssung von Au = 0 zum Gebiet G C R", falls fiir festes x € G, ¢(-,z) € C(G) ist und
(-, 2) in G harmonisch ist.

Wir werden im folgenden eine solche Funktion immer Grundlésung nennen, ohne auf die zugehorige
Differentialgleichung zu verweisen. Die Wahl der Konstanten in der Definition wird noch deutlich
werden.

Satz 1.10 Sei G C R" ein Normalgebiet und sei u € C*(G). Dann gilt fir x € G die Darstellungs-
formel

u(r) = /Gﬁ(y,w)%(y) —U(y)%(y,w)dO(y) —/¢(y7w)Au(y)dy7
oG G

wobei ¢ eine beliebige Grundlisung (von Av = 0 zu G) ist. v bezeichnet die duffere Normale an 0G
im Punkt y € 0G.

Beweis. Wir beweisen die Darstellungsformel des Satzes fiir festes g € G und n # 2. Dazu sei e > 0 so
klein, dass B () C G. Das Gebiet, aus dem diese kleine Kugel herausgebohrt ist, bezeichnen wir mit
G. := G\ B:(20). Die zweite Greensche Formel (1.3) liefert unter den Voraussetzungen u,v € C*(G.),
u,v € C*(G.), [|Auldz < co, [ |Av|dx < oo, dass gilt
G Ge

ou ou
/uAv—vAudx = ug —vgdo.
G. G

Nach Voraussetzung ist u € C%(G). Fiir v wihlen wir v(x) = ¢(x, 2). Fiir n # 2 ist also

[ w1862, 20) — om0 da(e) o = [ ula) G, m0) — ol 20) S @)dofe),
G OG <
und daraus folgt
_ / é(z, w0) Au(z) de + / gb(x,xo)%(x) —u(:c)%(x,xo)do(x)
Ge oG
RS @)
= [ a5 @)~ u@) 5o w0) dof).

OB<(z0)

(3) 4)

Jetzt wollen wir in allen vier Termen ¢ — 0 gehen lassen. Das Integral (1) existiert fiir ¢ — 0 als
uneigentliches Riemann-Integral,

/ 16(z, 20)[|Au(z)| dz < max|Adl / 6(z, 20)] da,
G

Be(z0) Be(z0)
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denn fiir n # 2 haben wir nach Definition der Grundlésung

1
| e [ ——pleat s [ el ds

n — 2wy,
BE(IU) BE(IU)

Be(z0)
1 €
< m/ / 27"t do(€)dr 4+ max |@(x, xo)| / 1dzx
- n zeG
0 gn—1 © B (x0)
€

€

< L/Tdr—kmagkp(x,xoﬂwn/T”fldr
|n - 2|wn zeG ,

Wn
—” 0 0).
na — (e —0)

2
= €% 4+ max
on—2|° " hee ¥l

Also folgt:

e—0

lim [ ¢(z, xo)Au(x)dx = /(b(:v,:bo)Au(x) dx.
G. G

Das Integral (2) existiert, da xp € G und = € 9G ist. Auch das dritte Integral verschwindet fiir & — 0.
Es ist namlich

@1=1 [ 6w a5 (e) dofe)] < max|Val [ jolez0)| dofe)
OB (o) 0Bc(wo)
und wegen
|t — zo|> " do(x) = " tw, =wpe — 0 (e —0)
9Bc(z0)

folgt dann
. ou
lim / o(z, xo)g do(z) = 0.

e—0
BBE (IO)

Der eigentlich wichtige und von uns erwiinschte Anteil ist im Integral (4) enthalten. Es sollte uns
—u(xp) fiir e — 0 liefern.

B O¢ B 1 0 S g
(4) = / u(x)g(:v,;vo)do(w) = / u(z) {mg(kﬂ — 2] ) + 8Vgo(x,:bo)} do(z).
635(10) aBE(mO)
Offensichtlich ist 5
;i_r)l% u(:v)a—f(x, x0) do(z) = 0.
OBc(z0)

Wir berechnen den ersten Anteil von (4) explizit. Wir kennen die Normale, v(z) = (z — x¢)/|z — o
und konnen demnach so rechnen:

% (|x — $0|2*n> — Zyi(x) 8(37- (|x _ $o|27”> _ Z T; : Zoi (2= n)z — $0|1,nxi — To;
‘ =1

P xo] | — 20|

n

_ I N e D 1-n
= (2 —n)|z — x| 27—(2—n)|x—x0| .

= ol
Also folgt insgesamt
1 0 1
o | g (e al e == [ @ik
635(10) 635(10)

L [ uo+ o)t e do(e) = - [ ulwo +2€)do(€) — —u(zo) (¢ —0)

Sn—1 Sn—1
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da u stetig ist. Wir fassen die Resultate fiir die Anteile (1), (2), (3) und (4) fiir £ — 0 zusammen und
erhalten damit wie behauptet die Darstellungsformel

_ / (z, 20) Aul(z) de + / (b(x,xo)%(a:)—u(:c)%(x,xo)do(x) — (o).
G oG

Ist die Grundlssung ¢ so gewiihlt, dass ¢(y,z) =0 fir z € G und y € 9G, so folgt:

o) = = [ o 00dul)dy — [ )3 0.0) doty)
G

oG
d. h. wir haben eine Kandidatin fiir eine Losung des Randwertproblems
—Au=f in G, uw=g auf 0G
zu gegebenen f € C°(G), g € C°(9G), nimlich

uw) = [ 000wy~ [ 96) 500 doly).
G

oG

Zwar wird es nicht ganz so einfach sein, denn die Stetigkeit von f reicht nicht aus, aber der Ansatz fir
eine Losung ist richtig. Wir geben Grundlésungen mit den gewiinschten Eigenschaften einen eigenen
Namen.

Definition 1.11 ¢¢(y,x) ist eine zum Gebiet G C R"™ gehorende Greensche Funktion, wenn ¢
Grundlosung geméB Definition 1.9 ist und auBerdem der Bedingung ¢¢(y,z) =0 fir y € 0G, z € G
geniigt.

1.3 Das Poissonintegral

Fiir geometrisch besonders einfache Gebiete ldsst sich eine Greensche Funktion explizit angeben. Dies
gilt z. B. fiir die Greensche Funktion einer Kugel Bg(0) im R™.

Satz 1.12 FEine Greensche Funktion der Kugel Br(0) C R™ ist im Fall n # 2 gegeben durch

n— 2 2.n
o) = =g (=aP = (1) e ) @0
R T L

In zwei Raumdimensionen (n = 2) ist eine Greensche Funktion fir Br(0) durch

(y,z) = —%(log‘y—w‘—log —y—EwD (z #0),

‘ ]
R x|
é(y,0) = —i(lo ly| — lo R)
Y, = o g1y g
gegeben. In jedem Fall ist ¢(y,x) = ¢(x,y).
Beweis. Wir betrachten nur den Fall n # 2. Offensichtlich hat ¢ die verlangte Form

¢(y7 ,T) = Sn(x - y) + 90(?/795)

mit
o) =~ (Z) - e ) @ r0),
P(.0) = ———— R

(n—2)wy,



10 Skript zu , Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen I, WS 2006/2007, Dziuk

Nach Konstruktion ist ¢(y,z) = 0 fir |y| = R und |z| < R. ¢(-,z) ist fiir festes 2 € Bgr(0) aus

C1(Bg(0)) und in Bg(0) harmonisch, denn fiir 0 < |:c| < Rund |y| < R hat man

R2
‘y‘u

> | | = ly[ > 0.
Der Fall z = 0 ist trivial.
Wir vermuten nun, dass mit dieser Greenschen Funktion fiir die Kugel durch

u(r) = — / g(y)%(y,w)d()(y)

OBRr(0)

eine Losung von Au = 0 in Br(0) mit Randwerten v = g auf Bg(0) gegeben ist. Dazu rechnen wir

9¢
——(y,x) aus. Fur (n > 3) und y # z ist:
5o 0:2) (n>3)
2
99 oy = - L [ vz (E)"_2 Yi ~ [ep i
Ay, wy \ Jy—z* \|z| ’y— Bx

Fiir |y| = R folgt fiir die Ableitung in Richtung der Normalen v = y/R

%(y,w) = > vy g—;;(yw)

=1

2
_ Z — % ( R )"‘2 Y ~ LE i
B an |y—x|" || r "

<.

- e
B 1 & yf =y, R\n—2 yf—%%‘%
- )
1 ly|>? —x -y Ry\n-2 [yl T Rty
_an{ ly — x|™ _(m) W}

-1
Nun ist ¢(y,z) = 0 fiir |x| < R, |y| = R, d.h. dass dann gilt: |y —z| = (%) ‘y -

erhalten wir weiter

2
oo - S (7 A
ov Rw, | |y— =z || (le) ly n
2
1 R?—ux- y_ﬂ(RQ \z‘2$ y)
T Ruw, ly — x|
B 1 R?— |z
Rw, |y—z|" "

Wir fassen diese Rechnungen im folgenden Satz zusammen.
Satz 1.13 Seiu € C°(Bg(0)) N C?(Bgr(0)) eine Lisung von

Au=0 in Br(0), uw=g aufdBg(0).
Dann gilt fiir x € Br(0) die Formel

%x}. Also
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Beweis. Dies ist eine Konsequenz aus den obigen Rechnungen und Satz 1.10. Nur wurde in Satz 1.10
u € C?(Bgr(0)) vorausgesetzt. Jedenfalls ist nach der jetzigen Voraussetzung u € C?(Bgr_(0)) fiir
jedes kleine positive e. Also erhalten wir fiir z € Br_.(0)

1 / (R—e)? — |af?
uwr) = ———— ——————u(y) do(y).
®) = T ) doly)
9Br_.(0)
Fiihre dann den Grenziibergang ¢ — 0 aus und erhalte die Behauptung des Satzes. a

Eine wesentliche Konsequenz des obigen Satzes ist die, dass wir damit gezeigt haben, dass eine in der
Kugel harmonische Funktion, die stetig bis zum Rand ist, vollstdndig durch ihre Randwerte festgelegt
ist.

Bisher haben wir bewiesen, dass die Formel (1.7) notwendig fiir eine Lésung des Randwertproblems

u € C°(Bg(0)) N C*(Br(0)),
Au =0 in Bg(0), u=g auf dBg(0)
ist. Wir sind aber am umgekehrten Schluss interessiert. Das ist die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 1.14 (Poisson-Integral) Sei zg € R", g € C°(0Bg(z0)). Dann ist durch

[ Il (o e Bate)
u(z) = " 0B (20)

g(x) (z € 90BRg(x0))
die einzige Losung u € C°(Bgr(xo)) N C?(Br(z0)) des Randwertproblems
Au=0 in Bg(zg), u=g auf OBgr(xo)

gegeben.
Die Funktion

1 Jyl? —|=f?
Pr(z,y) = Run |y —a"

(z,y €R", z #y)
heifst Poissonscher Integralkern.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Losung folgt sofort aus der Darstellung.
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit diirfen wir in der Behauptung des Satzes o = 0 wiéhlen.
Nach Definition ist

u() = / Pr(z.y) g(y) do(y)  (x € Br(0)).
9BRr(0)

In (1.7) haben wir bewiesen, dass gilt

0
Pa(e,y) =~ 92(y,2) (2l < R.lyl = R).

Man beachte, dass hier die Normale beziiglich der y-Variablen gemeint ist. Daraus folgt nun sofort fiir
festes |y| = R beziiglich |z| < R wegen der Symmetrie von ¢:
o¢

0
APR(uy) = _Ag(yv ) = _5 A¢(y7 ) =0.

=0

Also ist u € C?(Br(0)) und Au = 0 dort. Zu zeigen bleibt, dass u bis zum Rand stetig ist, d.h.
u(z) — g(zs) (x — =4, |x| < R, |z« = R). Dazu beobachten wir, dass die Funktion @(x) = 1 eine
Losung von Aw = 0 in Br(0), @ = 1 auf dBp ist. Also liefert uns Satz 1.13

1= / Pr(z,y) do(y). (1.8)

9Br(0)
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Wir zeigen nun fiir festes |z.| = R:
Ve>036>0 (Jo]| <RA |z — 2. <& = |u(z) — g(z.)] <e).

Sei nun also | — z.| < 4, |z| < R, |z«] = R. Es ist dann

) =g = | [ Paten)to)dolw) - g(z.)

9Br(0)

= | [ Petw) (o) - g(e0)) dotw)]
9Br(0)

< [ Pa)lot) - gw)|doty)  (Pa> 0 fir dicse 2,y)
dBRr(0)

= /PR(x,y)lg(y)—g(x*)ldO(yH / Pr(z,y)9(y) — g(z+)| do(y)
ABR(0)N{yER™||y—z.|<251} 0BR(0)N{y|ly—w.[>261}

< _

< ma lo@ g6l [ Palew)doty)+2 max lo [ Pale,y)doty)
ly—e«l<28y OBR(0)N{|y—=z.|<251} OBR(0)N{|y—w.|>251}

Im einzelnen kann man dann so weiter abschéitzen:

Pr(z,y)do(y) < Pr(z,y)do(y) = 1,
OBR(0)N{|y—z.|<261} 9B (0)
1 R? — |z|?
P d < — — " g
we)doly) < [ i dol)
OBr(ON{ly—2.[2261} OBR(0) N {ly — .| > 261}
1 R2 _ |$|2 Rn—Q(R2 _ |$|2)
Bl S o B d A Gl T o NP2
wnR o7 o(y) 57 ’
9B R(0)

wobei wir verwendet haben, dass
ly — 2| > |y — 24| — | — 24| > 251 —§ > b1,
falls § < ;1 gewahlt wird. Damit folgt dann insgesamt:

Rn72 R2 — |z 2
lu(z) —g(z)| < max |g(y) — g(zs)[ +2 max |g] ( n <)
T, 282(0) g

Dann folgt weiter
R? — |z = (R~ |z (R + |z]) = (Jau] = [2)(R + |2]) < |z —2|2R < 2RS4

Zu € > 0 wihle §; > 0 so klein, dass

max [g(y) — g(z.)] < %

ly|=R
ly—@x| <261

gilt (g ist gleichmé&Big stetig auf OBg(0)). Danach wihle 6 € (0, 1] so klein, dass gilt

R 15 £

4 max

9Br(0) 91 a7 < 2
Dann folgt also  |u(x) — g(z.)| < e fiir |z — x| <. O

Wir haben damit unsere erste partielle Differentialgleichung (durch eine Formel sogar) gelost. Aber
leider haben wir das nur fiir das spezielle Gebiet G = Bpr(xo) geschafft. Um das Randwertproblem
fiir die Poissongleichung auf allgemeineren Gebieten zu l6sen, briuchte man jetzt deren Greensche
Funktion. Es gibt zu vielen Gebieten explizit bekannte Greensche Funktionen. Aber im allgemeinen
kann man lediglich - unter geeigneten Annahmen - die Existenz einer Greenschen Funktion nachweisen.
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1.4 Das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen

Satz 1.15 (Mittelwertgleichung) Sei u in der offenen Menge G C R™ harmonisch. Dann gelten
fir jede Kugel Br(xo) C G die Mittelwertgleichungen

1 1
u(wo) = o Rl / u(y)do(y) = 0Bn(zo)] / u(y)do(y)
BBR(I[)) aBR(:Eo)
und
ueo) = e [ uwidy= o [ty
0w, Rn |Br(zo)] '
BR(:E()) BR(xO)

Beweis. Nach Satz 1.14 wissen wir, dass

1 R? R 1 1
wa) =z [ ) = o- [ gu@det) = = [ uw)doly)
8BR(10) 8BR(10) 8BR(10)

Dies gilt aber nicht nur fiir dieses R sondern fiir alle r € (0, R]:

! u(y)dow) = — [ ulwo + 7€) do()

wyrn1 W,
OB, (I[)) Sn—1

u(zo) =

Multiplizieren wir diese Gleichung mit v ! und integrieren dann beziiglich r von 0 bis R, so erhalten
wir

Wn
0 gn-—-1

R 1 R
0/ = Ly(zo) dr = — / / w(zo + €)™ do(€) dr

und demnach folgt
PR = o [ () doly)
o 0= Y Yy)
BR(I[))

O

Satz 1.16 (Starkes Maximumprinzip) Es sei G C R™ ein Gebiet und es sei u in G harmonisch.
Gibt es dann einen Punkt zo € G, so dass

u(zo) = inf u(r) oder wu(xg) = supu(x),
zelG zeG

so ist u in G konstant.

Beweis. Es sei 1 € G, x1 # xo beliebig. Nach Voraussetzung ist G ein Gebiet, also (wegweise)
zusammenhéngend, d. h. es gibt eine Funktion ¢ mit den Eigenschaften

¢ :[0,1] = G, 9(0) = z0, ¢(1) = z1, ¢ € C°([0,1)).
Definiere M := u(zg) = infg v und setze
I:={se[0,1] | u(p(t)) =M Vt € [0,s]}.

Wir zeigen nun, dass I = [0, 1] ist. Daraus folgt dann insbesondere, dass u(z1) = u(zg) = M ist, und
da z1 € G beliebig war, erhalten wir, dass v in G konstant ist.

I ist nicht die leere Menge, denn nach Voraussetzung ist 0 € I. I ist abgeschlossen, weil u stetig
ist. Also gibt es ein maximales s, € [0, 1], so dass I = [0, s.]. Wir nehmen an, dass s, < 1 ist und
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setzen x, := @(sx). Da ¢(s.) € G und G offen ist, gibt es ein R > 0 mit Br(z.) C G. Die Funktion
v(x) := u(zr) — M ist harmonisch in G und ausserdem nicht negativ. Dann folgt aber

0 = |Br(z)|v(zy) = / v(z) dx.

Br(z.) Y~~~
>0
und dies impliziert
v(z) =0 Vo € Br(z.).

Das ist ein Widerspruch zur Maximalitéit von s.. O

Folgerung 1.17 (Schwaches Maximumprinzip) Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet. Ist dann
u € C%QG) in G harmonisch, so hat man

minu = minu wund maxu = maxu.
el le bel oG

Bemerkung Diese Aussage ist fiir unbeschrankte Gebiete im allgemeinen falsch! Dies sieht man an
dem einfachen Beispiel G := {z € R? | 2 < 0} und u(z) := —zs.

Beweis. Fiir den ersten Fall. Die Menge G ist kompakt, also wird ein Minimum von u in G an-
genommen, da u € C°(G). Falls u(z¢) = mingu und 2o € G ist, dann ist u nach dem starken
Maximumprinzip konstant, also auch ming v = mingg u. Liegt 2o auf dem Rand von G, so ist die
Aussage sowieso wahr. a0

Aus dem schwachen Maximumprinzip kénnen wir leicht folgern, dass das Randwertproblem fiir die
Poissongleichung hochstens eine Losung hat.

Folgerung 1.18 Fiir ein beschrinktes Gebiet G C R™ hat das Randwertproblem u € C°(G) N C?(G),
—Au=f in G, u= g auf OG hdichstens eine Lisung.

Beispiel Es gibt beschriinkte Gebiete G, fiir die das Randwertproblem,
we C'(G)NC*@G), Au=0 in G, u=g auf OG,

zu vorgegebenen Randwerten g € C°(9G) unlésbar ist. Wiihle als Gebiet G := {z € R" | 0 < |z| < R},
n > 3. Dann ist der Rand von G durch G = {z € R" | |z| = R} U {0} gegeben. Geben wir nun die

Randwerte ! (2l = R)
g(x) = { 0 (z :_0)

vor, dann ist g € C°(0G), aber das Randwertproblem hat keine Losung.

1.5 Das Newtonpotential

Bisher haben wir fiir Kugeln die homogene Differentialgleichung Au = 0 in G gelost. Wir wollen
nun versuchen die inhomogene Differentialgleichung —Aw = f in G zu 16sen. Ziel ist immer noch die
Losung des Randwertproblems

(%) —Au=fin G, wu=g aufdG.
Fiir welche f ist dieses Problem losbar? Unsere Ideen hatten wir aus der Darstellungsformel

u(e) = [ 600 5 0) — ulo) 5.2 doly) — [ o) (Do) dy
oG G

gewonnen. ¢ ist hier eine beliebige Grundlésung von Au = 0. Ist ¢ eine Greensche Funktion und
eine geniigend glatte Lésung von (), so folgt

u(e) == [ )G )dotw) + [ o)1) dy

oG G
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Wir kénnten nun das Volumenintegral auf der rechten Seite dieser Gleichung studieren. Wir gehen aber
etwas anders vor, indem wir zunéchst nur die Singularitdtenfunktion im Volumenintegral untersuchen.

Die folgenden Sitze zum Newtonpotential zitieren wir nur. Wir werden die inhomogene Differen-
tialgleichung spéater mit anderen Methoden 16sen. Aber die Eigenschaften des Newtonpotentials sollte
man trotzdem zur Kenntnis nehmen.

Definition 1.19 (Newtonpotential) Es sei f auf G C R” Riemann-integrierbar. Dann heifit
—5x [loglz —ylf(y)dy  (n=2)

w(z) = - . ,z€G (1.9)
mg |z =yl " fly)dy  (n#2)

Newtonpotential von f.

Wir vermuten, dass unter geeigneten Voraussetzungen —Aw = f in G gilt.
Satz 1.20 Ist f € C°(G) und sup |f| < oo, so ist das Newtonpotential w € C(G) und
G

ow 1 Ti —Yi

@G |x_y|nf(y)dy (zeG) (i=1,...,n).

Einen Beweis dieser Aussage findet man z. B. in dem Buch von Gilbarg und Trudinger.

Leider ist unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes w nicht in C?(G). Dazu miissen wir mehr
an f voraussetzen. f muss nicht nur stetig, sondern holderstetig sein. Die Holderstetigkeit ist eine
Eigenschaft, die zwischen der Stetigkeit und der Differenzierbarkeit einer Funktion angesiedelt ist.

Definition 1.21 (Holderstetigkeit) Sei M C R™. Dann heifit w in M hdlderstetig mit Holderexpo-
nent a € (0, 1], wenn

VK C M, K kompakt, 3 ¢ Vr1,22 € K : [u(z1) — u(z2)| < c|z1 — z2]®.

Im Fall o = 1 spricht man auch von lipschitzstetigkeit. Die Menge der in M holderstetigen Funktionen
bezeichnen wir mit

CO*(M)={v: M — R | vist in M holderstetig mit Exponent a}.

Beispiel 1.22 Die Funktion v(z) = |2|*(z € R") liegt in C%* (R™) fiir alle o/ € (0, .
Nun sind wir in der Lage, die zweiten Ableitungen des Newtonpotentials zu berechnen.
Satz 1.23 Fiir offenes G C R" sei f € C¥%(G) und auferdem supg |f| < oo. Dann ist w € C?*(G),

und die zweiten partiellen Ableitungen von w sind hélderstetig mit Exponent o in G und sind gegeben

durch

Wy (1) = __/ U_ — Yz, — yg)f(y)—f(x)d

Ix—yl lz—yl/ |y—z[*

+— / |a:—y|” (y) do(y) f(x) (x € Q) (1.10)

(i, =1,...,n) fir jedes Normalgebiet Gy D G. Hierbei setzen wir f(y) =0 fir (y € Go \ G).
Aujferdem gilt
—Aw = f in G. (1.11)
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Beweis. Einen Beweis findet man in Gilbarg-Trudinger. Hier wollen wir nur zeigen, wie aus der Formel
(1.10) fiir die zweiten partiellen Ableitungen von w die Differentialgleichung (1.11) folgt. Es folgt dann
sofort:

— i2 — X 1 ~ T — Y
- / > (1 |$_Z|3 YT gy L [ 3 B ) doly) )
Gy *

_ 6 (n_n'w‘y'z)f@)‘f(w)dy—i T7Y L y) do(y) f(z)

W, lz—yl?/ |z—y wy J | =yl
0 0Go
1 r—y
= — v(y) do T
— [ = vw o) 1)
9Go

Es bleibt noch das Randintegral zu untersuchen. Satz 1.10 ergibt fiir u € C?(G))

| #0055 0) = ) g o) = [ o)t
Go

9Go

fiir eine beliebige Grundlésung, also auch fiir die Singularititenfunktion. Wihle u(z) = 1. Dann ist

Au=0, 2%|5G, = 0 und @(y,z) = mu —y[>™™ (n # 2), so dass also folgt:
8¢ . 2—n
= - [ genaw = [ 3 (Ggle v, i)
dGo 9Go 7=
1-n %~ Yj 1 -y
= — - d = —— . d

[ (- o) = - [ v ot

8G, I=1 aGo
Damit erhalten wir: —Aw = f in G. a

Der Vollsténdigkeit halber ziehen wir nun aus den (nur zitierten) Resultaten zum Newtonpotential
und unseren bisherigen Resultaten die fiir uns wichtige Folgerung. Dabei beachten wir, dass wir bisher
das Randwertproblem fiir harmonische Funktionen nur auf Kugeln 16sen kénnen.

Satz 1.24 Sei G = Bg(xo) C R™. Seien weiter g € C°(0G) und f € C**(G), supg | f| < co. Dann
gibt es genau ein u € C*(G) N CO(G) mit

—Au=finG, u=g aufdqG.

Beweis. Bezeichnen wir mit u; das Newtonpotential zu f, dann ist nach Satz 1.20 und Satz 1.23
up € CHG)NC?*(G) und 16st —Au; = f in G. Nun lése mit Satz 1.14

Aug =0 in G, wup=g—u; auf 0G

und setze u = uy + uz. Dann 16st u € C°(G) N C%(G) das gewiinschte Problem. Die Eindeutigkeit
folgt mit dem Maximumprinzip. a

Zur Information wird der allgemeine Existenzsatz fiir das Randwertproblem fiir die Poissonglei-
chung notiert.

Satz 1.25 FEs sei G C R"™ ein beschrinktes Gebiet, das der dufleren Kegelbedingung
Voo € 0G IK = {yly =20 + 76,0 <1 < R, €& < cos(8),£ € S" 1} : KNG = {xo} (1.12)

mit geeigneten R > 0, & € S™ % und §o > 0 geniigt. Sei weiter g € C°(0G) und f € C**(G),
supg | f| < 0o. Dann gibt es genau ein v € C°(G) N C*(G) mit uy,o, € C¥*(G), so dass

—Au=finG, u=g aufdG.
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Gauflscher Integralsatz

Y

Greensche Formel

spezielle Losung fiir Au =0

u(z) = v(|z])

Y Y

Darstellungsformel < Grundlssung ¢(y, x)

Y

Greensche Funktion

Y

Y

Poisson-Integral | —
Au =0, u = g fiir Kugel | fir Kugel ‘

A

—»{ Newtonpotential ‘

Y

Mittelwertgleichung
fiir harmonische Funktionen

Y Y

Maximumprinzip —Au = f, u = g fiir Kugel

——————————————————————————

__________________________

__________________________

Abbildung 1.1: Struktur der Paragrafen 1.1 bis 1.5: Losung des Randwertproblems fiir die Poisson-
gleichung (Klassische Theorie).
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1.6 Diskretisierung am Beispiel eines Differenzenverfahrens
Wir diskretisieren das Randwertproblem fiir die Poissongleichung

—Au=fin G, u=gaufdG (1.13)

mit finiten Differenzen. Bei dieser Gelegenheit fithren wir die grundlegenden Begriffe Konsistenz,
Stabilitdt und Konvergenz ein und schaffen uns einen abstrakten Rahmen fiir die Diskretsierung
partieller Differentialgleichungen.

Ein abstrakter Rahmen fiir Diskretisierung ist durch das folgende Schema gegeben.

Xo Yo
U U
T X — Y
L Dy L Dy

Abbildung 1.2 Schema fiir die Diskretisierung einer kontinuierlichen Gleichung.

Hierin sind XY, Xy, Yy geeignete Rdume fiir das kontinuierliche Problem, T'u = b bezeichnet fiir
u € X und b € Y das zu losende kontinuierliche Problem. X} und Y}, sind geeignete diskrete Rédume,
die mit den kontinuierlichen Réumen durch Diskretisierungsabbildungen D;¥ und D} verbunden sind.
h steht fiir die Gitterweite bzw. allgemeiner fiir einen Diskretisierungsparameter.

Im Fall des Randwertproblems fiir die Poissongleichung wéahlen wir nach den analytischen Erfah-
rungen der vorigen Paragrafen Tu = (—Aw, ulsg) und b = (f, g), wobei wir als Rédume

X = {v e C%G) N C?**(G)| sup |Av| < 0o} C X
G

mit Xo = C°(G) und

Y = {(v,w)|v € C*(G),w € C°(dG),sup |v| < o0} C Y
G

mit Yy = {(v,w) € C°(G) x C°(0G)| sup |v| < oo} withlen. Damit ist also

Tu=bs —Au= fin G, u=g auf 0G.

Lemma 1.26 Es sei G ein Gebiet, das den Bedingungen von Satz 1.25 gentigt. Dann ist die Abbildung
T:X —Y linear und bijektiv.

Beweis. Dass durch T eine Abbildung von X nach Y gegeben ist, sieht man schnell ein. Ist v € X,
so folgt v € C9(G) N C%(G) und sups |Av| < co. Durch T wird v abgebildet in Tv = (—Av,v|sg).
Setzen wir © = —Aw, so ist © € C%%(G) und supg |0] < oco. Fiir @ = v|pg gilt: w € C°(JG). Die
Linearitédt von T ist klar.

T ist injektiv. Es reicht zu zeigen: Tu = 0 impliziert © = 0. Nun bedeutet T'u = 0, dass Au = 0 in
G und u|pg = 0 ist. Das Maximumprinzip 1.17 liefert dann u = 0 in G.

T ist surjektiv. Zu jedem Paar (f,g) € Y gibt es ein v € X, so dass Tu = (f,g) gilt. Es ist
(f,g) €Y, falls f € C%(G) mit supg, | f| < co und g € C°(dG) sind. Nach Satz 1.25 gibt es dann eine
Losung von —Au = f in G,u = g auf 0G. Beachte dann auflerdem, dass supq |Au| = supg | f| < oo
ist. O

Zur Diskretisierung erfinden wir nun diskrete Rdume Xp,Y), zusammen mit den Diskretisierungs-
abbildungen_Di(,D};. Die klassische Methode ist, dass X},Y; aus Gitterfunktionen bestehen. Wir
iiberdecken G mit einem Gitter der Gitterweite h > 0:

éh =G nNhzZ"
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und definieren den Gitterrand durch
0Gy, = {x € G}| dist(x,0G) < h}.

Dabei verwenden wir den dem Gitter angepassten Abstandsbegriff dist(z, 0G) = infycaq |z — ylie
mit |z];e = max;j=1, n |z;| fir z € R". Dementsprechend erkléren wir

Gp = @h \ 0G},.
Als diskrete Rdume wihlen wir die Gitterfunktionen auf G, bzw. 0Gp:
Xy ={vn : G, = R}, Yy, = {(vn,wp)|vn : Gr, — R,wy, : G, — R}.

Die Diskretisierungsabbildungen sind Einschrankungen auf die Gitter. Dabei verlangen wir, dass
0G}, C 0G ist. Dies ist eine sehr einschrinkende Bedingung, die im allgemeinen durch kompliziertere
Abbildungen ersetzt werden muss. Wir wollen hier jedoch nur den Rahmen fiir Differenzenverfahren
kennenlernen. Deshalb ist dies hier legitim.

Di(U:U'@hv D}}L/(’va) = (U|Gh7w|60h)'
Den diskreten Operator erkléren wir durch
Thup = (—Apup, unlog,), un € Xp.

wobei fiir x € G}, definiert wird:

1 n n
(—Apup)(z) = 5 2nup (x Z (x + hej) Z (x — he;)

Man beachte, dass —A, nur auf inneren Gitterpunkten erklért ist.
Das diskrete Problem lautet nun: Zu (fn,gn) € Y}, finde (genau ein) u, € Xj, so dass gilt:

Trhun = (fn, gn)

Lemma 1.27 T} : X, — Y}, ist linear und bijektiv.

Beweis. Die Linearitét ist klar. Nun ist Thup = (fn, gn) genau dann, wenn
—Ahuh = fh auf Gh, Un = gh auf 8Gh. (1.14)

Das ist aber ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Werte von uy, auf Gj,. Es handelt sich
um |G| Unbekannte und |G| + |0GH| = |Gr| Gleichungen. Also ist Injektivitit von T}, dquivalent
zur Surjektivitdt. Wir weisen die Injektivitdt, d. h. die Eindeutigkeit nach. Dazu ist nachzuweisen,
dass aus Tuy, = (0,0) folgt: up, = 0 auf Gj. Aus (—=Apup,unlag,) = (0,0) folgt sofort, dass up = 0
auf Gy, ist. Es bleibt zu beweisen, dass u, an den inneren Knoten verschwindet. Aus der diskreten
Differentialgleichung —Apup, = 0 folgt die diskrete Mittelwertgleichung

Zuh(x—hej)—i-Zuh(I—l—hej) (115)

fiir z € Gy,. Beachte die Analogie zur kontinuierlichen Mittelwertgleichung 1.15. Angenommen, es gibt
einen Gitterpunkt zg € Gp, in dem u; ein Maximum annimmt, d. h. up(zg) = max, .z, up(z) gilt.
Gleichung 1.15 in diesem Punkt impliziert dann

Z up (o) — un(zo + hej)) —i—Z up (o) — un(zo + hej)) =0 (1.16)

j=1

j=1

>0 >0

Damit ist uj, auf dem Differenzenstern xo & he; konstant gleich uy (zo). Nun miissen wir diese Eigen-
schaft auf ganz G5, ausdehnen. Das geschieht beim Beweis der Stabilitdt weiter unten. Damit folgt
dann: up, = 0 in Gy,. O
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Beispiel 1.28 In zwei Raumdimensionen (n = 2) und fiir das Gebiet G = (0,1) x (0,1) und die
Gitterweite h = 1/(N + 1), N € N, ist

G, = {(hi,hj)|0<i,j < N +1},0G), = {(hi,hj) € Gn|i =0, N + 1 oder j =0, N + 1}.
Wir kiirzen fiir eine Gitterfunktion v ab: v;; = v(hi, hj). Damit lautet das Gleichungssystem 2.6

1 .
2 (duij — wi1,j — Ui—1,j — Uij+1 —uij—1) = fij 1<4,j <N,

u;; = @i in den anderen Knoten.

Die Losung solcher Gleichungssysteme war Gegenstand der Untersuchungen in den einfithrenden
Vorlesungen Numerik I und II. Es handelt sich um ein symmetrisches Gleichungssystem mit Block-
Tridiagonal-Struktur, wenn man die iibliche lexigraphische Numerierung beibehélt.

Es erhebt sich die wesentliche Frage, ob die Losung des diskreten Problems 2.6 eine Approximation
des kontinuierlichen Problems 3.27 liefert, d. h. gilt mit einer geeigneten Norm |uj — ul| — 0, wenn
die Gitterweite h — 0 konvergiert? Zur Untersuchung dieses Problems fiithren wir die grundlegenden
Konzepte der numerischen Analysis ein. Insbesondere bendtigen wir nun normierte Raume.

Definition 1.29 Es liege die Situation des Schemas 1.2 vor. Dabei seien Xy, Yy, X3, Y; normierte
Raume und X C Xo,Y C Yy Teilrdume. Das Schema heifit:

konsistent, falls fur alle u € X gilt:
|70 Dy w = Djy Tully, — 0 (h = 0),
stabil, falls es eine von h unabhingige Konstante cgiqp > 0 gibt, so dass fiir alle vy, € X}, gilt:
lvnlx, < cstab|Thonlly,

konvergent, falls fir die Losung up, € Xp, von Thup = by zu by, € Yy, und die Losung v € X von
Tu=bzubeY gilt:
lun — Diulx, — 0 (h — 0).

Satz 1.30 Konsistenz und Stabilitdt implizieren Konvergenz, falls die Daten konsistent approzimiert

werden:
lon — Dy blly,, — 0 (h — 0).

Man kann natiirlich auch gleich by, = D};b wdhlen.

Auch die umgekehrte Richtung ist wahr. Der Beweis verwendet allerdings das Prinzip der Normbe-
schréinktheit, das in der linearen Funktionalanalysis bewiesen wird. Fiir uns ist im Moment aber nur
die Aussage des Satzes wichtig. Fiir nichtlineare Abbildungen T ist die Aussage im allgemeinen falsch.
Auch eine quantitative Version des Satzes gilt. Hat man Konsistenz der Ordnung «, d. h. gilt fiir
h < hgy
| T Di*u — DY Tuly, < ch®,

wird die rechte Seite von der Ordnung « approximiert, und hat man Stabilitit, so folgt Konvergenz
der Ordnung o:
Ju — D¥ulx, < ch.

Der Beweis ist offensichtlich analog zu dem nun folgenden Beweis des Satzes.
Beweis. Es seien also u € X, up € Xp, be Y, by € Yy, und Tu = b, Tpup = by,. Dann folgt
lun — Difullx, < estapl| Tu(un — Di @)y, = cstapl|Thun — Tw Dy ully,
= CStab”(Thuh — bh) + (bh — D,’;b) + (D;’:b — ThDhX’u)“yh
~—_———

=0
< cstav{||bn = Dy blly, + | D) Tu— TpDjy ully, }-

—0 —0

Und das ergibt die Behauptung des Satzes. a



Skript zu ,/Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen I, WS 2006/2007, Dziuk 21

Fiir den Fall des Differenzenverfahrens fiir das Randwertproblem fiir die Poissongleichung wahlen wir
folgende Normen auf den am Anfang dieses Paragraphen gew#hlten Rédumen:

[v]x = max|[v], |(v,w)|y = sup |v| + sup|w]|,
G G oG
lvnllx, = max|vn|, [|(vn,wn)|y, = max |va| + max w].
Gh, Gh 8th,

Wir weisen Konsistenz und Stabilitét fiir unser Problem 2.6 nach. Danach folgt mit Satz 1.30 die
Konvergenz des Verfahrens.

Der Nachweise der Konsistenz besteht wegen der Verwendung der klassischen Funktionenrdume in
einer angemessenen Taylorentwicklung. Die in der Definition der Konsistenz vorkommenden Gréfien
sind

TwDju = (=ApDjfu, Djfulog,) = (—Anulg,, ulac,),
D});Tu = DZ/(_AU7 u|3G) = ((_Au’)|Gh,7 u|3Gh)'
Also erhalten wir
TwDjy = Dy Tu= (=An(ule,) + (Au)lg,,0)
und damit dann

|70 D — DY Tuly, = max | An(ule, @) — Au(a)|.
x h
Fiir z € G}, entwickeln wir die Funktion u(x £ he;) nach Taylor und erhalten
1
u(z + he;) = u(x) £ ug, (2)h + 5 Uz, (z)h? 4 o(1)

mit o(1) — 0 fiir h — 0. Addition dieser beiden Gleichungen und Summation iiber ¢ ergibt

n n

Au(z) — Ap(ulg,)(x) = Au(x) + % 2nu(z) — Zu(m + hej) — Zu(m —hej) | =o(1)

j=1 j=1

Wir erhalten
max |Au(x) — Ap(ulg, )(z)| — 0 fir h — 0,

zeGy,

also Konsistenz. Auilerdem beobachten wir: Ist sogar u € C*(G), so konnen wir die Taylorentwicklung
weitertreiben und erhalten sogar Konsistenz der Ordnung 2:

max [Au(z) — An(ulg,)(@)] < cluf i h®.

zeGp,

Dazu wire aber die Definition der Konsistenz auf Lésungen u der kontinuierlichen Gleichung einzu-
schranken.

Wenden wir uns dem Nachweis der Stabilitit unseres Algorithmus zu. Wir weisen folgende Aussage
nach:

Es sei G beschrinkt und —Apup <0 in Gp. Dann gilt: maxg, Un < rggx up, -
. h

Sei C' = up(xg) = maxg, Uh- Liegt xg € 0G}h, so ist die Behauptung richtig. Also miissen wir uns nur
den Fall zy € G}, ansehen. Die Argumentation ist nun &hnlich wie beim Nachweis der Eindeutigkeit
einer Losung des linearen Gleichungssystems. Wir haben nach Annahme

n

1
72 2nup (o) — Zuh(xo + hej) —

j=1 J

M=

up(xo — hej)

(un(z0) — un(zo + hej)) +

1 >0 J

(un(zo) — un(zo — hej)) < 0.

>0

n

1

J
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Also ist up(zo) = up(xo £ he;) = C fiir j = 1,...,n. Wir sagen, was ein wegweiser Zusammenhang
des Gitters ist: g und x € G}, sind durch einen Weg in G}, verbunden, falls es yo,...,yr € G gibt,
so dass Yo = ®o, Yk = &, Yi—1 = Y; = he; fur i = 1,...k und jeweils ein j € {1,...,n} gilt. Die zu x
gehorende Zusammenhangskomponente von G}, bezeichnen wir mit

G, (x0) = {x € G|z ist mit 2y durch einen Weg in G}, verbunden}
und entsprechend - o
G Ywo) ={z € Gp| Ty € G} (xo) : © = y £ he,}.

Man sieht leicht ein, dass @ # G} (x0) \ G}/ (20) C dG},. Damit gibt es ein 21 € 9G, N G (o)
und demnach folgt

maxup = C = up(zo) = up (r1) < maxuy.
G ~~ 909G
€oG

Die obigen Uberlegungen erlauben es uns nun, folgendes kleine Lemma zu beweisen.

Lemma. Sei Gy, C [—R, R]™. Dann ist das Schema 1.2 stabil, d. h. es gibt eine Konstante cstap > 0,
so dass fiir alle h und alle v, € X3, gilt:

[onlx, < cstas [Thonlly, = cstan (maxmhvu + max |vh|ach|) |
Gh ach

Beweis. Sei vy, € Xp. Dann gilt
—Ahvh = fh S I%&th =: Oh.
h

Nun ist fiir die quadratische Funktion z?

n n 1
—Aprt = Qnﬁ Z (z1+h615)? Z (x1—hé1;)°) = ﬁ(23:1—(:1:%+2:171h+h2)—(:17%—2:171h—|—h2)) = -2
j=1 j=1

Wir setzen uy,(z) := vy (z) + $23. Dann gilt
—Ahuh(x) = —Ahuh(x) — gA}VT% <Cj+ g(—Q) =(Cy — 0.

Mit 6 := C, gilt also —Apup < 0 auf Gp,. Also folgt mit gn, = uplog,,:
max up, < maxup = max (up(z) + —hx2) < max gy, + ﬂR2 < max |gp| + R—2 max | fn|
G aGh, 2€dG), 2 "V =G, 2 T 9Gn 2 G '
Eine analoge Abschétzung nach unten ergibt dann insgesamt

R2
a. < ma + — ma;
r%h#IUhl _rgcflghl ) Héhx|fh|

und damit
fon| fun@) + L2a?] < max |un] + ToCh < max|gn] + B2 max | fo
max (v = max |up\x —X max (u —_— max max .
G, M T zea T g 1l =5 Eh g h=RExIgn Gy h

Damit ist nun insgesamt der folgende Konvergenzsatz fiir ein Differenzenverfahren fiir die Poisson-
gleichung bewiesen:

Satz 1.31 Es sei G C R" ein beschrinktes Gebiet, das Gitter Gj, mit seinem Rand 0G}, usw. wie
oben. Dann gibt es zu jedem (fr,grn) € Yi genau eine diskrete Losung up € Xy von —Apup = fr auf
Gy, und up, = g auf OGy. Ausserdem gilt

lun = Dy ulx, — 0
fiir h — 0. Liegt die kontinuierliche Lisung u € C*(G), so gilt sogar
lun, — Difullx, < Ch®.

Beweis. Die Existenz einer Losung folgt mit Lemma 1.28. Die Konvergenz folgt mit Satz 1.30 (mit
Ordnung), da wir Konsistenz und Stabilitét soeben beweisen haben. O
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1.7 Das Dirichletsche Prinzip und warum man Sobolevridume braucht

Man kann Losungen des Randwertproblems fiir die Poissongleichung als Minimum eines Funktionals
finden. Dies sind die sogenannten , direkten Methoden der Variationsrechnung“. Wir untersuchen
zundchst das Randwertproblem

—Au=fin G, wu=0aufdG (1.17)

zu einem beschriankten Gebiet G C R™.

Satz 1.32 Sei: G C R" ein beschrinktes Gebiet und sei f € C%(G). Definiere den linearen Raum
X ={ve CYG)|v=0 auf G} und das Funktional

I(v) = %/G|Vv(a:)|2d:c—/cf(:1:)v(x)da:

firv e X. Ist dannu € X ein Minimum von I dber X, d. h. ist I(u) = inf,ex I(v) = inf{I(v)|v € X},
so folgt

/ Vu(z) - Vo(z)de = / f(x) p(x)dx (1.18)
G G

fiir jedes p € X.

Beweis. Sind u, € X und ist € € R, so ist auch u + ep € X. Demnach gilt nach Voraussetzung

I(u) < I(u+eyp). Setzen wir nun g(e) = I(u+ep), so hat g in € = 0 ein Minimum: g(0) < g(e), e €R.
AufBlerdem beobachtet man, dass g ein quadratisches Polynom ist,

1 1
g(s):—/ |Vu|2+5/Vu-V<p+—52/ |V<p|2—/fu—5/f<p,
2Ja G 2 Ja G G

und demnach differenzierbar ist. Also verschwindet die Ableitung von g in O:

0=90)= [ Vu-Vo- [ fi

Das war aber die Behauptung des Satzes. a
Unter einer zusitzlichen Annahme kénnen wir folgern, dass damit das Problem (1.17) geldst ist.

Folgerung 1.33 Ist zusitzlich u € C?*(G), so ist —Au = f in G und u =0 auf OG.

Beweis. Sei Gy C G ein beliebiges Normalgebiet. ¢ € X verschwinde auflerhalb Gy (und auf 9Gy).
Dann erhalten wir mit dem Gauf3schen Integralsatz

ou
0:/ Vu-Vw—/ fsﬁ:/ wa——/ sﬁAu—/ of.
Go Go G, OV Go Go

/GD(Au-i-f)SD:O

Damit folgt also

fiir alle solchen Funktionen ¢. Also erhalten wir Au + f = 0 auf Gy und damit die Behauptung der
Folgerung. Fiir Gp kann man z. B. geeignete Kugeln wihlen. ad

Wir versuchen nun zu beweisen, dass es ein Minimum u € X des Funktionals I auf X gibt. Dazu
setzen wir

d= vlg’( I(v).

1. Schritt: Der erste - hier besonders einfache - Schritt ist der Nachweis, dass

d < oo
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ist. Dies ist klar, denn die Nullfunktion liegt in X . Bei komplizierteren Variationsproblemen ist dieser
Schritt unter Umsténden schwierig.

2. Schritt: I ist auf X nach unten beschrinkt:
d > —o0.

Zum Nachweis dieser Eigenschaft benotigen wir die Poincarésche Ungleichung. Der Beweis wird spéter
in allgemeinerem Rahmen in Satz 1.51 nachgeliefert.

Satz 1.34 (Poincarésche Ungleichung) Es sei G in einer Richtung des R™ beschrinkt. Dann gibt
es eine von G abhdngige Konstante cp, so dass fir alle v e X gilt

/Gv(:c) d:cch/G|Vv(:c)| dzx. (1.19)

Die Beschrianktheit von I nach unten folgt dann so:

sy fme= (L) (L) =2 = (L) o (L)

Die einfache Youngsche Ungleichung (siche Ubung)

Lemma 1.35 1
|ab| < 24— 5¢ b e>0 (1.20)

erlaubt es uns weiter nach unten abzuschétzen.

I(v) > %(1—6)/G|Vv|2—02—i/cf2.

Die Wahl € = % ergibt dann z. B.

I(v) > E/GWUF —cP/Gf2 > —cp/Gf2,

also die Beschriinktheit von I unabhingig von v nach unten. (Auch die Wahl e = 1 hiitte dies ergeben.)
Demnach ist nun d € R.

3. Schritt: Nach der Definition des Infimums gibt es eine Folge (vyn)men, vm € X, die Minimalfolge

genannt wird, mit der Eigenschaft
I(vy) — d(m — ).

4. Schritt: Die Minimalfolge ist eine Cauchyfolge. Da wir nun von Konvergenz in X sprechen wollen,
miissen wir eine Norm auf X einfithren. Wir wéhlen eine dem Problem angepasste Norm, nédmlich

ol = (/GUM/GWUPY. (1.21)

Damit ist nun (X, | - |x) ein normierter Raum und wir kénnen von Konvergenz und Cauchyfolgen in

X sprechen. Es ist nun
/ |va|2+/ |V |2 —2/ Vo, - Vu

/lV m — U1
— /|wm|2+2/ |V |? — /|v <Um;”l>|2
Um+vl Um+vl
= 2(2I(Um)+2/cfvm+21(vl)+2/va1)—4(2I(T)+2/C;f7>

~ 4 (I(vm) 4 I(w) - 21(”’";” )) .




Skript zu ,/Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen I, WS 2006/2007, Dziuk 25

Weil die Funktion 3 (vm + v;) in X liegt, folgt I(3(vm + v1)) > d und demnach
/ V(v —v)|? < 4T (vm) + I(v) — 2d).
a

Wegen limy, oo I(vp) = lim_,o0 I(v;) = d konvergiert die rechte Seite in dieser Ungleichung fiir
m,l — 0o gegen Null, und wir erhalten schliefilich

/ IV (v —v)]* =0, (m,l — o0).
G

Wir verwenden noch einmal die Poincarésche Ungleichung und haben dann nachgewiesen, dass (vp, )men
eine Cauchyfolge in dem normierten Raum X ist. Wir fassen dies zusammen.

Satz 1.36 Eine Minimalfolge fir I auf X ist eine Cauchyfolge in X.

Leider kénnen wir den 5. Schritt der Konvergenz dieser Cauchyfolge gegen ein Element u € X nicht
vollziehen, denn es zeigt sich, dass der normierte Raum (X, | -||x) nicht vollstindig, also kein Banach-
raum ist (sieche Ubung).

Beispiel 1.37 Sei G = (a,b), —0 < a < b < c0. Durch X = {v € C([a,b])|v(a) = v(b) = 0} mit

1

lvlx = (f: v(z)? + ' (x)? d:c) *. X ist mit dieser Norm nicht vollsténdig.

Zwar konnten wir X mit der C'(G)-Norm versehen und damit zu einem Banachraum machen, jedoch
konnten wir dann kaum direkt aus dem Variationsproblem nachweisen, dass eine Minimalfolge eine
Cauchyfolge in diesem neuen Raum ist. Das liegt daran, dass die C'-Norm dem Funktional nicht
angepasst ist.

Der Wunsch den 5. Schritt im Nachweis der Existenz einer Losung des Variationsproblems zu
vollziehen ist nun der Grund fiir die Einfiihrung addquater Rdume, der Sobolevriaume im néchsten
Paragraphen. Der dort eingefithrte Raum H (@) entsteht durch eine abstrakte Vervollstindigung
des Raums X in der Norm (1.21). Man kann die Einfithrung dieser Rdume auch so verstehen, dass
die Losungen des Variationsproblems eben gerade in diesen Rdumen liegen und nicht in ,stérkeren®
Funktionenrdumen.

AuBlerdem werden wir diskrete Teilrdume dieser Rdume konstruieren, die ebenfalls nicht Teilrdume
des klassischen Funktionenraums C!(G) sind.

1.8 Sobolevriaume

Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, benotigen wir die Vervollstdndigung der klassischen
C*-Funktionenrdume in der Integralnorm. Wir wiederholen zunichst die grundlegenden Tatsachen
iiber die LP—R#ume. Im folgenden ist G C R" eine offene Menge.

Definition 1.38 Fiir 1 < p < oo definieren wir

LP(G) = {u: G — R | u ist Lebesgue-mefbar und |ul|zr(e) < oo},

1
[ulLr(q) = (/G |u(x)|pdx) " falls p < oo,

[u] Lo () = inf sup |ul.
. caG G\N
N ist Lebesgue—
Nullmenge
Zwei Funktionen in LP(G) nennen wir gleich, wenn sie sich hichstens auf einer Lebesgue-Nullmenge

unterscheiden. Fiir die Normen schreiben wir auch
lulzre) = lullp,
im Fall p = 2 lassen wir den Index p weg. Aulerdem sei

LP

loc

(G)={u:G—-R|VG cCG, G offen: ule: € LP(G")} .
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Aus den Grundvorlesungen in Analysis wissen wir, dass die LP-Réume vollstédndig sind.

Satz 1.39 (Fischer—Riesz) L*(G) ist mit |- |Lr(q) ein Banachraum. L*(G) ist mit dem Skalarpro-
dukt

(u1,u2)2() =/ U1U2

G

ein Hilbertraum.

Zur Definition der Sobolevraume erweitern wir den Begriff der Ableitung einer Funktion auf sogenannte
schwache Ableitungen oder Distributionsableitungen.

Definition 1.40 Es sei a = (aq,...,a,) € (NU{0})" ein Multiindex, |a| = a1 + -+ + ay. Eine
Funktion u € L] (G) besitzt die schwache Ableitung v, € Ll _(G), wenn fiir alle Testfunktionen

¢ € C§°(G) die Gleichung
[0t [
G G

dlely,

ozt ... oz

erfiillt ist. Wir schreiben dann

Vo = D% =

Dabei ist

Cy(GQ) = {p € C(G)|supp ¢ ist kompakt und C G}, suppp = {z € G|p(x) # 0}.

Der Nachweis, dass klassische Ableitungen, wenn sie existieren, auch schwache Ableitungen sind, ist
nicht schwierig. Mehr Informationen iiber schwache Ableitungen findet man in dem Buch von H. W.
Alt.

Beispiel 1.41 Die im Nullpunkt nicht differenzierbare Funktion u(z) = |z| besitzt auf G = (-1,1) C
R eine schwache Ableitung (hier mit ’ bezeichnet). u'(x) = sign (). Wie man sie in z = 0 definiert
ist gleichgiiltig, da ein Punkt eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Beispiel 1.42 Wir interessieren uns dafiir, ob, bzw. fiir welche s € R, die Funktion u(z) = |z|*
(x € G = B1(0) C R™) schwache Ableitungen erster Ordnung besitzt. Fiir z # 0 ist u klassisch stetig
differenzierbar. Zunéchst ist festzustellen, ob u € L!(G) ist. Die Einfiihrung von Polarkoordinaten im
R™ liefert

1 1
/ |u(z)|dx = / |z]°de = / / rit = ldo dr = |S"_1|/ Pl dr < oo,
B1(0) B, (0) 0 Jsn-1 0

falls s+n —1 > —1, d.h. s > —n ist. Sei im folgenden also s > —n. Fiir z # 0 ist mit a = ¢;

(ie{l,...,n})

(D*u)(a) = (&) = slal* 2.
Wir vermuten, daf} dies fiir geeignete s auch eine schwache Ableitung ist. Dazu seien ¢ € C§°(B1(0))
und 0 < e < 1.
B1(0) < (0) B1(0)\B:(0)

Der Gauflsche Integralsatz liefert fiir das zweite Integral wegen ¢[sp, (0) = 0

/ Uy, = / ucpvi—/ Uy; P
B1(0)\B=(0) 8(B1(0)\B=(0)) B1(0)\B=(0)
(1.23)

dB:(0) B1(0)\B:(0)
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Dabei ist unter v immer die duflere Normale an den , Integrationsbereich® zu verstehen. Wir haben
dabei verwendet, da u € C*(B1(0) \ {0}) ist. Weil wir nun &€ — 0 streben lassen wollen, miissen wir
sicherstellen, da8 u,, € L'(B;(0)) ist. Es ist aber

e, ()] < sl

und demnach ist |ug,| integrierbar, falls s —1 > —n, d.h. s > 1 — n ist. Also existieren in diesem Fall
die Grenzwerte der Volumenintegrale in (1.23) fiir ¢ — 0.

/ U Py, = — lim ugoui—/ Ug, © -
B1(0) =0 J9B.(0) B1(0)

Dafl der Grenzwert des Oberflichenintegrals Null ist, sieht man so:

‘ /835(0) u(x)p(x)vi(w)dos

< max || |u(x)|dos
B1(0) 9B (0)

und

/ |u(z)|do, = / et 1ldo = |S’"71|(55+"71
9B.(0) Sn-1

konvergiert gegen Null fiir e — 0, da s > 1 —n ist.
Wir fassen zusammen: Die Funktion u(z) = |z|® (z € B1(0) C R™) besitzt die schwache Ableitung
Uy, () = slx|* 2y, falls s > 1 —n ist.

Nun definieren wir die Rdume, die sowohl fiir die Analysis als auch fiir die Numerik partieller Diffe-
rentialgleichungen wichtige Hilfsmittel sind.

Definition 1.43 (Sobolevrdume) Fiir m € NU {0} und p € [1, o] definieren wir
H™P(G) ={u € LP(G) | w besitzt schwache Ableitungen D%u € LP(G) fir 0 < |a| < m},

S|

[wll zmv () (Z ||D0‘u||’£p(c)> , falls p < 00,

|a|=0
lullzrmoe @y = Y 1Dz~ -
|a|=0
Auflerdem vereinbaren wir folgende Schreibweisen:
1
[l = (D ID°ulq) " fallsp<oo,
|a]=m

|u|Hm,oo(G) = Z ||D°‘u||Loo(G) N

la]=m
H™(G) =H™*G).
Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir auch
lullmp = [ullgmecys |ump = ulgmec)
lulm = llulamc), |ulm =ulgmq) -

Nach Definition ist H%?(G) = LP(G). Der Sobolevraum H™P?(G) ist also so etwas wie ,LP(G) mit
schwachen Ableitungen bis zur Ordnung m, die in LP(G) liegen*.

Beispiel 1.44 Fiihren wir nun das Beispiel 1.42 fort, indem wir untersuchen, ob u € H?(B1(0)) ist.
Dazu ist zunéchst nachzusehen, ob u € LP(B1(0)) fiir ein 1 < p < oo ist. Wegen

u(a) P < [l
ist u € LP(B1(0)), wenn sp > —n ist. Fiir die schwache Ableitung gilt
[, ()P < P[P,

d.h. uy, € LP(B4(0)), falls p(s — 1) > —n ist. Also ist u € H»?(B1(0)), wenn s > 1 — 2 gilt.



28 Skript zu , Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen I, WS 2006/2007, Dziuk

Funktionen aus Sobolevraumen sind im allgemeinen nicht stetig. Ein prominentes Beispiel ist das
folgende.

Beispiel 1.45 u(z) = log|log|z|| (x € G = B1(0) C R?). Es ist u € H"?(G), aber u & C°(G).

Man iiberlege sich, dal man aus diesem Beispiel Funktionen v € H?(G) mit abzihlbar vielen Singu-
laritdten basteln kann:

v(z) = Zaju(:v — ;).
j=1

Die Sobolevraume H™P?(G) wurden definiert, weil die klassischen Funktionenrdume in der entspre-
chenden Integralnorm nicht vollstédndig sind. Deshalb ist der folgende Satz der fiir uns wichtigste.

Satz 1.46 H™P(G), 1 <p < 0o, m € Ny ist ein Banachraum. H™(G) ist ein Hilbertraum mit dem
Skalarprodukt

m

(U,U)Hm(G) = Z (Dau,DaU)L2(G).
|| =0

Beweis. Der Bewelis ist eine direkte Folge aus dem Satz von Fischer-Riesz (Satz 1.39). Sei also (vg)ken
eine Cauchyfolge in H™P(G). Wegen

[D%vy, — D*illzr(ay < vk — villgmr ()

fiir jeden Multiindex 0 < |a| < m ist (D“vg)ken eine Cauchyfolge in LP(G). Nach Satz 1.39 gibt es
einen Grenzwert v* € LP(G) mit [|[D%v, — v*|pe(q) — 0 fiir k — co. Definiere v = v°. Dann ist zu
zeigen, dass v schwache Ableitungen D*v besitzt und D*v = v® ist. Dazu sei ¢ € C§°(G). Weil vy,
eine schwache Ableitung D*vy, € LP(G) besitzt gilt

/vaa¢_/G(v_vk)Da¢+kaDa¢
= [o=wpoe+ (=)l [ Do
- /G (v — o) D + (~1)l° /G (Do~ v+ (<) [ v

G

Mit der Holderschen Ungleichung erhiilt man dann mit dem dualen Exponenten p’, p~! + (p’ )_1 =1,

| /G vD%p — (~1)l° /G 0] < o = vyllio@ | D¢l ) + 0% = D0l el iy — 0

/GvD“sﬂ—(—l)“'/Gv%

fiir alle p € C§°(G) gilt, also v™ = D% ist. O

fiir k& — oo. Das heifit, dass

Wir befassen uns mit Randwertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen. Wir miissen also
einen Weg finden, um Randwerte fiir H™?(G)-Funktionen im verallgemeinerten Sinn zu definieren.
Dies geschieht nun. Die Einfiihrung solcher verallgemeinerter 0—Randwerte ist zundchst ziemlich ab-
strakt, wird aber spéter als sehr sinnvoll erkannt werden.

Definition 1.47 Fiir 1 < p < 0o, m € NU {0} sei

Fiir H™2(G) schreiben wir auch H™(G). Dabei ist CJ*(G) = {¢ € C™(G)|supp ¢ ist kompakt und C
G}.
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Das bedeutet, dass H™?((G) aus den Funktionen besteht (siche niichster Satz), die sich in der H™?(G)-
Norm durch Funktionen aus Cf*(G) approximieren lassen. Den folgenden Satz beweist man leicht
selbst. Man beachte, dass zunéchst die Elemente von H™?(G) als H™P?(G)-Funktionen erkannt werden
miissen.

Satz 1.48 H™?(G) ist fir 1 < p < oo ein abgeschlossener Teilraum von H™P(G), also wieder ein
Banachraum.

Demnach sind die Normen in H™?(G) und H™?(G) dieselben. )
Aus praktischen Griinden fithren wir noch eine Bezeichnung fiir den Dualraum von H™?(G) ein.
Der Dualraum eines Raums X besteht aus den stetigen linearen Funktionalen F': X — R.

Definition 1.49 Sei % + % = 1. Dann schreiben wir

o . ’ |/ (v)]
H(G) = (H™(@) o flgnwrey = s o
vetmr(@n oy 1V1Em»(@)
Mit dieser Bezeichnung, die wir wie iiblich durch die Abkiirzung
!

H™(G) = (zf’fm(a))

erginzen, ist es uns moglich, Differentialgleichungen theoretisch und numerisch zu l6sen, deren rechte
Seiten Funktionale und keine Funktionen sind. Dazu gehoren z. B. rechte Seiten, die als Ableitungen
von L(G)-Funktionen interpretiert werden konnen. Dies zeigt das folgende

Beispiel 1.50 Sei g € L? (G) und j € {1,...,n} fest gewihlt. Dann ist durch
f) =~ [ Doy
G

ein f e H _m’p/(G) gegeben. f ist offensichtlich linear. Wir zeigen, dafl f beschrinkt ist und damit
auch H"™P?(G) nach R abbildet. Fiir jedes v € H™P(G) gilt:

()] S/GIDJ‘UI 91 < I1Djvllzee) l9lLr @) < I0lamr @) 19l )

Also ist | fll gr—mvr () < 19l Lo (-

Nachzutragen ist noch die Poincarésche Ungleichung, die wir nun gleich fiir HUp (G)-Funktionen
beweisen. Dabei kitmmern wir uns zunéchst nicht um die optimale Konstante in dieser Ungleichung
und merken uns nur, dafl eine Abh#ngigkeit vom Durchmesser des Gebietes typisch ist.

Satz 1.51 (Poincarésche Ungleichung) Es g¢ibt eine Konstante cp < 2d, so daf8 fir alle v €
HYP(G) gilt:
lvllzee) < cpVollLe) (1.24)

Dabei ist d der Durchmesser von G in einer beliebigen Richtung.

Beweis. Es reicht, die Abschiitzung (1.24) fiir v € C}(G) nachzuweisen, denn zu v € H'?(G) wihle
gem#f Definition 1.47 eine Folge v; € C§(G) (j € N) mit [[v — v;]|gro(q) — 0 (j — 00). Ist (1.24) fiir
C} (G)-Funktionen bewiesen, so folgt:

lolry < lvjleee) + vi = vleee) < cplVjlLee) + llv; —vlr@)
< cp|VV|ra) +cpllV(v; = v)|ra) + llv; = vlro)
- cp| Vol (§— 0).

Ist nun also v € C}(G), so setze v durch 0 auf den R™ fort:

v Jux) (xeG)
o) = { 0 (zeR"\G).
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Ist z. B. G C [—d,d] x R", so folgt wegen v € C1(R™)

x1
o(x) = / Ty (8, T2y ooy Ty)ds,

also mit £ + £ =1 auch
p ' p

1 P d a 5
w(@)|P < (/ |5xl(s,x2,...,xn)|ds) g/ |m1(s,x2,...,xn)|pds(/ 17 ds)p :
—d —d —d
N d
|U(:C1,...,xn)|p§(2d)?/ T (5,0, 20)Pds |
—d
d N d
/ @, 20 P < (2d)?+1/ 1T, (5,0 - 70)|Pds
—d —d
und Integration iiber die restlichen Richtungen zo, ..., z, liefert

() Pde < 2d)7 " | [T, (2)[Pda

(/G |v(:1:)|pd:c)% §2d(/G |vxl(x)|pd:17)%.

oder

1.9 Der Laplace-Operator auf Sobolevraumen

Nun sind alle Rdume bekannt, um den Laplace-Operator auf Sobolevrdumen zu untersuchen. Dabei
sind fiir uns zunéchst nur die Riume H!(G) und H~}(G) wichtig. Im folgenden sei G C R™ stets ein
beschrianktes Gebiet.

Lemma 1.52 Durch

(—Au) (p) = /G Vu-Ve, (p€H'(G)) (1.25)

ist eine Abbildung —A : HY(G) — H™Y(Q) definiert.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir u € H*(G) das Bild —Au € H~1(G) ist. Fiir ¢ € H'(G) hat man
| (=Au) (p)] < /G IVul[Vel < [Vulr2)Velrze) < [Vulrze)lelm e < oo (1.26)

Die Linearitidt von —Auw ist klar. Aus der Abschitzung (1.26) folgt dann die Stetigkeit von —Au. O

Satz 1.53 Zu jedem f € H-Y(G) gibt es ein u € H(G) mit —Au = f.

Beweis. Den Beweis haben wir eigentlich schon in Paragraph 1.7 erledigt. Nur verwenden wir nun
von Beginn an den Raum X = H'(G), in dem dann unsere Cauchyfolge konvergieren wird. Wie dort
setzen wir d = inf,ecx I(v) mit dem Funktional

1) =5 [ 9o = 7o)

Es ist d < 0o, weil 0 € X. Die Beschrianktheit von unten sieht etwas anders aus. Wir verwenden die
Definition der Norm im Dualraum und erhalten mit der Poincaréschen Ungleichung

1 1
I(v) > §||VU”%2(G) —|f)] = §||VU“%2(G) =l vl e

1 1 14 ¢?
> 5||Vv||%2(a> =Wl 1+ bl Vulze = 51 - Voliea — 2—€P||f||§1—1<c>-
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Eine geeignete Wahl von ¢ liefert die Beschrénktheit von I von unten und demnach d > —oo.

Wie in Paragraph 1.7 wihlen wir nun eine Minimalfolge (vp,)men mit I(v,,) — d fiir m — oo und
weisen nach, dass sie eine Cauchyfolge in X ist. Dies ist fast wortlich derselbe Beweis wie in Paragraph

1.7. Nur ist [, fv durch f(v) zu ersetzen. Nun kénnen wir fortfahren mit dem

5. Schritt: Da X = H'(G) nach Satz 1.48 vollstindig ist, gibt es ein u € X, so dass |[v, — ufx — 0

fiir m — oo.

6. Schritt: I(u) = d. Dazu ist zu zeigen, dass I stetig ist. Dies geht so:

1 1
[1(w) = I(om)| = |51Vuli26) = F(0) = 5IVVmlTe@) + F(om)]

IN

1
IVuliz ) = IVomlzze| + 1f (w = vm)|

IN

1
3 (IVul 2y + IVomlL2(e)) IV (= o)Lz + 1 f -1 llv = vml m1(c)-

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert gegen Null, denn Cauchfolgen sind beschrénkt, Vo, [12(q) <
||vm||H1(G) < Cund |u— vm||H1(G) — 0 fiir m — oo.

7. Schritt: Wie im Beweis von Satz 1.32 erhélt man dann fiir das Minimum w die gewiinschte Gleichung

/Vu-chzf(cp) fiir alle o € H'(G),
G

was ja gerade —Au = f bedeutet. O

Wir halten den wichtigen Begriff der schwachen Losung in einer eigenen Definition fest.

Definition 1.54 u heifit schwache Losung von
—Au=fin G, u=0auf oG,

falls

ue HY(G) und / Vu- Vo= f(p)
G
fiir alle p € H'(G) gilt.

Damit sind die Abbildungseigenschaften von —A fast vollstindig geklért.

Satz 1.55 Die Abbildung —A : fll(G) — H~Y(Q) ist linear, bijektiv und stetig. Es gilt mit einer nur
von G abhdngenden positiven Konstanten ca

c lullmr o) < || = Aullg-1(a) < lulme (1.27)

fiir jedes u € Hl(G) In der tiblichen Schreibweise fiir lineare beschrinkte Operatoren impliziert dies,
dass —A € L(HY(G), H=Y(Q)) ist.

Beweis. Beginnen wir mit der Abschétzung nach unten, die dann die Injektivitdt der Abbildung —A
ergibt. Es ist fiir u # 0

_A _A Vu?

il = p | CAWE) S A Vil

pemcnfoy Ielme — lulme — luleve
und mit der Poincaréschen Ungleichung weiter mit o = 1?} ,
7

A Vula g + (1= )Vl & luliee + 1= a)lVulZ: g 1

= = 112 Il -
lull e (@) lull z (@) + %

Die Abschitzung nach oben ist klar. a
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Zum Abschluss dieses Paragraphen soll veranschaulicht werden, dass Funktionen aus einem Sobo-
levraum in einer Raumdimension stetig sind. Das folgende Lemma dient gleichzeitig dazu zu zeigen,
wie man sogenannte Sobolevsche Einbettungssétze beweist und wie diese zu interpretieren sind. Es
handelt sich hier um den einfachsten Fall eines solchen Einbettungssatzes. Allgemeinere Resultate
werden wir spéter herleiten.

Lemma 1.56 Sei —oco < a < b < 0o und I = (a,b) C R. Dann gibt es zu v € H*(I) eine Funktion
@ € C°(I) mit u =@ fast tiberall in I und i(a) = u(b) = 0. Auperdem gilt

lll oty < VB = alulsr)-

Beweis. 1. Schritt: Fiir eine klassisch stetig differenzierbare Funktion v € CZ(I) hat man fiir jeden
Punkt z € T

1
2

T b b
)| = lo(e) = vla)| = | [ v()ds| < [ |v'<s>|dss¢b—a< | ey ds> ,

also folgt fiir die Maximumnorm [|v]|co((a,5)) = MaXze[q,5] [V(2)] < Vb — alv]| g1 ((a,b))-
2. Schritt: Zu w € H'(I) gibt es nach Definition eine Folge u,, € CA(I) mit |u,, — u gy — 0 fiir
m — 00. Aus dem ersten Schritt angewandt auf die Funktion v = u,, — u; erhilt man

[t — willco(ap)y < VO — alltim — w5 ((a,0))-

Also ist (um)men auch eine Cauchyfolge im Banachraum C%(I). Aus den Grundvorlesungen wissen
wir, dass es dann eine Funktion @ € C°(T) gibt, mit [u;, — il co(gy — 0 fiir m — oo.
3. Schritt: u = u fast iiberall, denn

la = ullpzcry < @ = umllzzi + lum — ullzzy < Vo = allt = um cozy + llum — wl gy — 0

fiir m — oo. Also ist @ — uz2(r) = 0.
4. Schritt: Einbettungsabschétzung:

”ﬂ’”CO(T) = m%gnoo “Um”CO(j) S V b — amlgnoo ||um||H1 (]) =V b — a||u||H1 (])

Dies gilt wegen der Stetigkeit der Norm in einem normierten Raum.
5. Schritt: Randwerte: 4(a) = lim, o0 Um(a) = 0 und dasselbe fiir b. O

Dieses Resultat besagt, dass wir in einer Raumdimension eine H!(G)-Funktion u nur auf einer Menge
vom Lebesguemaf} Null abdndern miissen, um eine stetige Funktion % zu erhalten. Beachten wir, dass
Funktionen in Sobolevriaumen sowieso nur bis auf Nullmengen erklért sind, so ist also in diesem Sinn
U = U.



2 Finite Elemente

2.1 Das Ritz—Galerkin—Verfahren

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, daf§ die Losung u der Poissongleichung zu
Nullrandwerten durch das Minimieren des Funktionals

10) = 5 [ 190 = 7o) (21)

iiber dem Sobolevraum X = H*(G) gefunden werden konnte:

d=1I(u) :Uigif(v).

Dieses u ist dann eine schwache Losung gemé&f Definition 1.54.
Die Idee des Ritz—Galerkin—Verfahrens ist nun ganz einfach. Man wéhle einen endlichdimensionalen
Teilraum X, C X und l6se das Variationsproblem ein up € X} zu finden, so dafl

dh = I(uh) = inf I(’Uh). (2.2)

vp €Xp

(Die Wahl geeigneter X}, mit praktisch gut zu verarbeitenden Basen wird Gegenstand der nichsten
Paragraphen sein.) Offensichtlich ist I(u) < I(up). Ist up € X}, eine Losung des Variationsproblems
(2.2), so folgt wie im unendlichdimensionalen Fall wegen I(uy) < I(up + epp,) fiir jedes € € R und
jedes @, € X}, die ,schwache diskrete Differentialgleichung*

/ Vuy, - V(ph = f((ph) V(ph e Xy. (2.3)
e}
Fassen wir dies in einem Lemma zusammen.

Lemma 2.1 Es sei f € H Y(G) 2u dem beschrinkten Gebiet G C R™. Ist nun X, C X = fll(G) ein
endlichdimensionaler Teilraum, dann gibt es genau eine diskrete Lisung up € Xp, so dass (2.2) gilt,
und

/ Vuy, - Vo = f(goh) Yo € Xy, (2.4)
G
Ausserdem ist dyp, > d.

Beweis. Der Beweis ist wortlich derselbe wie der Beweis zu Satz 1.53. Nur ist der Beweis einfacher,
da wir in dem endlichdimensionalen Raum X} minimieren und ein solcher Raum immer vollstdndig
ist. ad

Die diskrete Differentialgleichung (2.4) ist ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von uy, € Xp,.
Um dies einzusehen stellen wir uj;, durch eine Basis dar. Sei

Xh = Span{¢17"'7¢N}'

Demnach lasst sich u, schreiben als
N
up(z) = Zuj(bj (x), z€G (2.5)
j=1

mit zu bestimmenden reellen Zahlen u;. Aus diesen Koeflizienten bilden wir den Vektor

w=(ug,...,un).
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Die Gleichung (2.4) ist dquivalent zu

/GVU}LV¢Z:f(¢Z) (221,,N)

Mit der Darstellung (2.5) ist dies dquivalent zu

N
Sus [ Vo Vo= 100, (=1.....N) (2.6)
j=1 ¢

und wenn wir die sogenannte Steifigkeitsmatrix mit

bezeichnen und die rechte Seite mit

f:(flv---va)7fi:f(¢i) (i:1,...,N), (28)

so ist (2.4) dquivalent zum linearen Gleichungssystem

Su = f.

Dieses Gleichungssystem hat nun wichtige Eigenschaften.

Lemma 2.2 Die Steifigkeitsmatriz S ist symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Die Symmetrie ist offensichtlich. Sei £ € R™. Setze vp,(x) = Zjvzl &;¢;(x) und erhalte

N
1
Se-€= 3 66 = [ [Vult gfgvi-

i,j=1

Dabei haben wir im letzten Schritt die Poincarésche Ungleichung verwendet. Offensichtlich ist dieser
Ausdruck nicht negativ und gleich Null genau dann, wenn v, = 0 ist, d. h. vj, identisch verschwindet.
Daraus folgt dann aber, dass £ = 0 ist. ad

Wegen der besonders einfachen mathematischen Struktur der Diskretisierung kénnen wir den Fehler
zwischen kontinuierlicher Lésung und diskreter Losung leicht abschétzen.

Satz 2.3 Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet, f € H™YG) und X, € H'(G) ein endlichdimen-
sionaler Teilraum. Ist u € HY(G) die kontinuierliche Losung und up € Xy, die diskrete Lésung, so
gilt
IV(u—un)llize < inf V(= @n)lr2e)- (2.9)
on€Xn

Damit ist die Abschétzung des Fehlers zwischen kontinuierlicher Losung und diskreter Losung auf ein
Approximationsproblem zuriickgefiihrt - das uns aber noch betrichtliche Arbeit abverlangen wird.

Beweis. u € fll(G) ist die kontinuierliche Losung:

/Gw Vo =flg) Voe H'(G). (2.10)
up, € X, ist die diskrete Losung:

/GVuh -Veon = flen) Yo € Xp. (2.11)
Wegen X;, C H'(G) diirfen wir in der ersten Gleichung (3.27) auch diskrete Funktionen ¢ = ¢, als
Testfunktionen einsetzen. Wir subtrahieren danach die Gleichungen (3.27) und (2.11) und erhalten

die Orthogonalitit des Fehlers:

/ V(u — uh) Vo, =0 Vo, € X, (2.12)
G
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Nun folgt weiter fiir jedes ¢p, € Xp:

IV (u = un) 72

Il
—
<
=
|
S
D“
<l
e
|
e
<
=
|
S
Z
<
g
>

A
aqQ
<

|
1S
N
5 <
9
<
IS

|
©
N
5
9

Und das ergibt dann
IV = un)lz2 () < IV (u=on)l2a)

fiir jedes ¢pn, also die Behauptung des Satzes. ad

2.2 Simplexe
Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion geeigneter endlichdimensionaler Teilrdume Xp,, die auf

einer simplizialen Triangulierung des Gebietes G beruhen. In zwei Raumdimensionen besteht das
Rechengitter aus Dreiecken, in drei Raumdimensionen aus Tetraedern.

Definition 2.4 1. Fiir s € {1,...,n} seien ag,...,as € R derart, dafl (a; — ao);=1,...,s linear un-
abhéngig sind. Dann heif3t

T ={zeR" a::z/\jaj, 0 <A, Z/\jzl}
=0

§=0
ein (nicht degeneriertes) s—dimensionales Simplex im R™. Die Punkte aq,...,as; heilen Ecken des
Simplex. Sind ag,...,a. € {ag,...,as} (r €{0,...,s}), so nennt man

T'={zeR"z=>Y XNadj, 0<X;, > N=1}
j=0

Jj=0

r—dimensionales Seitensimplex von 7. Die eindimensionalen Seitensimplexe heiflen Kanten, die null-
dimensionalen Ecken.

2. Das Simplex Tp zuag = e := 0, a; = ¢; (j = 1,...,n) nennt man n—dimensionales Einheitssimplex.

3. h(T) = max{|a; — ax|; (j,k=0,...,5)} heifit Durchmesser des s—dimensionalen Simplex, p(T) =
2sup{R | Br(zo) C T} Inkugeldurchmesser; den Quotienten bezeichnen wir mit o(T") = %.
In R? ist ein zweidimensionales Simplex das Dreieck mit den Ecken ag,a1,as, im R? ist ein drei-

dimensionales Simplex der Tetraeder mit den Ecken ag, a1, as,as, sechs eindimensionalen und vier

s+1
r+1

tensimplexe. Die Grélen A, ..., As € [0, 1] sind Koordinaten, die dem Simplex besonders gut angepafit
sind. Wir werden oft diese Koordinaten statt der kartesischen verwenden.

zweidimensionalen Seitensimplexen. Ein s—dimensionales Simplex besitzt ( ) r—dimensionale Sei-

Definition 2.5 Als baryzentrische Koordinaten Ag, ..., \s; eines Punktes € T des s—dimensionalen
Simplex T" bezeichnet man die Lésung des linearen Gleichungssystems

i/\jaj =, iAJ =1. (213)
=0 =0

Der Schwerpunkt z, von T ist durch x, = ﬁ E;:o a; definiert.
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Das Gleichungssystem (2.13) ist fiir jedes x eindeutig losbar. Dass es lésbar ist, folgt daraus, dass
x € T liegt und der Definition des Simplex T'. Bleibt die Eindeutigkeit nachzuweisen. Die folgt aber
sofort, da das Gleichungssystem die Form

Ao
| | , o
ag ay Qg .
| ] o |
1 1 1 X, 1
hat und fiir den Rang gilt:
| | | | |
Rang alo a|1 a|s = Rang alo alTaO asTGO
1 1 1 1 0 0
| |
=1+ Rang ay—ag -+ Qg — Qg =1+s.

Wir werden bei Fehlerabschéitzungen des 6fteren ein gegebenes Simplex auf das Einheitssimplex trans-
formieren. Damit wir dabei die auftretenden Konstanten gut verfolgen kénnen, beweisen wir den
folgenden kleinen Hilfssatz.

Hilfssatz 2.6 Jedes s—dimensionale Simplex T im R® ist affin dquivalent zum Einheitsimplex Ty der
gleichen Dimension. Es gibt genau eine Abbildung

F:Ty—T, F(z)=Az+b

mit einer (s,s)-Matriz A, det A # 0 und einem b € R®, so daf§ F(e;) =a; (j =0,...,s). Auflerdem
gelten die Abschitzungen

h(T) - h(To) .
Al < . 1ATY < . cp(T)® <|det A| < ¢ h(T)® 2.14
A< S AT S TS e p(T) < Jdet Al <& A(T) (214)
mit nur von s abhingigen Konstanten ¢ und ¢é, und man hat auferdem |det A| = %
Dabei ist |A| die zur euklidischen Norm |z| = /2% + -+ 4+ 22 im R® gehorende Matrixnorm, d. h.

|A| = sup|— |Ael, und das bedeutet, dafl |A| = (grofiter Eigenwert von AtA)z ist.

Beweis. {e; | j=1,...,s}und {a; —ao |j=1,...,s} sind Basen des R*. A sei die Basistransforma-
tion:
Aej=aj—ay (j=1,...,9).

Dann leistet
F(.f) = ACE + ag

das Verlangte. F' ist eindeutig bestimmt, denn aus Ae; +b= A’e; + b’ fiir j =0, ..., s folgt fir j =0
wegen eg = 0, dafl b =¥’ ist, und demnach (A — A’)e; = 0 fiir alle j = 1,..., s gilt, woraus wiederum
A = A folgt.

Es sei e € R®, |e] = 1. Nach Definition von p(Tp) gibt es ein zg € Tp, so dafl B@(a@o) C T ist.

Dann gibt es auch z1, 22 € Ty, so dafl 21 — x5 = ep(T}) gilt. Damit folgt dann
|Ae| = |Azy — Axs| p(To) ™ < WT)p(To) ™" .

Das bedeutet aber gerade, dafl
Al < W(T)p(To)™!

ist. Genauso folgt die zweite Abschéitzung in (2.14). Weiter ist nach der Transformationsregel

|T|:/ lde = | |det Aldz = |To| | det A
T To
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und demnach | det A| = W Das Volumen des s—dimensionalen Elnheltss1mp1ex Tp,s kann man leicht
durch Integration berechnen: |Tj, ;| = . Also weiff man: |T| = %|det A|. Das benétigen wir hier
zwar nicht, ist aber bei der Implement1erung von Bedeutung. Das Volurnen von |T'| 148t sich wie folgt
abschétzen:

T)s w2
> — s—1 p( — S.
12 B )] = 1511 225 = 2ot

Die Abschitzung nach oben beweist man analog. a
Wir setzen nun Simplexe zu einer Triangulierung des vorgegebenen beschrénkten Gebietes G C R™ zu-

sammen. Es wird verlangt, daf§ die Simplexe nur an gemeinsamen Seitensimplexen zusammenhéngen.
Wir werden sehen, dass dann das Gebiet polygonal berandet sein muss.

Definition 2.7 G C R" sei ein beschrinktes Gebiet,

’

G=J1;, oG=J1; (m,m eN)

j=1 j=1
mit n-dimensionalen Simplexen T; und (n — k)-dimensionalen (k € {1,...,n}) Simplexen Tj, die
Seitensimplexe der T sind.

T={T;]j=1,...,m}

nennt man eine Triangulierung von G. Sie heifit zuléssige Triangulierung, wenn fiir je zwei Simplexe
Ty, Ty € T gilt, daB Ty N Ty = S mit S = () oder einem gemeinsamen (n — k)—dimensionalen (k €
{1,...,n}) Seitensimplex von T und T ist. Fiir eine zulissige Triangulierung 7 definieren wir

h = max hT), p= Inin h(T). (2.15)

h nennen wir globale Gitterweite oder Feinheit von 7.

Abbildung 2.1: Eine sukzessive verfeinerte Triangulierung eines Quadrats im R2. Verfeinerungslevels
0,1,2,4 und 6.

Abbildung 2.2 Zwei Triangulierungen desselben polygonalen Gebietes.

Hilfreich ist der folgende Satz.
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Abbildung 2.3: Eine zulissige grobe Triangulierung eines Quaders im R?, in der eine gestrichelte
Verbindungslinie fehlt. Bitte selbst vervollstindigen!

Satz 2.8 Es sei G zulissig trianguliert und sei m € N. Ist dann v € C™ (G und gilt ’U‘T e C™(T),
TeT, soistve H*(G).

Beweis. Wir sehen uns nur den Fall m = 1 an. Wesentlich ist hier nur der Nachweis, dass v eine
schwache Ableitung besitzt. Dazu sei ¢ € C§°(G). Dann erhilt man mit dem Gaufischen Integralsatz

Vg, = /wxi = <—/ vzisﬁ+/ vw) = —/ Vg, p.
\/C; Z T Z T oT G

TeT TeT
Hierbei wurde verwendet, dass v € C°(G) ist und dass die Randterme zwischen zwei Simplexen sich
wegen der Orientierung der Normalen wegheben. a

2.3 Simpliziale Lagrange—Elemente

Die in (2.13) eingefiihrten baryzentrischen Koordinaten eignen sich hervorragend zur einfachen Dar-
stellung von Polynomen, die auf Simplexen definiert sind. Wir bezeichnen im folgenden den Raum der
Polynome vom Grad kleiner oder gleich k& (k € NU {0}) mit

k
P.={p:R" =R | p(z) = Z ca”, co € R} (2.16)
|a]=0
und verwenden, wenn es dem Versténdnis dient, auch die Bezeichnung Pr(M) = {p|n | p € Py} fiir
eine Menge M C R"™. Ist p € Py, p(z) = Z\ka|:o Cox® , 80 ist mit (2.13) z; = YT gajN;, wi =
zi(A), A= (Aog,-.-, ), also

Wegen 1 = Z?:o A; 1a8t sich dann p als ein Polynom vom Grad k ohne konstanten Term in den n+1
Variablen Ag, ..., A\, schreiben:

pV) =B = 3 ds)’.

18l=1

Element 2.9 (Lineares Element, R. Courant)

1. Sei T ein n—dimensionales Simplex. Dann ist durch Vorgabe von p(a;) (j =0,...,n)ein p € P1(T)

emndeutig bestimmdt.
n

Vp € Py(T) : p(x) = p(A) = D _ plaj) ;. (2.17)
=0
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Es ist dimP1(T) =n+ 1.

2. Ist G C R™ zuldssig trianguliert und sind a; (j =1,...,m) die Ecken der Triangulierung T, so ist
durch Vorgabe von up(a;) (j =1,...,m) eindeutig eine Funktion up € X,

Xy ={un € C°%G)| up|lr € Py(T), T €T} C HY(G),

bestimmidt.

3. FEine Basis von Xy, ist durch die Funktionen
(bjEXha (b](dk): ik (jak:117m)

gegeben.

Abbildung 2.4 Eine Basisfunktion des Elements 2.9.

Beweis. Zur Bestimmung von p € Py(T), p(z) = ¢o + Z?:l cjx;, ist fiir gegebene Werte p; das
Gleichungssystem p(a;) = p;, i = 0,...,n zur Bestimmung von co, ..., ¢, zu losen. Das sind n + 1
Gleichungen fiir n+ 1 Unbekannte. Also reicht es, eine Losung anzugeben. Zwischenbemerkung: dieses
Vorgehen ist prinzipiell von Bedeutung, vor allem zur Konstruktion komplizierter Elemente. Dazu sei
{eo,-..,en} die kanonische Basis des R™*1. (2.17) ist sehr einfach zu zeigen:

PO = diA; = pa(N) -
=0
Wegen z(e;) = ar (k=0,...,n) folgt, daB
plax) = pler) =Y djdz = di
=0

ist. Wenn wir zeigen, da8 die damit eindeutig bestimmte stiickweise lineare Funktion wuj, auf G stetig
ist, folgt mit Satz 2.8, dafl X}, C H'(G) ist. Sind T} und Ty zwei Simplexe der Triangulierung 7" und
ist Th N T5 = S mit einem gemeinsamen (n — k)—dimensionalen Seitensimplex, so ist up|s € P1(S)
nach dem ersten Teil dieses Beweises schon durch die Werte in den Ecken von S eindeutig bestimmt.O

Es sei hier vermerkt, da der Finite-Elemente-Raum X zwar Teilraum von H'(G), nicht aber von
H?(G) ist.
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Wegen der vermutlich héheren Approximationsordnung versuchen wir ein Element mit quadra-
tischen Ansatzfunktionen zu konstruieren. Dazu sei T wieder ein n—dimensionales Simplex mit den
Ecken ag, ..., a,. Ein p € Py(T) schreibt sich in baryzentrischen Koordinaten so:

Zd)\ —i—ZdU)\)\

i,j=0
i<j
Dabei kénnten wir d;; = dj; und d;; = 0 annehmen, denn \; = 1 — Y k=0 \j, impliziert \? = \; —
ki
Z’i;o Aig. Damit folgt
k#1

Zd 6k] + Z dz](szké]k - dk ’

i,j=0
i<j

d. h. der lineare Anteil von p ist durch die Werte in den ”Ecken” e, ..., e, festgelegt. Den quadrati-
schen Anteil kann man durch die Werte von p in den Kantenmittelpunkten a;; = $(a; + a;) (i,j =
0,...,n; @ < j) bezichungsweise die Werte von p in e;; = %(ei +ej) (4,7=0,...,n; i < j) festlegen.
Es ist dann

3
L

pleij) = %(]5(61‘) +p(e)) + ) dlm%(éli + 61]‘)%(577”' + Omy)
m=0 [=0
1 1 n m—1
= 5(]5(61‘) +plej)) + 1 mz;o 2 dim, (61:0mi + 01 0mi + 61i0ms + 01;0m;)
1, B 1
= 5(?(%) + p(ej)) + Zdij ,

denn 6;;0,,; = 0;;0m; = 0 wegen [ < m und 6;;0,,; = 0 wegen | < m und ¢ < j. Insgesamt haben wir
damit gezeigt, daf

dj = plej)=nplaj),
dij = 4p(eij) —2(p(ei) + plej)) = 4(p(aij)) — 2(p(ai) + p(ay))

fiiri,7=0,...,n; 1 < j ist. Also ist

n n  m-—1
PO =D op(a)h + . Y (4p(aim) = 2(p(ar) + plam)) ) ihn
j=0 m=0 =0
n m-—1 n n m—1 n n
=4 Z Z p alm )\l)\ + Z -2 Z p(am))\m( )\l) - 22 Z p(al))\l)\m
m=0 [=0 =0 m=0 =0 =0 m=Il+1

,_.

m— n m—1

P(@m) M +Zpaj)\ —QZpam m( R IPY

Il
o~
3
3
i
)
[}
O
)
3
+
[u

3

I
NE

plaim) Nidm + Z P(@m) A (2An — 1) .
m=0

=

3
Il
=]

o

Element 2.10 (Quadratisches Element)

1. SeiT ein n—dimensionales Simplex mit Kantenmzttelpunkten a;j = %( ]) (',j =0,...,n; 1 < j).
Dann ist durch Vorgabe von p(a;) (j = 0,...,n) und p(a;;) (,7 = 0,...,n; ¢ < j) einp € Po(T)
emndeutig bestimmdt.

n n j—1
¥p € Po(T) i p(a) = p(N) = D plaj)\j(2h; — 1)+ 4> Y plaij) A - (2.18)
j=0 j=0 =0

Es ist dimPy(T) = 3(n + 1)(n + 2).
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2. Ist G C R™ zuldssig trianguliert und sind a; (j =1,...,m) alle Ecken und Kantenmittelpunkte der
Triangulierung T, so ist durch Vorgabe von up(a;) (j =1,...,m) eindeutig eine Funktion u, € Xy,

Xy, = {un € C%G)| up|r €Po(T), T€ T} C HY(G)

bestimmdt.

3. Fine Knotenbasis von X}, ist durch die Funktionen
(bjEXhu (b](dk): ik (jukzluam)

gegeben.

Beweis. Teil 1 wurde schon nachgewiesen, die Dimension ist klar. Zu Teil 2 beobachten wir wie beim
linearen Element, dafi die globale Stetigkeit von uj durch die eindeutige Bestimmtheit von wpl|s,
S =T1NT; auf dem (n — k)—dimensionalen gemeinsamen Seitensimplex S von 77 und T5 folgt. Wende
Teil 1 auf S mit n — k statt n an. Die Basis erkennt man an der Darstellung (2.18). O

Mit (2.18) kann man sich auch die Element—Basisfunktionen veranschaulichen. In einer Raumdimen-
sion ist auf dem Einheitselement Ty = (0,1) mit ag =0, a1 = 1, ap1 = %

)\0 =1- x, /\1 =x, éo()\) = )\0(2)\0 — 1), (2751 ()\) = )\1 (2)\1 — 1)

also

do(x) = (1—2)1—2z), ¢1(z) =22z —-1)

und in symbolischer Schreibweise
P01 (N) = 4XoA1,  do1(x) = 4(x — 2?).

Wir koénnen den Polynomgrad weiter erh6hen und so das allgemeine Lagrange—Element konstruieren.

a, a

a, a; o ag1

Abbildung 2.5 Lagrange Gitter erster, zweiter und dritter Ordnung eines Dreiecks.

Hilfssatz 2.11 Es seien T ein n-Simplex und k € N. Dann gilt fir alle p € Pi(T') die Darstellung

pa) =) = 3 (7 )6 (2.19)

li|=F

mit i = (io, ..., in) € N1 1= (77) und

=~

n  4—1 .
oM =1I [] Al (2.20)
=0

i
=0 k

SN

Das bedeutet, daff p € Pr(T) eindeutig durch seine Werte auf dem Lagrange—Gitter k-ter Ordnung
Gu(T) = o= Naj | A € {% [m =0,k A 20 30N =1 (2.21)
=0 =0

bestimmt ist. Fs ist dim Py = ("Zk)
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Beweis. Zunichst ist klar, dafl ¢; € Py, ist, falls |i| = k ist, denn die Produkte in (2.20) bestehen aus

Si=li|=k
1=0
Faktoren. Auflerdem ist fiir |m| < k

¢i(%) = Oim = Gigmo *** Oipymu s

denn fir m=4,d. h.m; =4 (1=0,...,n), ist
no =1 my Ji
(™Y _ Rk _
o(%) =11 W L
1=0 ;=0 k Kk

Ist m # 4, so gibt es eine Zahl Iy € {0,...,n}, so dal my, # i, ist und auch ein I* € {0,...,n} mit
my~ < i1+, denn sonst hétten wir

n n n
k2|m|: E mp« = E mp= +my, > E il+i10=|i|=/€,
= 1*=0 1%=0
r=0 1" £l 1* £l

was ein Widerspruch ist. Dann ist aber auch

mp i
k k

=0 firein ji» < i

und damit ¢;(7*) = 0 fiir m # i. Mit (2.19) ist ein Polynom p € Py (T") konstruiert, das vorgegebene
Werte auf G annimmt. Es ist
dim]P)k(T) = |Gk| y

also ist (2.19) die einzige Losung dieses Problems. O

Element 2.12 (Allgemeines Lagrange—Element) FEs sei G C R" zulissig trianguliert. Ist Gy das
Gitter k—ter Ordnung zu dieser Triangulierung T, d. h., ist

Gr=|J GuT) ={a;| j=1,...,m},
TeT

s0 st durch Vorgabe von upl|g, eindeutig ein up, € Xp,
Xp = {up € CO(G) ‘ unlr € Po(T), T € T} € H(G)
bestimmt. Fine Basis von X}, ist durch die Funktionen
¢j € Xn, ¢j(a;) =0y (i,j=1,...,m)
gegeben.

Beweis. Es bleibt nur noch der stetige Ubergang zwischen den Simplexen nachzupriifen. Dies geschieht
aber genau so wie beim quadratischen Element. ad

Damit haben wir eine Reihe von diskreten Teilriumen X} von H'(G) konstruiert mit relativ
einfachen Basen und mit Basisfunktionen, die kleinen Triger besitzen. Es ist um einiges schwieriger,
Teilriume von H?(G) zu finden, denn dann miissen die Basisfunktionen global aus C'!(G) und nicht nur
wie eben konstruiert aus C°(G) sein. Dies geschieht spiter, wenn wir partielle Differentialgleichungen
héherer Ordnung l6sen.



Skript zu ,/Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen I, WS 2006/2007, Dziuk 43

as

Abbildung 2.6 Lagrange Gitter erster, zweiter und dritter Ordnung fiir ein 3-Simplex.
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2.4 Poincaréungleichungen

Im Abschnitt 2.1 haben wir den Fehler zwischen kontinuierlicher und diskreter Losung abgeschétzt.
Satz 2.3 lieferte eine Abschétzung der Form

V(u— < inf |V(u-— .
IV =)l < inf V(= o)lzeo)

Im vorigen Abschnitt wurden endlichdimensionale Teilriume X}, des kontinuierlichen Losungsraumes
X = H'(G) bereitgestellt. Unser Ziel ist eine asymptotische Fehlerabschiitzung der Art

||u — Uh||H1(G) <ch”®

mit einer moglichst nur von den Daten abhingenden Konstanten ¢ und einem moglichst groflen Ex-
ponenten a. Im folgenden Kapitel wird bewiesen, dal unter geeigneten Voraussetzungen

|u— Ihullx <ch®

fiir eine ”Interpolierende” vy, = Ihu € X zu u € X gilt. Die Konstante ¢ hidngt dann i. a. aber von
hoheren Normen von u ab. Die Konstruktion von Interpolationsoperatoren

I, € L()(7 Xh)

ist aber unabhéngig von Bedeutung fiir die Numerische Analysis.

Die Abschétzung des Interpolationsfehlers geschieht durch Aufspalten der Normen in die Element-
anteile und Transformation auf das Einheitssimplex. Damit dabei nur die optimalen Potenzen der
Gitterweite entstehen, diirfen nur die hochsten Ableitungen vorkommen. Dies erreicht man durch
sukzessive Anwendung von Poincaréungleichungen.

Hilfssatz 2.13 Fiir konvezes G C R™ mit Durchmesser d(G) = sup, e |z —y| und u € CY(G) gilt

d(G)" [Vu(y)|

u(z)| < ,
nlGl Je ly — ="t

falls die rechte Seite endlich ist und fG u =0 erfiullt ist.
Beweis. Fiir z,y € G ist dann mit z(t) =z + t(y — ), ¢t € [0, 1]

1
) = uls) = u0) = u(x(1) = = [ Guls(e)a

= —/ (Vu(z(t)), 2(t))dt = —/ (Vu(z +t(y — x)), y— x)dt.
0 0

Mit s = |y — x|t erhédlt man weiter

ly—z| _ _
(Vu(ac—i—s Y x), y x)ds,
ly —z[/" |y — ]

S—

_ y-=
ly—=[’

und mit der Abkiirzung &

ly—a| lz—yl 4
= —/0 (Vu(z + s£),8)ds = —/0 %u(x + s€)ds.

Integriert man nun diese Gleichung beziiglich y, so folgt mit & = £(y)

Glu(z) - /G u(y)dy = - /G /0 o (e + 56)ds dy.

Zur Abkiirzung schreibt man

v(x + s§) = { dlSu(gC"‘ s€), fallsx+sé e G

sonst.
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1 lz—yl
u(z) = ——; / / v(x + s€)ds dy,
Gl Ja Jo
woraus folgt

1 lz—yl 1 |z—y|
wal < g [ [ et sl ay < | ot seds dy
¢ Jo {yern |ly—z|<d(@)} Jo

_ ﬁ/&m) /OO lo( + 5€)|ds dy ﬁ/m /d(G) /S (e + 56| do(€)dr ds

und erhalt

|U (x+ 58| 4
< )|dogs ds = s" “doe d
> n|G| / ~/S"1 .’L‘+S§|O§ s = |G| / ~/S"1 gn—1 O¢ as
_ [o(z) / Vu(2)
nIGI R |2 — 2| T nIGI |z —x|" 1
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Hilfssatz 2.14 Zu jedem konvexen beschrinkten Gebiet G C R™ g¢ibt es eine Konstante ¢, so daf fir
alle w e HW?(G)NCY(G) mit [,u=0 und 1 <p< oo gilt:

[ullzra) < c|Vul e

Beweis. Aus dem vorangegangenen Hilfssatz folgt

fulusie = ([ utoras)” <2 ([ ([ %dy)pd:c)%.

Das Integral auf der rechten Seite wird fiir p > 1 so behandelt:

e ([ - -

/ / Vuly)Ply — 2/"dy / y—almdy) da. (2.22)
Es ist nun

d(G)
/ ly —a|'T"dy < / ly —a|'T"dy = / / ri T dog dr = d(G)[S' T
G Bd(c)(z) 0 Si-n

also kann man (2.22) weiter abschétzen zu

< (d(G)|s" )t /G /G Vu@)P |y — o' "dy da
— (d(G)|S" )P /G Vu(y)P? /G ly — 2'""dx dy
< (d(G)[S™ )P /G Vu(y)Pdy.

Insgesamt hat man damit gezeigt, daf gilt:

d(G)" e
lulzee < G 1" IVl o )- (2.23)
Der Fall p = oo folgt dann durch Grenziibergang p — oo in (2.23). a

Wir benétigen diese Poincarésche Ungleichung fiir H!?(G)-Funktionen. Dazu miissen Sobolevfunktio-
nen durch stetig differenzierbare Funktionen approximiert werden. Dies garantiert der folgende Satz,
den wir erst spéter beweisen werden, denn dazu sind einige Techniken notwendig, die wir erst spéter
kennenlernen.
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Satz 2.15 Sei G C R™ offen und 1 < p < co. Dann gibt es zuu € H*P(G) eine Folge von Funktionen
u; € HY"?(G)NCYG) (j € N), so dass

lu = wjl i@ — 0 (G — o0).

Man beachte, dass dies fiir Funktionen aus H LP(@) schon durch die Definition gewéhrleistet war. Das
iibliche Approximationsargument liefert nun die Poincarésche Ungleichung ,,mit Mittelwert Null“. Es
sei schon hier erwihnt, dass dieser Satz auch fiir nicht konvexe beschrinkte Gebiete richtig bleibt,
wenn der Rand nicht zu irregulér ist.

Satz 2.16 (Poincarésche Ungleichung) Zu jedem konvezen beschrinkten Gebiet G C R™ gibt es

eine Konstante cpg < %, so daf3 fiir alle w € HYP(G) mit fG u=0und1l <p< oo gilt:
[ullrcy < epolVulLea) -

Beweis. Den Nachweis fithre man selbst. a

Mehrfache Anwendung der eben bewiesenen Poincaréschen Ungleichung fiir Funktionen mit Mit-
telwert Null liefert nun das folgende Resultat.

Satz 2.17 Es seien G C R™ ein beschrinktes konvezes Gebiet mit 0G € C*1, uw € H'P(G) und

/Do‘u:O (la] =0,....1—1). (2.24)
G

Dann ist
”u”Hl’P(G) < C|U|Hl,p(G)

mit einer nur von G, und p abhingenden Konstanten c.

Beweis. Da fiir |a] = 0,...,1—1 D% € H"Il?(Q) ist, folgt die Behauptung durch sukzessive
Anwendung von Satz 2.16. a

Zu einer gegebenen Funktion 148t sich die Voraussetzung (2.24) durch das Abziehen eines geeigneten
Polynoms erfiillen.

Hilfssatz 2.18 Zu u € H*1P(Q) gibt es genau ein Polynom q € Pi(G), so daf
/ D u—q)=0 (o] =0,...,k). (2.25)
G

Beweis. ¢ hat die Form ¢(z) = me:o cp 27, und (2.25) ist dquivalent zu

k
Z 65/ Do‘xﬁd:r:/ D%u(z)dx .
G G

|B81=0

Das lineare Gleichungssystem

k
> aapes =ba (o] =0,....k) (2.26)
181=0

enthélt so viele Gleichungen wie Unbekannte cg. Es reicht also aus, die Eindeutigkeit nachzuweisen.
Die Eindeutigkeit sieht man so ein. Es ist

k
> tapes =0 (la] =0,....k)
|8]=0

genau dann, wenn

/Do‘q:() (la] =0,...,k)
G

und dies ist nur fiir ¢ = 0 wahr. a
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Die Quintessenz aus 2.17 und 2.18 ist der folgende Satz:

Satz 2.19 Sei G C R™ ein beschrinktes konveres Gebiet und k € N. Dann gibt es eine Konstante
c=c(G,k,p), so daf fiir alle uw € H**1P(GQ)/PL(G) gilt:

[ull e+ () pe () < € ulmrene(c)-

Dabei ist wie tblich

lull e +10(@) o () = QE%}iEG) lu = gllgrs1e (-

2.5 Interpolationsabschitzungen

Wir erinnern an die Bezeichnungen der elementaren Funktionalanalysis. Fiir normierte Rdume X und
Y bezeichnet

L(X,Y)={A: X — Y| A ist stetig und linear}.
Die Menge L(X,Y) ist mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation ein linearer Raum.
Darauf ist durch

| Azy
[ Al = ”A”L(X,Y) = Ssup
zeX\{0} ]| x

eine Norm erklért. Demnach ist L(X,Y) mit dieser Norm ein normierter Raum.

Definition 2.20 Fiir normierte Rdume X,Y bedeutet
X =Y,

dafl X in Y stetig eingebettet ist, d. h. es gibt einen linearen Operator F € L(X,Y), der injektiv ist.

Folgerung 2.21 FEs sei G C R" ein beschrdinktes konvexes Gebiet und k,m € Ny; p,q > 1 sowie

E € L(H*(@), H™4(Q)) (2.27)
eine Einbettung, die auf Py(G) die Identitdt ist. Sei

I € L(H*YP(G), H™Y(G))

ein Interpolations—Operator, der Pi(G) invariant lifst: Is = s (s € Pix(G)). Dann gibt es ein ¢ =
c(k,m,p,q, G, |I|, |E|), s.d. fir alle w € H*VP(Q) gilt:

||u - Iu”Hm,q(G) <c |u|Hk+1,p(G).
Beweis. Fiir s € Pi(G) ist

[Ew = Tul grmaqy = [|E(w—s)=1I(u—s)|gmaac) (2.28)
LN+ 11 1w = sl grsrrc)-

IN

Also hat man
lu = Tulgmaey < BN+ 1) |ullgrse ) pge)-
Der Rest folgt mit Satz 2.19. a

Jetzt wird im wesentlichen das Skalierungsverhalten einiger oft benttigter Normen untersucht.

Satz 2.22 Seien G1, G2 C R"™ offen, beschrankt und affin dquivalent, d. h. es gibt eine invertierbare
affine Abbildung x = F(y) = Ay +b (z,y € R™), so dass G1 = F(Gz2) ist. Mit m € Ny, p € [1,00]
gelten dann fir w € H™P(G1) und v(y) = uw(F(y)), (y € G2) die Abschiitzungen
_1
|’U|Hm,p(G2) < 01|A|m|det A| p|u|Hm,p(Gl), (229)
“1im 1
ulgmo(cy < ol ATH™ | det A7 0] s () (2.30)

mit Konstanten c1,ca, die nur von m,n und p abhdngen.
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Beweis. Dazu seien ohne Beschrénkung der Allgemeinheit v € C™(G1) N H™P(G1), v € C™(G2) N

H™P?(Gg). Wegen
vy, (y) = Z Uz, (F )= Z g, (F
i=1 i=1

folgt

n

o, ()] < 1AVu(F ()] < A] [Va(Fy)] = 4] [ua, (F@)?)

k=1

1
2

Und weiter

1
2

IN

yes, ()] A (zn:( J““ ))))2>

k=1

= |4 (Z IAtVumk(F(y))F)
k=1

Mit vollsténdiger Induktion beweist man dann, da8 fiir |a| = m gilt:

Nl=

2

<pap (3 (oo (FwD)”

k=1

2

Do) < 141 [ 3 (DuFw))’ | <emmia Y (D%u(Fw)l

1Bl=la| |Bl=m

Integration und Verwendung der Transformationsformel liefern dann fiir p < co die Abschitzungen

ID*0lLr(a) < elm )| A™ D (D) o Flioan
|Bl=m

und

1
p _ p 1
I0*) o Fluray = ([ [(0*0@)det a7tar) " = det A3 D lance
1

Also folgt insgesamt

=

olimaon = (30 1001y ) < elm.np)l AP det 4] ( > ID%ult ) )
|a]=m 1Bl=

1
= c(m,n, p)| A" [det A|” 7 [u| gm.r(c)-

Die zweite Abschitzumg des Satzes folgt dann aus der ersten, wenn man A durch A~! ersetzt. Man
beachte, daf i.a. |[A~Y| # |A| 7! ist. O

Die soeben bewiesenen Abschétzungen sind ziemlich grob und auflerdem isotrop, d. h. richtungsun-
abhiingig. Es geht nimlich nur |A[, d. h. der grofte Eigenwert von (AYA)? in die Abschiitzung ein.

Folgerung 2.23 FEs sei T ein n—Simplex, Ty das n—dimensionale Einheitssimplex und F(Z) = AT +b
die affine Abbildung aus Hilfssatz 2.6. Dann hat man unter den Voraussetzungen von Satz 2.22 fiir

u(r) =u(F(z)) (7 €To)

die Abschitzungen
h(T)™
p(To)™

|| gmn(1y) < c1(m,n,p) p(T) ™7 |u| oo ) (2.31)

und

h(Tp)™
p(T)™

[ulgm.n () < c2(m,n,p) W(T) [l oo (1) - (2.32)
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Beweis. Verwende Satz 2.22 und Hilfssatz 2.6. O
Satz 2.24 FEs sei T ein n—Simplex, Ty das Einheitssimplex, und F : To — T, F(z) = Az + b die
kanonische affine Abbildung. Sind k,m € Ny, p,q > 1 so, daff die Finbettung

HMYP(Ty) — H™Y(Tp)

gilt, und st
Iy € L(HMP(Ty), H™(Ty))
ein Interpolationsoperator, der Pr(Ty) invariant lift:
IOSQ = S0 A4 So € ]P)k(TQ),
so folgt fiir den durch
(Tu )OF—IQ(qu)
definierten Interpolationsoperator I € L(H*1P( Hm’q(T)) die Fehlerabschitzung

1

i_1 —m
o= Tl gy < € o)™ (T[5BT fulgessngr)
)

< co(Tym-nmin{0 1_1y h(T)kaern(%f%) |u| 1o (1)

fiir jedes u € H*LP(T) mit ¢ = c(k,m,p,q, To, | Io|)-
Beweis. Die Existenz des Interpolationsoperators I auf T ist klar wegen der Invertierbarkeit von F'.
Sei nun u € H*1LP(T). Dann ist vermoge der vorausgesetzten Einbettungseigenschaft v € H™9(T)
und )

|u — Tu|gm.a(ry < c|A7H™ | det A|7 |(u— Tu)o Flgm.a(my)
nach Satz 2.22, und weiter

= ¢|A7 ™| det A|7|uo F — Io(wo F)|gmaz)

nach Definition von I, und fiir jedes sg € P (Tp)

_ 1

< c|A7Y™ | det Al (|u o F — so|mma(ny) + [To(s0 — uo F)|Hm,q(T0)).
Mit der Einbettungskonstante | Ey| weiter
1
< A7 ™ det A7 (| Boll + [ Lol)) |so — wo Flywsin(ry).-

Insgesamt ergibt dies mit einer nur von den behaupteten Parametern abhéngenden Konstanten ¢

— Tu|ggm, < c|ATY™|det Al7 inf —wo Flyrir,
lu ul g «T) = cl || de |‘1806%P11(T0)|80 u o |Hk+1P(To)

IN

1im 1
c|A7H™( det A|7|u o F|l grrsrn(my) /oy (To) -

nach Satz 2.19 mit G = Ty .
< C|A71|m| det A|5 |u o F|Hk+1,p(T0)

und nach Riicktransformation geméf Satz 2.22
< | ATY™ A det Al T Jul s (-
Hilfssatz 2.6 liefert dann L
< ep(T) ™" WD) T3 77 [ul grsro(r)-
Mit ep(T)™ < |det A| < ch(T)"™ und o(T) = h(T')/p(T) erhilt man schlieBlich
< p(T) ™ (YD ] sy, falls p 2 g,
und )
< ep(T)"5 B T (DY ] sy, falls p < g

ist. Also insgesamt

<eco(T)™™ nmin{0, _7_}h(T)k+1 m+n(lil)|u|Hk+1 P (T)>

was zu beweisen war. O
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Beispiel 2.25 Bei der Approximation linearer elliptischer Differentialgleichungen treten typischer-
weise die Fehlerabschétzungen

|lu — Uh|H1(G) <clu— IU|H1(G)

auf. Aulerdem wird spéater klar werden, dafl je nach Regularitét der Daten die kontinuierliche Losung
u € H*1(Q) fiir ein k € N ist. Demnach ist fiir uns in Satz 2.24 der Fall k=1, p=¢=2und m = 1
von besonderem Interesse. Die Einbettung H?(Ty) — H™(Tp) fiir m = 0,1 ist trivial. Wir werden
auflerdem nachweisen, dass nach dem Sobolevschen Einbettungssatz

H?(Ty) — C°(Tp) (2.33)

gilt, wenn 2 — 3 > 0, d. h. die Raumdimension n < 3 ist. Dies gestattet es uns, fiir n < 3 einen
in den Voraussetzungen von Satz 2.24 geforderten Interpolationsoperator Iy € L(H?(Ty), H™(Tp)) in

einfacher Weise zu konstruieren. Wir wahlen
Tyug € P1(To), ITouo(a;) = uo(ay)

fiir die Ecken @; des Simplex Tp. ug ist wegen (2.33) punktweise definiert! Iy ist offensichtlich linear,
und mit den Basisfunktionen (baryzentrische Koordinaten zu Tp) ¢, (%) = X;(Z), (j = 0,...,n) 1aBt

sich Iy so schreiben:
n

(lowo)(z) = Z uo(a;)e;(2)

=0

und wie gefordert beschrinken (m = 0,1):

| Touoll mrm(zy < D 1o (@) 195l cmy < ol (m) Y Nl m(z) < clluoll ) < cluolazr,)-
=0 j=0

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.24 erfiillt, und wir konnen schliefen
u— Tu|gm(ry < co(T)"h(T)* ™" |ulp2(r)
fir m = 0, 1. Insbesondere also
lu = Tull2ry < ¢ MT)ulgziry,  [V(u—Tu)lr2ery < ¢ o(T)A(T)|ulme(r)-

Verlangen wir von einer Triangulierung 77, dafl max o(T) < ¢ < oo ist, so kénnen wir aus (2.25)

Te
schlieflen, daf}

IV (u— Tu)|r2q) < ¢ hlu|m2(q)

gilt, wobei G = ( U T)° sei.
TeT

Die elementweise Abschitzung des Interpolationsfehlers verwenden wir nun, um den Interpolations-

fehler auf einem polygonalen Gebiet abzuschétzen.

Satz 2.26 FEs sei G C R"™ offen, beschrinkt und durch T zuldissig trianguliert. Weiter sei

X = {uh S Co(a)|uh|T S Pk(T), Te T}

n

5, so gilt fiir den gemdp 2.11 Hilfssatz erklirten Lagrange—Interpolationsoperator

Ist nun p >
IuePp(T), Iu=u auf Gx(T), TeT,

dap I auf Py(T) invariant ist, I € L(H*?(G), Xy) gilt und fiir jedes m € {0,1} und s € Ny mit

1 < s <k die Interpolationsabschditzung

1
|u — Iu|Hm,p(G) < Cl(z U(T)mph(T)(SJrlfm)p|u|%s+1,p(T)) P
TeT
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r alle w € HTVP(Q) gilt. Ist o(T) < o (T € T), so folgt
Ji g ) g
|u - Iu|Hm,p(G) < Clo'mhs+1_m|u|Hs+1,p(G).

Auferdem gilt fir alle ¢ > n und m = 0,1

|u — I’ule a( ~ CQ(Z mqh ( m)|u|§11’q(T)) S CQUmh17m|’U,|H1,q(G).
TeT

Beweis. Die Existenz des Interpolationsoperators I ist nach 2.11 Hilfssatz und der (noch zu bewei-
senden) Einbettung H*?(G) — C°(G) klar (s. dazu auch Beispiel 2.25). Die Fehlerabschitzungen fiir
u € HTHP(@) folgen so:

|u—Iu|Hmp(G) = Z |u—Iu|Hmp
TeT

mit Satz 2.24 weiter (hierzu ist HT1P(Ty) — H™P(Tp), also s + 1 > m, nétig),

<ec Z mph S+1_m)p|u|zl){5+l,P(T) < CUmph(S+l_m)p|U|ZI){S+1,;,(G)'
TeT
Der zweite Fall geht wegen ¢ > n und damit H14(G) — C°(G) analog. O

Die entsprechenden Sobolevschen Einbettungsséitze werden im iibernéichsten Paragraphen nachgetra-
gen.

2.6 Fehlerabschitzung fiir die Poissongleichung

An dieser Stelle ist es uns nun moglich, den Fehler zwischen kontinuierlicher und diskreter Losung der
Poissongleichung abzuschéatzen.

Satz 2.27 FEs sei G C R™ mit n < 3 ein durch T zuldssig trianguliertes beschrinktes Gebiet. Die Tri-
angulierung geniige der Bedingung o(T') < oo, (T € T ) mit einer nicht von der Gitterweite abhingigen
Konstanten og. Es sei weiter u die schwache Lésung der Poissongleichung mit Nullrandwerten zur

rechten Seite f € L*(G),
/ Vu-Vgaz/ fo VYeoe HYG).
G G
Ses fir k € N
= {vy, € C°(G)|vp|r € PR(T)T € T),vs, = 0 auf IG}
der Raum der Finiten Elemente k-ter Ordnung. Die diskrete Losung un € Xy, ist definiert durch

/VUh'VSDhZ/fSDh Von € Xp.
G G

Liegt nun die kontinuierliche Lésung u € HYY(G) fiir ein s € {1,...,k}, so gilt fiir den Fehler
zwischen kontinuierlicher und diskreter Lésung:

“U — Uh||H1 < ch’® |U|Hs+1(G)
Die Konstante ¢ hingt ab von n, s, k, o9 und G. Sie hingt nicht ab von u, f und h.

Beweis. Wir dﬁ"rfen im wesentlichen auf das Vorgehen in Beispiel 2.25 verweisen. Dann folgt das
Resultat. Eine Ubungsaufgabe ist der Nachweis, dass X}, ein Teilraum von H'(G) ist. Wir werden
diese Problematik aber auch noch im Detail untersuchen. a

Zwar gibt es zu einer rechten Seite f € H~!(G) eine schwache Losung der Poissongleichung, jedoch
impliziert die Mindestvoraussetzung u € H?(G), dass f = —Au € L?(G) ist. Deshalb setzen wir dies
gleich so voraus.

Die Verwendung der geringeren Differenzierbarkeitsordnung s im Satz trégt der Tatsache Rech-
nung, dass das von uns konstruierte Verfahren mit Finiten Elementen k-ter Ordnung auch eine Konver-
genzordnung liefert, nimlich s, wenn die Losung u nicht zur maximalen Regularititsklasse H*+1(Q)
gehort. In diesem Sinn adaptiert sich das Verfahren an die reale Situation.
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2.7 Sobolevsche Einbettungssitze

Ein wichtiges Hilfsmittel aus der Analysis ist fiir uns der Sobolevsche Einbettungssatz, der aussagt,
daB H®P(G)-Funktionen in H*~1P"(@G) fiir ein p* > p liegen. Auerdem kann bewiesen werden, daf
fiir geeignete Zahlen k,p Funktionen aus H*?(G) sogar in klassischen Funktionenriumen C™°(G)
liegen.

Beispiel 2.28 Wir betrachten die Funktion u(z) = |z|® im Gebiet G = B;1(0) C R™. Diese Funktion
ist nach Beispiel 1.44 aus HP(G), falls s > 1 — 7 gilt. Sei das so. Es ist aber auch u € LP"(G) fiir
s > —1% - wieder nach Beispiel 1.44. Wir berechnen das maximal mogliche p* > p. Dies ist gegeben

durch 1—2 > —-%, und diese Ungleichung ist éiquivalent zu der Bedingung 1% > "n—_pf’. Wir versuchen,
p* moglichst grofl zu wahlen. Ist p > n, so konnen wir p* = co wéhlen. Ist dagegen p < n, so erhalten
wir als obere Schranke p* < —E. Der Fall p = n ist im allgemeinen ein Sonderfall, fiir die spezielle
Funktion v wire dann p* = oo zu1a551g
Hilfssatz (Holderungleichung). Es seien py, € [1, 00] mit

1 1

— 4+ — =1

P1 Pm

und uy, € LP*(G). Dann ist das Produkt uy - ... u,, € L*(G) und
lut - umllLre) < lutllee @) - -+ lumllLem @)-
Der Beweis ist eine kleine Ubungsaufgabe.

Satz 2.29 (Erster Sobolevscher Einbettungssatz) Seien G C R"™ offen und beschrankt, ki > ko;
k1,ks € Nog;  p1,p2 € [1,00). Dann gilt:

HoP (G) e 2 #2(Q),  falls Ky — 2 > ky — -
b1 D2
Insbesondere ist ) n
H*P(G) = LP(G)  mit p= —’2, falls kp<n
n—nrp

"s // 1

ist. Ist 0G € C%, so gelten die obigen Aussagen auch ohne

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir Funktionen mit Null-Randwerten. Zunéchst wird gezeigt, daf3
firp<n )
H"P(G) — L* (G)

mit p* = £ gilt. Dazu nehmen wir an, dafl u € C3§(G) ist und betrachten zunichst den Fall p = 1,

also 1* = :ij. Dazu sei u durch 0 auf den R™ fortgesetzt. Dann ist fiir ¢ € {1,...,n}
z;
u(z) = / Ug, (T1y o B 1, 8, T 1y - - - Ty )dS,
—0
also auch

n Zi
3:)|"§H / [t (X1 ey Tim1, 8, Tig1y - - -5 Ty )| dS.
i=1

Fiir n > 1 folgt demnach

[ < / [T [ foolae) ™
R =l R
< /|u11|d:101 / /|uw2|dx2 /|umn|dacn "day.

IWir werden erst spiiter sagen, was es bedeutet, dass der Rand eines Gebietes Lipschitzstetig ist. Fiir den Moment
vermerken wir, dass beschrinkte konvexe Gebiete diese Eigenschaft besitzen.
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Mit der m—fachen Holderungleichung fiir m =n—1, pr =n—1 (k=1,...,n— 1) schiitzen wir weiter
ab
< (/ [ty |d:cl / / [ty |d:cgd:c1 // |uzn|d:17nda:1
R

Insgesamt wurde also gezeigt, daf gilt:

1 1
/|u|%d:v1 < (//|u12|dxgd:vl)n71(/|u11|d:v1//|uw3|dx3dgc1...//|u%|dxndx1> o
R R R R R R R R

Integriere diese Ungleichung beziiglich xo, erhalte

//|u|ﬁd:c2da:1
l
//|u12|d:vgdacl / /|uw1|d:vl//|u13|dxgdacl //|umn|d:vndacl dxg,

und wende wieder die m—fache Holderungleichung an.

1
< (//|uml|da:2d:1:1 ///|uz3|d:1:3d:1:2d:c1 ///|umn|da:nd:c2d:c1) m
R R R

Indem man so weiter fortfiahrt, erhélt man die Ungleichung

/|u|ﬁdx< /|um |dac /|Vu|dac T
Rn

=1 R

(/|u|ﬁd:c)nn1 §/|Vu|d:c.

R~ R~

oder

Das bedeutet aber, dafl wir bewiesen haben, daf} gilt:
lull i (o) < Vulria) - (2.34)

Der Fall p > 1 wird auf diese Ungleichung zuriickgefiihrt. Man verwende (2.34) fiir |u|* mit einem
noch zu wahlenden A\ > 1. Das ergibt:

n—1 el 1
(/|u|%dx) T < /|V|u|)‘|da: < /\/|u|A*1|Vu|d:1: < A(/|u|p (A’l)d:c)p (/|vu|de)" .
RrR™ RrR™ RrR™ RrR™ RrR™

Unser Ziel ist es, % =p* = n"—_’;) zu erhalten. Das bedeutet, daf§ A = p(:—:;) zu wihlen ist. Wegen
L — 2=l st dann
P P ( D
n— n .
(A_l)p,:(p _1> P__ W .
n—p p—1 n-p

Mit dieser Wahl von A erhalten wir demnach die Ungleichung
n=1 , 1
(/|u|p dx) "< )\(/|u|p dx) (/|Vu|pd:v)p )
Rn Rn R™

also wegen
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auch

p(n—1)

lull Lo~ (&) < IVulzr(a)- (2.35)

Man beachte, dafl der Koeffizient in dieser Ungleichung fiir p — n, p < n degeneriert. Das entspricht
unserer Beobachtung, dafi H12(G) + L*(G) (n = 2) aus Beispiel 1.45.

Die Ungleichung 2.35 wurde nur fiir Funktionen v € C¢(G) bewiesen. Seien nun v € H?(G) und
u; € C3(G) (j € N) mit |u—uj|grpe — 0 (j — o0). Wegen

luj — wkll e (o) < e [V (uj —ur)|pre) = 0 (4, k — o0)

ist (uj)jen eine Cauchyfolge in LP"(G). Es gibt demnach nach Satz 1.39 eine Funktion @ € L?" (G),
so daf

luj =@l gy =0 (G — 0).

4 ist aber fast tiberall gleich u, denn da G beschrankt ist, folgt mit p* > p
- _ 11 .
lu—1lrec) < lu—ujlree) + uj — @l Lo ()| GI» 777 = 0 (j — 00),

also u=u f. i.
Der Fall )
H"P(G) — LP(G)  (kp <n)

wird auf den Fall £ = 1,p = p* wie folgt zurﬁckgefﬁhrt u € H*?(G) mit kp < n impliziert D% €
HE=I2(G) ¢ HY (G ) fir o] = 5 € {0,...,k — 1} und p(k — j) < n. Also ist nach dem oben

Bewiesenen Dy € LP" (@) fiir p* = - akb,d. h u e H*171(Q) fiir p; = 7.5 Wie oben folgt fiir & > 2
rk—2,p* rk—2 . * np1 nn"—j’p np
u€ H*P1(G) = H"2P2(G) mit py=p]= = o = )
n—pr n—=  n- 2p

Indem man dies so fortfiihrt, erreicht man H*?(G) — LP(G) mit p = s falls kp < n ist. Der
Beweis der allgemeinen Aussage bleibt dem Leser iiberlassen. ad

Aus unseren Beispielen sieht man, daf§ das Resultat optimal ist. Der zweite Sobolevsche Einbettungs-
satz behandelt die Einbettung von Sobolevrdumen in die C"™“-R&aume. Dabei bezeichnet

C™(G) = {v € C™(G)| DPu € C*(G), || = m}.

Satz 2.30 (Zweiter Sobolevscher Einbettungssatz) Unter den Voraussetzungen des vorigen Sat-
zes gilt: ) o
H"?(G) — C™*(G)

mit 0 < a <1, m € Ny, falls
k—EZm—i—a
p

ist. Fiir 0G € C%1, so gilt die Aussage auch ohne "o .

Beweis. Wir beweisen die Aussage ohne "o fiir konvexes G C R". Dazu sei zunichst v € C1(G) N

HY?(@G). Hilfssatz 2.13 liefert mit ¢ = %

L el [ Nu)l
) = g [l <e [ B (2.36)

Das zweite Integral schétzt man nun so ab:

Vu(y e o
/G|x|—(|n T = /'V“ I"d)” /"’” gl ray)”

d(G)
1
<IVulwe ([ o= ol V) < [Vl (157 [ 00

By (x) 0

=
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Abbildung 2.7 Geometrische Situation im Beweis von Hilfssatz 2.31.

Der Exponent —p'(n — 1)+ (n—1)=(n-1)(1-p) = —% ist grofer als —1, wenn n < p ist. Da

wir den Fall K =1, m =0, 0 < o < 1 untersuchen, ist nach Voraussetzung vy =1—- 2 > « > 0, also

p > n und demnach !
1 d(G)"t
) = = [l < clnn) LVl (27
Gl Ja Gl "
Daraus erhilt man sofort die Abschitzung
sup lul < ¢ [ullmree)- (2.38)

Man beachte, dass diese Abschétzung nichts iiber die Stetigkeit von uw am Rand von G aussagt - u
ist ja auch nicht stetig bis zum Rand, wohl aber die Beschranktheit von w garantiert. Wir merken
uns diese Ungleichung und beweisen einen Hilfssatz, mit dessen Hilfe wir u bis zum Rand verfolgen
konnen.

Hilfssatz 2.31 Unter den Voraussetzungen des Satzes fiir konvexes G lisst sich die Oszillation von
u € CYHG)N HYP(G) abschitzen:

0SCGMBR(zo)U =  Sup  |u(z) —u(y)| < cRY[|[Vu|rr(e) (2.39)
z,y€EGNBR(z0)

mit v = 1 — 2 und einer nur von n, p und G abhingenden Konstanten c. Dabei ist Br(zg) eine
beliebige Kugel mit Mittelpunkt xg € OG im R™.

Beweis. Wir verwenden die Abschétzung (2.38) fiir das konvexe Gebiet Gr = GN Br(x). Dies liefert
dann fiir z,y € G N Br(zo) die Ungleichung

d(Gr)"t7

ul + Ju(y) rn

ul <c¢

lu(z) = u(y)| < fu(z) IVullze (e, (2.40)

Gl Jar IGrl Jan
wobei wir die LP(Gg)-Norm noch durch die LP(G)-Norm abgeschétzt haben. Es ist d(Ggr) < cR.
Wegen der Konvexitit der offenen Menge G ldsst sich nun nachweisen, dass |G| > ¢R™ mit einer
positiven Konstanten ¢ gilt (sieche Abbildung 2.7). Das Volumen des in der Abbildung schraffierten
Bereichs, des Schnitts eines Kegels mit der Kugel Br(zo), ist eine untere Schranke fiir das Volumen
von Gr. Damit erhdlt man dann insgesamt

lu(z) = u(y)| < cR7|[Vul L) (2.41)

wie behauptet. a
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Wir kénnen nun den Beweis des zweiten Sobolevschen Einbettungssatzes fiir den Spezialfall been-
den. Wie im Beweis des ersten Sobolevschen Einbettungssatzes ist eine Folge u; € C'(G) N HY?P(G)
mit u; — u (j — 00) in H'P(G) wegen der Abschitzung (2.38) auch Cauchyfolge im Banachraum
X ={v € C%G)| supg |v| < 0o}, normiert mit der Supremumsnorm. Demnach gibt es eine Funktion
@ € X, so dass supg |u; — @] — 0 fiir j — co. Man zeigt dann leicht (wie frither), dass u = @ fast
iiberall in G ist.

Es bleibt nachzuweisen, dass @ stetig auf den Rand fortgesetzt werden kann. Dazu wird der vorige
Hilfssatz verwendet. Dort haben wir den ,,Stetigkeitsmodul® von @ am Rand abgeschétzt. Dazu sei xg
ein Punkt aus dem Rand von G. Dann gibt es eine Folge von Punkten z,, € G (m € N) mit z,,, — x¢
fiir m — oo. Die Werte von @, (@(Zm))men, bilden eine Cauchyfolge in R, denn nach Hilfssatz 2.31
gilt fiir geniigend grofle m,l € N:

@) — )] < e[Vl o
fiir |, — x| < 6. Die Unabhingigkeit des Wertes

w(xg) := lim a(x,,)
von der Auswahl der Folge zeige man selbst. Aulerdem folgt selbstverstandlich

jaeo)| = | lim_ii(zm)| < clulnc)-

Insgesamt haben wir also nachgewiesen, dass es eine Funktion @ € C°(G) gibt, die fast iiberall in G
gleich v ist und fiir die die Abschitzung

sup i] < el 1 c)

mit einer nicht von v abhéingenden Konstanten c gilt. Dass heifit, dass wir eine Einbettung von H Lr(@)
in C°(G) bewiesen haben, falls p > n ist. 0



3 Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

In diesem Kapitel sollen Existenzsatz und Fehlerabschéitzung fiir allgemeine lineare Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung bewiesen werden. Wir werden dabei sehen, dass sich unsere Methoden aus
den vorhergenden Kapiteln sehr schnell und ziemlich einfach auf den Fall allgemeinerer Differential-
gleichungen iibertragen lassen. Die Differentialgleichungen haben die Form

_ i (Qijta; )z, — i(aiu)wi + ibium +ecu=f-— i Giz, in G, (3.1)
ij=1 i=1 i=1 i=1

wobei die Koeffizienten a;;, a;, b;, ¢ und die rechte Seite f und G; fiir i, j = 1,...,n vorgegeben sind.
Diese Differentialgleichung hat eine sogenannte Divergenzform. Dies macht sie unseren Methoden
zuganglich. Wir geben Randwerte

u=g aufdG (3.2)

vor. Zu dieser Gleichung definieren wir die Bilinearform
n n n
B(u,¢) = / D it fu; + Y aitpr, + Y bitle, o+ ¢ ugp (3.3)
G =1 i=1 i=1
und das Funktional

F(p) = /G fe+> Giga,. (3.4)
i=1
Die Bilinearform B ist im allgemeinen nicht symmetrisch.

Definition 3.1 Eine Funktion u heifit schwache Losung des Dirichletschen Randwertproblems (3.1),
(3.2), falls u € HY(G), u — g € HY(G) und

B(u,¢) = F(p) Vo€ H'(G) (3.5)

gilt.

3.1 Der funktionalanalytische Rahmen

In diesem Abschnitt werden die funktionalanalytischen Methoden formuliert, die zur Existenz einer
schwachen Losung fiithren. Diese Methoden helfen danach auch bei der Untersuchung der numerischen
Approximation dieser Losung durch Finite Elemente. Diese Methoden sind analog zu den fiir die
Poissongleichung entwickelten Methoden.

Satz 3.2 (Darstellungssatz von Riesz) FEs seien X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)x und
f € X'. Dann gibt es genau ein xg € X, so daf fir alle x € X gilt:

f(@) = (2, 30)x. (3.6)

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir reelle Hilbertrdume. Man beachte, dass der Beweis das Dirichlet-
sche Prinzip (Satz 1.53) imitiert. So ist dieser Beweis historisch auch entstanden. Wir definieren das
Funktional

1) = gl ~ f(z).
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Es liefert eine Abbildung I : X — R, und wir merken uns schon hier die einfache Relation

lzl% = 2I(2) +2f(x), (3.7)
Wir beweisen, dass es ein Minimum zy € X des Funktionals I auf X gibt. Dazu setzen wir

d= Ulg; I(v).

1. Schritt: Klar ist, dass d < oo ist, denn X # ().
2. Schritt: I ist auf X nach unten beschrinkt, d > —oo, denn fiir x € X hat man nach der
Definition der Norm im Dualraum

1 1 e 1
I(z) > =|z|% — , > (2 — IzllZ = =] I3,
(@) 2 sllelx = Iflxlzlx 2 (5 = Hlzlx - 5 171%

fiir jedes positive € nach der Youngschen Ungleichung. Man wéhle z. B. e = 1.
3. Schritt: Nach der Definition des Infimums gibt es eine Folge (2., )men, m € X, eine Minimal-
folge, mit der Eigenschaft
I(zy) — d(m — ).

4. Schritt: Die Minimalfolge ist eine Cauchyfolge. Dies sieht man mit der Parallelogrammgleichung
la+bl% + la = 0% = 2 (lal + 81%) ,
ein, die man durch Nachrechnen beweist. Das ergibt dann
lzm —2alk = 2(lemlk + lzalk) = lom +zal%

a:m—|—a:n)

= Al(ep) + 41 (2a) — 8I(7"

A1 () + 41 (zy,) — 8d
4d+4d—-8d =0

IN

l

fiir m,n — oo.
5. Schritt: Da X vollsténdig ist, konvergiert die Cauchyfolge, d. h. es gibt ein zg € X, so dass
|Zm — xo|x — 0 fiir m — oo.
6. Schritt: Da die Norm in einem normierten Raum stetig ist und f als Element des Dualraums
nach Definition stetig ist, ist auch das Funktional I stetig, und wir erhalten
d= lim I(x,,)=1( im z,)=I(x).
Also ist auch
I = inf I(z).
(o) = inf I(z)

7. Schritt: Wie im Beweis von Satz 1.32 erhélt man dann fiir das Minimum =z die gewiinschte
Gleichung (3.6), denn fiir x € X und € € R ist auch z¢ + ez € X, und die Funktion ¢(¢) = I(zo + €x)
hat in € = 0 ihr Minimum. Aus

1 1
6(e) = 5llzolx + ez, 20)x + 5% |2lx = f(wo) - ef(2)

folgt dann wegen ¢'(0) = 0 die Behauptung.
Die Eindeutigkeit von xq ist klar. ad

Dieser Rieszsche Darstellungssatz ldsst sich nun zum allgemeinen Satz von Lax-Milgram erweitern, den
wir dann verwenden werden, um die Existenz einer schwachen Losung unserer Differentialgleichung
zu beweisen.

Satz 3.3 (Lax Milgram) Es sei X ein reller Hilbertraum. Weiter sei B : X x X — R eine Biline-
arform, die beschrinkt (stetig),

deg > 0Vay, 20 € X :

B(z1,22)| < cil|zllx o2 x, (3.8)
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und koerziv,
Jeg>0Vr € X B(x,2) > colz|%, (3.9)

ist. Sei weiter f € X'. Dann gibt es genau ein u € X, so daf$ fiir alle p € X
B(u,¢) = f(¥) (3.10)

gilt. Auperdem gibt es (genau) ein T € L(X,X) mit T~ € L(X,X) und
1 —1
IT)x,x) < o 1T~ | Lox,x) < e,

so dass fiir alle x1,x9 € X gilt:
(z1,72)x = B(x1,Txz). (3.11)

Dieser Satz gilt auch fiir komplexe Hilbertrdume, wenn B eine Sesquilinearform ist, d. h. linear im
ersten Argument und antilinear im zweiten Argument ist.

Beweis. Fiir festes zg € X definiere
F(z) = B(zg,z) (z€X).

Offensichtlich ist F' linear und stetig mit |F|x/ < c¢1]xo|x. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz
Satz 3.2 gibt es dann ein Element (wir nennen es so:) T'zg € X, so dass

B(xg,x) = F(x) = (z,Txo)x, VreX

gilt. Damit ist die Abbildung 7' : X — X definiert. T ist linear, denn fiir jedes z € X und alle
x1,22 € X und alle A1, A2 € R hat man
(T()\l!El + )\2,@2),&[])){ = B()\l,’El + Ao, {E) = )\13(1‘1,1‘) + )\QB(LL'Q,JJ)
= )\1(T$1,£L‘)X + )\Q(sz,x)x = (/\1T£L'1 + )\QTLL'Q,!E)X.

Da diese Gleichung fiir alle x € X gilt, erhalten wir
T(Mz1 + Aoxo) = MTx1 + AoTxs.
T ist auch stetig, denn mit (3.8) folgt
|Tz]% = (T2, Tx)x = B(x,Tx) < il 2| x [ Tx]x
und demnach

1Tz x < erllzllx.

T ist injektiv wegen der Koerzivitét (3.9) von B. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
collz|* < B(z,x) = (z,Tw)x < |z|x|T]x,

also
colz|x < T x.

Also folgt aus Tx = 0, dass = 0 ist, und da T linear ist, impliziert dies die Injektivitéit der Abbildung
T. Der Bildbereich R(T) =TX ={y € X|3z € X : Tz = y} ist abgeschlossen. Dazu sei y,, € R(T)
eine konvergente Folge: y,, — y (m — 00). Es ist zu zeigen, dass es ein x € X gibt, so dass y = Tz
ist. Jedes y,, lisst sich als Bild darstellen, y,,, = Tz, mit geeignetem x,,, € X. Diese Folge (2., )men
ist aber eine Cauchyfolge, denn

collzm —zil|x <|T(@m — 2)llx = [T2m — Tx1|x = |ym — willx — 0(m — o00).

Demnach gibt es ein z im Hilbertraum X, gegen das diese Folge konvergiert: x,, — = (m — 00).
Wegen der Stetigkeit von T erhélt man dann schliellich Tx = y.

Nun ist aber T" auch surjektiv, d. h. R(T) = X. Denn wire R(T) C X ein echter Teilraum, also
R(T) # X, so gibe es ein Element 2o € X \ {0}, so dass (x¢,y)x = 0 fiir alle y € R(T). Dies ergibt
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sich durch eine einfache Anwendung dies Rieszschen Darstellungssatzes. Dann erhilt man aber
einen Widerspruch zu zq # 0:

COHZCO”%( < B($07$0) = (TI’Q,(E()) = 07

und das bedeutet, dass xg = 0 wére.

SchlieBlich ist noch zu beweisen, dass es zu gegebenem Funktional f € X’ genau ein u € X gibt, so
dass fiir alle ¢ € X die Gleichung (3.10) gilt. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz hat man genau
ein 2o € X, so dass fiir alle ¢ € X gilt f(¢) = (p,20)x. Nach obigen Beweisschritten gibt es ein
w € X mit Tu = x9. Demnach hat man fiir alle ¢ € X:

B(u,¢) = (T'u, o) x = (w0, 9)x = f(p).

Die Eindeutigkeit von u ergibt eine erneute Anwendung der Koerzivitit der Bilinearform. a

3.2 Schwache Losungen

In der Einleitung zu diesem Kapitel haben wir der Differentialgleichung (3.1) die Bilinearform (3.3)
zugeordnet. Auerdem haben wir eine rechte Seite (3.4) definiert. Nach den Resultaten des vorherigen
Abschnitts miissen wir nun die Stetigkeit und die Koerzivitéit der Bilinearform - unter geeigneten
Annahmen an die Daten - nachweisen. Danach kénnen wir den Satz von Lax-Milgram anwenden und
erhalten die Existenz einer schwachen Losung geméf Definition 3.1.

Untersuchen wir zunichst die Stetigkeit von B auf H!(G). Dabei verwenden wir Eigenschaften
der Koeffizienten der Differentialgleichung in dem Umfang, in dem sie uns im Moment notig erschei-
nen. Diese werden dann im Existenzsatz vorausgesetzt. Einige dieser Bedingungen lassen sich noch
abschwiichen. Es ist fiir v,w € H'(G)

Bo,w)| < ) IIaijllmc)/ Vs, Iwzj|+Z|laille<c>/ V] |wa,
ij=1 G i=1 G
+3 I~ [ ol 10l + lelz~co) [ 101 ol
. G G
< Z ||azg||L°° |Uac1 L2(G |wscj||L2 +Z”aZ”L°° )||U||L2(G)||wxi L2(G)
7,j=1
+ Z ||bz'||Loo(G) v, L2(G) ||w||L2(G) + ||C||L°°(G) ||U||L2(G) ||w||L2(G)
=1

< C1 vllavollwl g @)

mit der Konstanten

Z lai; o e) + Z laill () + Z 16ill Lo ey + llell=(c (3.12)

7,7=1

Die Koerzivitét der Bilinearform ist ohne zusétzliche Voraussetzung an die Koeffizienten nicht gegeben,
wie man am folgenden Beispiel sieht.

Beispiel 3.4 Fiir den Spezialfall G = (0,1)? C R?, a;; = &;5, a; = b; =0, c = =272, f = g = 0 gilt
fiir die zugehorige Bilinearform

B(v,w):/ Vv Vw—27r2/ vw,
G G

B(v,v)z/ |Vv|2—27r2/v220
G G

fiir v(x1,z2) = 0 oder v(x1,22) = sin (wx1 ) sin (mxe) ist. Also kann B nicht koerziv sein.

daB
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Eine einfache Bedingung, die die Koerzivitét sichert, ist die folgende sogenannte L—-Bedingung.
Es gibt eine Zahl ¢y > 0, so daB fiir alle ¢ = (&, &1, ...,&,) € R*T!

n

> an&it + Y aibo& + Y bii&o+c & >y & (3.13)

i,j=1 i=1 i=1 i=1
fast iiberall in G gilt.
Fir £y = 0 ist das die sogenannte Elliptizitdtsbedingung

n

Y aibily > colé]® VEER™, (3.14)
ij=1
und fiir & =--- =&, =0, & = 1 impliziert (3.13), daB ¢ > 0 fast iiberall in G ist.

Damit kénnen wir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir schwache Losungen von (3.1) beweisen.

Satz 3.5 Gentigen die Koeffizienten a;j,a;,b;,c € L®(G) auf dem beschrinkten Gebiet G C R™ der
Bedingung (3.13) und sind g € H'(G), f € L*(G), Gi € L*(G) (i,j = 1,...,n), 50 gibt es genau eine
schwache Lésung u € HY(G) der Differentialgleichung (3.1), d. h. es ist u — g € HY(G) und

/G D Gijta,pr, + Y aups, + 3 bitla,p + cup | = /G (fcer ZGZ-%>

3,7=1 i=1 i=1 —

fiir alle o € HY(@).
Auferdem hat man die A—Priori-Abschitzung

lull (@) < e2 (||f||L2(G) + Y NGill2e) + ||9||H1(G)> :

i=1

mit einer nur von C1 aus (3.12), ¢y und der Poincaré-Konstanten des Gebiets G abhingenden Kon-
stanten cy.

Beweis. Mit der Bilinearform B aus (3.3) und dem Funktional I aus (3.4) transformieren wir das
Problem durch v := u — g auf Nullrandwerte. Dann ist ein v € X = H'(G) gesucht, so daf fiir alle
peX

B(v,¢) = F(¢) — B(g,¢) = F(yp)

ist. X ist ein Hilbertraum. Wir werden gleich zeigen, dass F € H~'(G) = X’ und B eine stetige,
koerzive Bilinearform auf X ist. Der Satz 3.3 von Lax-Milgram liefert dann genau ein v und damit
genau ein u wie verlangt. Die Koerzivitiit von B zeigt man wie folgt. Fiir jedes v € H!(G) ist

B(va 1)) = / Z iV, Vo + Zaivvzi =+ Zbivxiv =+ cv? > C0/ Zvi
G =1 i=1 i=1 G =1
fiir & = v(x), & = v, (z) in (3.13). Wegen der Poincaréungleichung folgt

B(v,v) > Colvll3n(a

mit einer geeigneten Zahl Cp > 0. Also ist B auf X koerziv. Leicht zeigt man mit der Stetigkeitskon-
stante C; von B, dass F' € X' ist:

[F(p)l < [F(o)l+[B(g, 9l
< fllezellelze) + Z 1Gillz2o)llelze) + Cilglar @ lela @)
i=1
<

<||f||L2(G) +) 1Gill2e) + C ||9||H1(G)> lell e a)

i=1
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Die A-Priori-Abschétzung folgt hieraus und aus der schwachen Differentialgleichung;:
Collvlz @y < B(v,v) = F(v) < <||f||L2(G) + Y 1Gillr2e) + 01||9||H1(G)> ol e (G-
i=1

Dies liefert eine Abschiitzung fiir die H'(G)-Norm von v und somit auch eine fiir die H'(G)-Norm
von u wegen der Ungleichung

[ull ey < vla @) + 19z

Optimale Konstanten kann man leicht selbst herleiten. a

3.3 Diskrete Losungen und Fehlerabschitzung

Fiir diesen Abschnitt nehmen wir an, dass die Voraussetzungen des Existenzsatzes Satz 3.5 erfiillt
sind. Zunéchst beweisen wir eine einfache abstrakte Fehlerabschéitzung fiir Bilinearformen.

Satz 3.6 Es scien X ein normierter Raum und X, C X ein Teilraum. Weiter sei F' € X' ein lineares
Funktional auf X. Durch B : X x X — R sei eine stetige und koerzive Bilinearform gegeben,

[B(v,w)| <erlv]x|w|x, Blv,0) >clo|k  (v,we X),
Sind dann uw € X und up, € Xy, Losungen von
B(u,p) = F(p) Vo€ X,  Blun,on)=F(en) Veon€ X,

so folgt die Fehlerabschdtzung

e
lu—unllx <= inf Jju—on)x. (3.15)
Co vhE€EXh
Auflerdem gilt:
B(u—uh,wh) =0 V(ph e Xy. (316)

Die Relation (3.16) nennt man ,,Orthogonalitét“ des Fehlers u—uy,. Fiir eine symmetrische Bilinearform
B ist nach unseren Voraussetzungen durch B(-,-) ein Skalarprodukt auf X gegeben. Daher kommt
diese Bezeichnung.

Beweis. Wegen X, C X folgt fiir alle diskreten Testfunktionen ¢ € X,
B(u — un, pn) = B(u, pn) — Blun, pn) = F(pn) — F(pn) =0,
also (3.16). Mit dieser ,,Orthogonalitiit des Fehlers® folgt nun fiir jedes v, € X,

collu —unl% < B(u—un,u—up) = Bu—up,u) — Blu— up,up)
= B(u—up,u)
= B(u—up,u) — B(u—up,vn) = Blu—up,u—vp)
< allu—unfxfu—onlx,

also auch ol
lo = unlx < 2l = vnllx ¥ou € X,

was (3.15) ergibt. O

Diskretisiert man die Randwerte g noch nicht, so ldsst sich leicht folgendes Resultat nachweisen. G
sei dabei ein beschrinktes Gebiet. Man beachte, dass die Losung wuj, keine diskrete Funktion aus X,
sondern Summe einer diskreten Funktion und einer gegebenen Funktion ist.

Satz 3.7 Es seien B und F wie in Satz 5.6, speziell X = Iofl(G) und g € HY(GQ). Weiter sei X;, C
HY(G) ein abgeschlossener' Teilraum. Dann gibt es genau eine Lisung u, € g+Xp = {g+vn| vy € X3}
von

B(un,on) = F(en) Veon € Xp.

1z. B. endlichdimensionaler
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Beweis. Wir transformieren auf Nullrandwerte durch

F(p) = F(p) — B(g,p) (¢ € H'(G)).

Wegen der Abgeschlossenheit ist X}, ein Hilbertraum. Wir 16sen mit dem Satz von Lax-Milgram das
Problem ein v, € X} zu finden, so dass

B(vn,pn) = Fen) Veon € Xp

gilt. Die Voraussetzungen sind erfiillt. Danach setzen wir u; = v, + g und sind fertig. a

Nun sind wir in der Lage die Existenz einer diskreten Losung des Randwertproblems (3.1), (3.2)
zu beweisen zusammen mit einer Abschétzung des Fehlers zwischen kontinuierlicher und diskreter
Losung.

Satz 3.8 Es seien die Voraussetzungen des Existenzsatzes Satz 3.5 erfillt, und u sei die dort kon-
struierte schwache Lésung. Das Gebiet G sei zulissig mit maxrer, o(T) < o trianguliert. Dabei sei
o unabhingig von h. Als diskreten Raum wdhlen wir

Xy, = {v, € C°(@)] Uh € P(T),T € Tp} (3.17)

fiir eine natiirliche Zahl k und Xn = Xp N Iofl(G). Ser weiter gn € Xp. Dann gibt es genau eine
diskrete Lisung up € Xp von (3.1), (3.2), d. h. up, — g € Xp, und

/ Z QijUha; Pha; + Z QiUnPha; + Z bitha, pn + cuppn | = / (f% + Z Gisﬁhm> Von € X
G G

3,7=1 i=1 i=1 i—

Liegt dann die schwache Lésung u in H*T(G) und ist g € H*YY(G) fir ein s € {1,...,k} mit
s> 5 — 1, so folgt die Fehlerabschditzung

lu = unl i) < cb® (Julg=+1c) + l9la+1()) + cllg — gnllm (- (3.18)

Wiahlt man fiir g, die Interpolierende gy, = Ig von g, so fehlt der letzte Term auf der rechten Seite in
dieser Abschitzung. Die Konstanten in (3.18) sind abhingig von o, Cy, C1 und von der Konstanten
Cr in der Interpolationsabschitzung aus Satz 2.26, jedoch nicht von der Gitterweite h.

Beweis. Dass es genau ein uy, wie behauptet gibt, erschlieit sich durch eine Anwendung von Satz 3.7.
Dort wéhlt man fiir g die Funktion g, und X ist H 1(@). Und man verwendet die Eigenschaft X C
H'(G). Damit bleibt der Nachweis der Fehlerabschitzung (3.18). Fiir den Spezialfall g = g, = 0 folgt
sie sofort aus Satz 3.6 und der Interpolationsabschitzung. Fiir beliebige Randwerte ist ein Zusatzterm
zu untersuchen. Dies tun wir nun.

Wir transformieren auf Nullrandwerte, @ = v — g, up = up — gp. Dann ist

B(a,p) = F(¢) — B(g,¢), B(tn,n) = F(pn) — B(gn, vn)

fiir alle Testfunktionen ¢ € H YG) und ¢p, € X,. Wie im Beweis von Satz 3.6 erhéilt man fiir die Wahl
¥ = $h
B(ﬂ’ - ’EL]“ <Ph) = _B(g — Gh, <Ph)

und mit den frither hergeleiteten Konstanten C7 und Cj fiir eine beliebige Funktion o, € X h

Collt — anl|3 () < B(@ — tn, @ — tn)
= B(t — tp, U — On) + B(g — gn, % — ) — B(g — gn, & — Up)

< C1 (Jla = anl gy — onllmr e + 19 — gullm @)@ — nllmey + 19 — gnll o @)@ — @nllm o))

Dies ergibt die Ungleichung

Coy. - L L o o
a||“‘“h||§{1(c) < Na—anll g @) la—0nlmr @) +H9—gnl (@) la—nl 1 (@) +g—9nl 22 (@ 1~ | 51 ()
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Wir verwenden nun die Youngsche Ungleichung aus Lemma 1.20 mit € =

g—‘l’ und erhalten die
Abschétzung

1
2

_ Cr(,- - L
gaﬂu — )7 (@) < Co (||U — onllF ey + lg — 9h||12r{1(c)) + 19 = gnll )@ — onl a1 ()

Daraus erhilt man offensichtlich eine Abschétzung der Form

I@ — anll @y < C (18 = nlma) + 19— gnlma)) (3.19)

mit einer nur von Cy und C; abhingenden Konstanten C'.

Wir werden im nichsten Paragraphen in Satz 3.9 beweisen, dass (zumindest fiir zulissig trian-
gulierte Gebiete) Funktionen aus C°(G) N H*(G) auf dem Rand von G verschwinden. Nun ist nach
unseren Voraussetzungen @ € H*™(G) N H*(G) mit einem s > % — 1. Der zweite Sobolevsche Ein-

bettungssatz (Satz 2.30) garantiert dann, dass @ € C°(G) N H'(G) ist. Demnach ist u|se = 0 und die
Interpolierende T4 gemifl Satz 2.26 liegt demnach in Xp,. Wir diirfen also in (3.19) 05 = Ia wéhlen
und erhalten mit Satz 2.26 die Abschéitzung

&= @nllis @) < € (1= il o) + g = gulli (@) < C (Crel

wer(a) + 19— gnlaa)) -
Wegen
Ul gs+1(ay = [u— glas+ie) < [uls+ie) +19lm+1(0)

und wegen

It — tnl ey = 1w — g) = (un — gu)l 1@y = v —unllar @) — g — gnlz @)

folgt dann insgesamt

lu = unlra) < C ([ulgs+1q) + |9lm=+1(c)) h*+ Cllg — gnllm (),

mit nur von o, Cy, C; und C} abhingenden Konstanten C. Man beachte, dass C; auch von G, s, k
und n abhéngt. Damit ist der Satz bewiesen. ad

3.4 Randwerte

Es ist nun endgiiltig zu kléiren, was es bedeutet, dass eine Funktion u € H'(@) ist. Wir hatten diesen
Funktionenraum sehr indirekt definiert. Fiir unsere Fehlerabschitzungen aus dem letzten Paragraphen
benétigten wir jedoch z. B., dass eine Funktion aus C°(G) N H! (G) auf dem Rand eines polygonalen
Gebietes G verschwindet. Wir werden sehen, dass fiir ,,gutartig” berandete Gebiete diese Aussage gilt,
fiir nicht ,,gutartig” berandete Gebiete jedoch i. a. falsch ist.

Wir beginnen mit dem positiven Resultat. Der Rand von G bestehe zu einem Teil aus einem
Ebenenstiick, das ohne Beschrankung der Allgemeinheit als x,, = 0 angenommen wird. Es gebe ein
§ > 0 und ein beschrinktes Gebiet G C R" !, so dass

Go{r=(z,zn)|z€G0< 2z, <0} =G5, 0GD{(z,0)]z € G}. (3.20)

Sei nun u € C°(G) N H(G). Nach Definition von H'(G) gibt es zu u € H'(G) eine Folge u; € C}(G)
(j € N) mit [u — uj| g1 (g — 0 fiir j — oo. Insbesondere verschwindet u; auf dem Rand von G. Sei
nun z € G fest gewiihlt. Dann ist also « = (z, ©,,) und wir erhalten

on 8uj

ui(z, xn) = uj(z, zn) — u;(z,0) = /0 3—%@’ s)ds

und also auch

2

) )
M@%MSAWW@ﬂ%Sﬁ<AWW@ﬂM%

Wir quadrieren diese Ungleichung und integrieren beziiglich z iiber G und beziiglich z,, von 0 bis 4.

Damit erhalten wir
é &
/ / luj(z, z,)|* doydz < 52/ / |Vu;(z, s)|? dsdz.
GJO GJo
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Damit haben wir bewiesen, dass
lusllzz(as) < 0IVu L2 e)
gilt. Und fiir j — oo (Stetigkeit der Norm!) erhalten wir
lullL2cs) < 61Vulz2(a)- (3.21)

Wir beobachten nun, dass wegen der Stetigkeit von u in G

oL e T 1 2 _ 2
timy Sl = iy [ 5 [ o) dondz = [ (a0 de
ist. Wir verwenden noch (3.21) und erhalten
.1 .
/Q u(z, 0 dz = Tim <Julf s,y < lm 5]Vl = 0.
Demnach folgt, dass u(z,0) = 0 fiir z € G ist. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.9 Es liege die Situation (8.20) vor, und es sei u € C°(G) N H'(G). Dann folgt u(z,0) = 0 fiir
red.

Fiir uns ist diese Folgerung wichtig:

Folgerung 3.10 Sei G C R™ zuldssig so trianguliert, dass der Rand von G aus einer Vereinigung
von n — 1-Simplexen besteht.

Ist dann u € C°(G) N HY(@), so ist u =0 auf OG.

Ist Xy, ein Lagrange-Finite-Elemente-Raum wie in (3.17) und ist up, € X, N HY(G), so ist up =0
auf 0G.

Insgesamt merken wir uns die Aussage:
{uh S Xh| uh|ag = 0} =XpN E[l(G)

Beweis. Der Beweis dieser Folgerung ist klar, denn Funktionen aus X sind nach Definition stetig in
G. Die erste Aussage folgt direkt aus dem vorherigen Satz auf Randsimplexen. Die Stetigkeit von
sorgt dann dafiir, dass v auf dem gesamten Rand des Gebiets G verschwindet. a

An einem einfachen Beispiel sehen wir, dass fiir Gebiete mit einem nicht ,,gutartigen“ Rand Aus-
sagen wie im vorigen Satz nicht zu erwarten sind. Dieses Beispiel kann man mit etwas mehr Aufwand
auch fiir ein entsprechendes polygonal berandetes zuldssig trianguliertes Gebiet aufschreiben.

Beispiel 3.11 Als Gebiet wihlen wir G = B1(0) \ {0} C R™. Wir zeigen, dass fiir dieses Gebiet
HYG)NC°@) # {u e C°(G)NHYG)|u =0 auf G}

ist. Fiir n > 3 (n = 2 geht #hnlich) definiere u(x) = 1 — |z|. Man rechnet leicht nach, dass u €
HY(G) N COG) ist. AuBerdem ist u € H'(G). Dazu konstruiert man eine Funktionenfolge u, (und
verwendet dann als Folge € = %) von der Form u.(z) = n.(|z|)u(zx), wobei 5. € C1([0,1]) mit den
Eigenschaften 0 < n. < 1, ne(|z|) = 0 fiir |2 <€, ne(|z|) =1 fiir 2¢ < || <1 und insgesamt |n/| < <.
Man rechnet nun nach, dass

lu = well2(@y < I = nellz2(ay, IV(u—wue)lzz < 11 =nele2@) + 1Vnel L2
gilt und zeigt, dass
11 =72 = 0(e—=0),  [Vnelr2e) < ce? ™" —0(e—0)

geht. Damit hat man gezeigt, dass u € H*(G) liegt, jedoch u(0) = 1 # 0 ist.
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3.5 Monotone elliptische Probleme

In diesem Paragraphen untersuchen wir die numerische Approximation von nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen, die sich aber formal in unsere funktionalanalytischen Methoden einordnen las-
sen. Der Vorteil ist hier, dass eine kleine Erweiterung der mathematischen Begriffe es erlaubt, &hnlich
wie bei linearen Problemen vorzugehen. Als wichtigstes Beispiel untersuchen wir das Randwertproblem

~V - (|[VuP2Vu) = fin G, u=0aufdG. (3.22)

Dabei ist p eine geeignete Zahl, die grofler als 1 ist. Fiir p = 2 reduziert sich diese Differentialglei-
chung auf die (lineare) Poissongleichung. Der geeignete Rahmen sind die sogenannten Monotonen
Operatoren.

Definition 3.12 Es sei X ein Banachraum und X’ sein Dualraum. Eine Abbildung 7' : X — X'
heiffit monoton, wenn

(T(.Il) — T(IQ))(Il — .IQ) >0 VIl,{EQ e X. (323)

T heifit stark monoton, wenn es eine monoton wachsende bijektive Funktion 4 : (0, 00) — (0, 00) gibt,
so dass
(T(21) = T(x2)) (21 — @2) = p(|lwr — @2llx)ller — 22|x  Vor,22 € X. (3.24)

Sehen wir uns zunéchst an, wie die lineare Poissongleichung sich beziiglich dieser Monotonie verhalt.

Beispiel 3.13 Der Banachraum sei der Sobolevraum X = H'(G) mit der Norm [v]|x := ([, [Vv[?)1/2.
Dann definieren wir

T(u)p = /GVu -V

fiir u € H*(G) und ¢ € H'(G). Den Dualraum von H'(G)) haben wir mit H~1(G) bezeichnet. (Da
wir nun eine andere Norm verwenden ist dies formal widerspriichlich zur bisherigen Definition. Dies
ist aber eine im Moment unwichtige Bezgichnungsfrage.) Zunichst ist T" eine Abbildung von X nach
X', denn die Abbildungseigenschaft 7' : H(G) — H~1(Q), ist klar, denn

1T (w)el < [Vulrze) Vel )

und damit ist
1T () z-16) < IVUlz2e) = llu]x-

AuBlerdem ist T'(u) lineare Abbildung. Die Monotonie sehen wir leicht wie folgt ein:
(T(u1) = Tug))(ur —ug) = T(ur)(ur — ug) — T(ug)(u1 — uz)
= / Vu1 . V(u1 — UQ) —/ VUQ . V(u1 — UQ)
e} €]

[ 19 = )P = - sl
G

Also ist es verniinftig, u(s) = s zu wihlen, und T ist stark monoton.

Damit haben wir den Fall p = 2 untersucht. Uns interessiert aber vor allem die nichtlineare Gleichung.
Deshalb sei im folgenden Beispiel p > 2.

Beispiel 3.14 Hier withlen wir als Banachraum X = H'?(Q), |u]|x = (Jo |Vu|p)% mit dem Dual-
raum X’ = H~1%'(G). Wir definieren fiir u, o € X

T(u)p := / |Vu|P~2Vu - V. (3.25)
G
Zunichst weisen wir nach, dass fiir festes v € X durch T'(u) eine lineare Abbildung von X nach

R gegeben ist. Die Linearitét ist dabei klar. Fiir ¢ € X ist T'(u)¢ € R, denn mit der Holderschen
Ungleichung folgt

Tl < [ 19up |9l < ( / |w|<p-1>p/) ( /| |V<P|”> = Jul% el
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Also folgt
-1
1T (w)x < Julk

Der Nachweis der Monotonie ist etwas schwieriger. Zunéichst erhalten wir fir uy, us € X

(T(u1) — T(uz)) (1 — us) /G|Vu1|p_2Vu1 Y (ur — up) — /G Vs P2y - V(ur — up)

/ (|VU1|p72VU1 — |Vu2|p*2Vu2) . (Vu1 — VUQ) . (3.26)
G

Damit reduziert sich der Nachweis von (3.24) auf ein Problem im R”, fiir das wir folgendes kleine
Lemma formulieren. Der Beweis bleibt dem Leser tiberlassen.

Lemma 3.15 Es sei p > 2. Dann gibt es eine Konstante cg > 0, so dass fir alle a,b € R™ gilt:
(|la[P~2a — |b|P~2b) - (a — b) > cola — bP.

Mit diesem Resultat erhalten wir sofort aus (3.26)
(T(ur) = T(uz)(ur — uz) > CO/G [V(u1 — u2)[? = collur — ua%

und konnen p(s) = cosP~! als Monotoniefunktion wihlen.

Fiir die Fehlerabschiatzung zwischen kontinuierlicher und diskreter Losung bendtigen wir noch eine
Information iiber die Glattheit der Abbildung 7T'. Dazu definieren wir, wann eine solche Abbildung
lokal Lipschitz-stetig ist.

Definition 3.16 T : X — X’ heifit lokal Lipschitz-stetig, wenn gilt:
VR >0 3L(R) VYuj,us € Br(0) C X :|T(u1) —T(u2)|x < L(R) |Jur — uz|x.

Fiir unser einfaches Beispiel 3.13, d. h. fiir p = 2 erhalten wir sofort

(T (ur) = T(u2))pl = |T(ur — ug)ep| = I/GV(Ul —u2)Vep| <flur —usllx lelx,

also auch
|17 (w1) = T(u2)|xr < flur — uallx

und damit Lipschitz-Stetigkeit mit Lipschitz-Konstante 1.
Fiir die Lipschitzstetigkeit der Abbildung 7" aus unserem Beispiel ben6tigen wir wieder ein kleines

Lemma 3.17 Es gibt eine Konstante ¢; > 0, so dass fiir alle a,b € R™ gilt:
llal"=%a — [p[P~2b] < e1(lal + [b))P~2|a - b].

Mit der Definition (3.25) erhalten wir also

|(T(u1) = T(uz))p| < /G||Vu1|p_2Vu1— [VualP~*Vuy| [V
< o [ (V] + Va2V — )] Ve
< a( [Tl + Tl - w)) Y Vel
= alels ([ (90l + 190l #2900 - o)) ’
< alelx ([ (9l + |wz|>p/<p-2>q/)p}" ([ 19— wpe) ™
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Nun ist p'q = p, also g = ﬁ =p(l- %) =p—1> 1, und wir kénnen weiter schlieflen

_1
= el - ualx (/(Wmu+wvmﬂ> P2M)

2
caflelx fur —uzlx | [Vur| + [Vug| |5

allelx lur —uallx (Juillx + Juafx)?~2

IN

Damit haben wir das Hauptbeispiel 3.14 als stark monoton und Lipschitz-stetig erkannt. Fiir solche
nichtlinearen Gleichungen lésst sich sehr einfach eine abstrakte Fehlerabschatzung nachweisen.

Satz 3.18 Es sei X ein normierter Raum, T : X — X', eine Abbildung mit T(0) = 0. T sei lokal
Lipschitz-stetig und stark monoton mit Monotoniefunktion u. Auferdem sei f € X'. X}, C X bezeichne
einen Teilraum. Ist dann v € X Ldsung von

T(u)=f inX, (3.27)
und up € Xp Ldsung von
T(uh) = fh m Xf/w (328)
zu fr = flx,, so folgt
plu —unfx) <c inf fu—on]x (3.29)
v €Xp

mit der Konstanten ¢ = L(u= | f|x).

Beweis. Zunichst beweisen wir die A-Priori-Abschétzungen fiir die kontinuierliche und die diskrete
Losung. Gleichung (3.27) besagt ausgeschrieben, dass

T(we = flp) VeeX.
Wir setzen ¢ = u ein und erhalten mit (3.24)
plulx)ulx = p(lu=0lx)lu—0lx < (T(u) =T(0))(u=0) =T(wu= f(u) <[flx [ulx. (3.30)

und damit die Abschéitzung
ulllullx) < 1 fllx
und wegen der Monotonie von p auch
lullx < u™ (I flx) =R
Genauso folgt aus (3.28)
lunlx < w7 (1 fl1x0)-
Damit ist gezeigt, dass sowohl kontinuierliche als auch diskrete Losung im Raum X in einer festen
von h unabhingigen Kugel vom Radius R enthalten sind. Dies erlaubt uns die gleich folgende Un-

gleichungskette, in der wir die lokale Lipschitz-stetigkeit und die Monotonie verwenden. Zunéchst
beobachten wir, dass fiir ¢ € X;, wegen X C X:

(T'(uw) — T(un))en = f(en) — flen) = 0.

Damit erhalten wir fiir beliebiges v, € Xp:

plllu —unlx)u —un|x < (T(u) = T(un)) (v — un)
(T'(u) = T'(un))(u — vn)
< T (w) = T(un)lx|u —vnlx
< LR)[u— unlx |u—ovn]x-
Also folgt
pllu = unlx) < L(R)|u — val x
beziehungsweise

pllu=wnlx) < L(R) inf u—ovnlx.



Skript zu ,/Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen I, WS 2006/2007, Dziuk 69

Wir wenden diesen abstrakten Satz auf die p-harmonischen Funktionen an. Es sei u € H?(G)
schwache Losung von (3.22) in G, d. h.

/ [VulP=Vu - Vi =/ fe  Vee H™(G),
a G
wobei wir f € L? (G) voraussetzen. Das bedeutet, dass wir

f(sa)—/wa Vo € H'P(G)

setzen (auch wenn das einen Missbrauch der Bezeichnung f bedeutet).
Das Gebiet G sei zuldssig trianguliert durch die Triangulierung 7. Als diskreten Teilraum von X
wéhlen wir Finite Elemente k—ter Ordnung;:

Xp = {un € C°@)|unlr € P(T), T € T}, Xy, := X, N H"?(G). (3.31)

Sei u;, € X}, eine diskrete Losung von (3.22), d. h.

/ |Vuh|p*2Vuh~Vgph :/ fon Yon E)O(h.
G G

Dann liefert der vorherige Satz eine Abschétzung des Fehlers zwischen kontinuierlicher und diskreter
Losung.

plu = unfx) <c inf Jlu—ovnfx.
v EXh

Setzen wir die zugehorige Monotoniefunktion p(s) = sP~! ein, so erhalten wir schlieBlich

1
ﬁ
||v<u—uh>||Lp<G>Sc( inf ||v<u—vh>||m<a>> . (3.32)

VhEXh

Nehmen wir an, dass u € H?P(G) ist, so folgt mit den Interpolationsabschitzungen bei der spezi-
ellen Wahl vy, = Tu

||V(u - Iu)”Lp(G) <c hs|u|Hs+1,p (G),

falls o < ¢, p > 5, und 0 < s < k. Dies jedoch nur dann, wenn u € HsT1P(@G) ist. Ob diese Regularitit
erreichbar ist, miisste noch untersucht werden. Damit haben wir bis auf die Existenzaussage fiir die
diskrete Gleichung den folgenden Satz bewiesen. Die Existenz und Eindeutigkeit im diskreten Fall
wird in einer Ubungsaufgabe bewiesen.

Satz 3.19 Sei G C R"™ ein beschrinktes Gebiet, das zuldssig trianguliert ist. Sei weiter o <c, p > 3,

und f € L (G). X, sei der Raum Finiter Elemente k—ter Ordnung aus (3.31).Es seiu € HP(G) fiir
e 0 < s <k eine Lisung von

/ |VulP~2Vu - Vi = / fo Yoe HY(G)
G G
zu f € LP (G). Dann gibt es genau ein up, € Xp, so dass

/ |Vup|P~2Vuy, - Vi, = / fon Ven € Xp,
e e

und es gilt:
lu —unllzo@y < € A7l gy,

falls zusdtzlich u € HSTVP(Q) ist.
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Beispiel 3.20 Wir betrachten ein Beispiel fiir eine Losung der p—harmonischen Gleichung in einer
Raumdimension, um die Problematik der Regularitit dieser Gleichung zu verstehen. Wir wiéhlen
G=(-1,1)CR,a>0,1<p<oo. Dann ist

1 —
u@) = (1= v (1= [277) (2 €C).
cine Funktion aus [ Lp(@), die der Differentialgleichung

/|u'|p_2u' ':/acp Vo € H'P(G)
G G

geniigt. Man rechne dies nach. Ebenso leicht sieht man, dass diese Losung nur fiir Exponenten %— 75 <
p< @ + 3 auch in H*?(G) liegt.

3.6 Das Neumann—Problem

Im folgenden sei G so, dass der Gaufische Integralsatz gilt. Bisher wurden nur Dirichlet—Probleme
untersucht, d.h. Probleme mit vorgeschriebenen Randwerten. Erinnern wir uns an das physikalische
Beispiel aus der Einleitung, so sehen wir, dass es wichtig ist, Probleme vom Neumannschen Typ zu ap-
proximieren. Dies sind Probleme, bei denen eine geeignete Ableitung der Losung in nicht-tangentialer
Richtung auf dem Rand des Gebietes vorgeschrieben wird. Es reicht uns, das Modellproblem

0

u
o 0 auf 0G (3.33)

zu betrachten. Wieder 16sen wir unser Problem durch Minimieren eines geeigneten Funktionals,

I(v):%/GWUF—/va (ve X =H'G)).

—Au=f in G,

Man zeigt, dass glatte Minima u automatisch die Randbedingung (3.33) erfiillen. Sei also u € C'(G)
so, dass o
I(u) < I(v) YveCYQ)

ist. Ist » € C'(G) beliebig vorgegeben, so ist also fiir ¢(¢) = I(u + ),
$(0) < o(e) (e €R),
also auch ¢'(0) = 0, und das bedeutet

/GVUV</7—/Gf<p—O.

Ist nun u sogar aus C2(G), so liefert eine partielle Integration, dass gilt:
Ju 1=
(—Au— flo+ —p=0 VpelC(Q). (3.34)
G oc Ov

Fiir jedes ¢ € C}(G) ist also
[=su-pe=o
a
das heifit
—Au=f inG.
Indem wir dies in (3.34) einsetzen, folgt:
Ju

580
oG

=0 VyeC'(Q),

und das bedeutet, dass % = 0 auf 0G ist. Diese Randbedingung ist also eine natiirliche Randbe-

dingung fiir —A, was praktisch zur Folge hat, dass wir sie gar nicht implementieren miissen. Der

zugehorige schwache Existenzsatz lautet dann (beachte, dass % o hicht definiert ist!):
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Satz 3.21 Zu einem beschrinkten Gebiet G C R™ und rechter Seite f € (H'(G)/R)’ gibt es eine bis
auf eine additive Konstante eindeutig bestimmte schwache Lisung von

% =0 auf 0G,
d.h. es gibt genau ein uw € H*(G)/R, so dass fir jedes ¢ € H'(G)/R gilt:

—Au = fin G,

/G Vu Vo = f(p).

Es ist klar, dass eine Losung von (3.33) nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt
ist. Das Problem (3.33) ist aber nicht fiir beliebige rechte Seiten 13sbar, denn fiir glattes v und f hat

man 5
U
/ / —Au=— 81/ =0.

Beweis. Wir verwenden den Satz von Lax-Milgram fiir
o, we X =H(G)/R, (v,0)x :/ Vou Vw,
G

wobei o = v+ R, w = w + R sind. X ist damit ein Hilbertraum, denn aus (v,9)x = 0 folgt, dass v
konstant, also v = 0 ist. Die Bilinearform

B(@,w):/GVv Vw (0,0 € X)

ist wegen B(v,0) = [v]|% stetig und koerziv (mit co = ¢; = 1). f € X’ nach Voraussetzung. Damit
gibt es genau ein u € X, so dass fiir alle ¢ € X

/ Vu Vo = f(p).
G
O

Beispiel 3.22 Wenn die rechte Seite eine Funktion f € L*(G) ist und wie iiblich f(¢) = [, f¢
(p € X) gewihlt wird, dann ist zwar f € H'(G)', aber wir benstigen f € X’. Damit ist notwendlg
wegen 0 = R,

[ 339
G

Wir versuchen, die Beschrinktheit nachzuweisen. Dazu sei ¢ € H'(G), » = ¢ + R. Dann ist wegen

(3.35)
2= / fol =1 / e ][ ) < 12l — ][SOHL?(G),
G

und wegen der Poincaréungleichung mit Mittelwert Null (Satz 2.14)

<\ fllz2) ¢ Vel = ¢ Iflz2 e llellx-

Nachdem das theoretische Existenzproblem fiir (3.33) gelost ist, versuchen wir Konvergenz fiir das
analoge diskrete Problem nachzuweisen. Ein endlichdimensionaler Teilraum von X = H'(G)/R hilft
uns praktisch nicht weiter, denn wie sollte man mit @ = u + R rechnen? Deshalb legen wir die freie

Konstante durch
/ w=0 (3.36)
G

fest. Diese Bedingung ist gegeniiber allen anderen Festlegungen der freien Konstante ausgezeichnet,
denn

=1 f
vl &1 (@) /r mb v+ claa
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Wegen
v+ C||12Hl(c) = v+ C||%2(G) + ||VU||2L2(G) = ||U||2L2(G) + 20/(; v+ |Gl + ||VU||%2(G)
lasst sich das Minimum der Funktion ¢(c¢) = ||v + c||§11(G) (¢ € R) ausrechnen. Es ist némlich

¢’ (c) —2/Gv—|—2c|G|, " (c) = 2|G|

und demnach

inf ¢(c) = ¢(co)

ceR

SRR
Co = —7+ v=— 4.
LTy /

Das bedeutet, dass wir bewiesen haben:

mit

Lemma 3.23
||U||H1(G)/R = |lv— ]lv ||H1(G)
G

Demnach diirfen wir gleich mit Funktionen arbeiten, die Mittelwert Null besitzen, fiir die also (3.36)
gilt.

Nach Satz 3.21 und Beispiel 3.22 gibt es zu f € L*(G) mit [, f = 0 genau ein u € H'(G) mit
(3.36) und

/GVu w_/Gﬁp Yo € HY(G).

Ist nun X}, ein endlichdimensionaler Teilraum von X = {v € H*(G) ’ Jo v =0}, so gibt es genau ein
up € Xjp mit

/VUh V%Z/f% Voor € Xa.
c ¢

Hierbei wurde wieder verwendet, dass wegen Hilfssatz 2.14 der Raum X mit der Norm |v]|x =
[Vv|r2(c) ein Hilbertraum ist. Der abstrakte Satz 3.6 liefert dann die Fehlerabschétzung

Ju=wnlx < inf Ju—vilx < B Julgn)
fiir geeignetes Xp und regulires u. Damit haben wir folgendes Resultat bewiesen.

Satz 3.24 Das beschrinkte Gebiet G C R™ sei zuldssig trianguliert. Zu f € L*(G) mit fG f=0 sei
u € HY(G) mit fG u = 0 die schwache Lisung des Neumannschen Randwertproblems gemdfs Satz 3.21.
Ist X, ¢ HY(G) ein endlichdimensionaler Raum mit

. +1
o nf [u—vnllgre) < e W lul| getiays

so gibt es genau eine diskrete Losung up € X, mit fG up, = 0 und
lu = unlm@) < ¢ B Hul g )

Die Diskretisierung des Neumannproblems gestaltet sich also einfacher als die Diskretisierung des
Dirichletproblems. Ist X}, = span{¢1,...,¢m}, so ist das lineare Gleichungssystem

;uj/GVgoj chk:/chpk (k=1,...,m) (3.37)
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zur Bestimmung von

=3 6lr)

zu losen. Es sind also keinerlei Randwerte zu implementieren. Allerdings ist (3.37) nicht eindeutig
16sbar, denn wy, ist nur bis auf Konstanten eindeutig bestimmt. Als Nebenbedingung muss die Bedin-
gung (3.36) implementiert werden, d.h.

Zuj/ ©; = 0. (3.38)
j=1 ¢

Die Neumann—Bedingung % = 0 auf 0G ist, wie wir gesehen haben, die natiirliche Randbedingung
zu —A. Man hiite sich aber davor anzunehmen, dass auch % = 0 auf 0G ist. Am besten sieht man
das am eindimensionalen Fall.

Beispiel 3.25 Ist uy, diskrete Losung von
—u" = fin G=(0,1), v'(0)=1/(1)=0,

zu stiickweise linearen Elementen, so folgt

1
|u, (0)] < _”f“L?(O,h)\/E-

V3

Nehmen wir an, dass die Triangulierung 7 von (0, 1) das Intervall [0, h] enthilt. Dann diirfen wir in

der diskreten Gleichung
/ ¢ = / fon (3.3

als Testfunktion die Basisfunktion zum linken Randknoten,

(1-%, ze[0,n
%(‘T)_{o, " z € (h,1]

einsetzen. Auf [0, h] sieht die diskrete Losung so aus:
x
up(z) = ug + E(U1 —up), up=up(0), ur =up(h),

und demnach ist

Aus (3.39) erhalten wir mit @5 = o,

h u h
0__ — _ =
[*5 e e

uh(0) = M — - /f (1- Ty

und die rechte Seite ist im allgemeinen nicht gleich Null. Es folgt dann

woraus folgt

h h

wol<(/ e ( Ja-5) ) ||f||Lz<o,h>\/§.

0 0

Es bleibt dem Leser iiberlassen, eine analoge Abschitzung von aau;

Raumdimensionen herzuleiten.

auf Randsimplexen in hoheren
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3.7 A-Priori-Abschitzungen

Wir haben bisher lineare elliptische partielle Differentialgleichungen gelost und mit Finiten Elementen
beliebiger Ordnung diskretisiert. Aulerdem haben wir Fehlerabschétzungen zwischen kontinuierlicher
Losung v und diskreter Losung uj, bewiesen, die fiir Nullrandwerte g = 0 von der Form

lu — unllar (@) < ch’lulgsvi (@)

waren. Auf der rechten Seite steht eine Norm der kontinuierlichen Losung, die wir aber gerade ap-
proximieren wollen. Deshalb ist es notwendig und wichtig, diese Norm durch die Daten des Problems
abzuschétzen. Erst dann hat man eine aussagekriftige Fehlerabschitzung. Auflerdem wére nachzu-
weisen, dass unter geeigneten Annahmen an die Daten des Problems und an das Gebiet die schwache
Losung auch wirklich in H5T1(G) liegt.

Beispiel 3.26 Fiir eine Raumdimension sind diese Probleme leicht zu erledigen. Hier ist G = (a,b)
mit —oco < a < b < oo, und fiir die schwache Losung gilt v € H(G) und

/u’go’:/fcp Vo € HY(Q).
G

G

Dabei sei f € L*(G). Dann ist u € H*(G), denn es gibt ja eine Funktion v € L*(G), nimlich v = —f,

so dass Vo € C§°(G) gilt:
/qu/ = —/vga.

G G
Nach Definition der schwachen Ableitung ist demnach u” = v = —f und
—/U”so=/ fe Ype L*(G).
G
G

Also folgt insbesondere auch

vz < 1fle2e)-
Damit haben wir gezeigt, dass die schwache Losung in H?(G) liegt und die A-Priori-Abschétzung
lulg2(a) < I fz2(@) gilt. Erst nun erhalten wir unter den iiblichen Annahmen die Fehlerabschétzung

[w —unl @) < ch|flla @)

fiir lineare Finite Elemente. Den allgemeinen Fall s > 1 erledige man unter geeigenten Annahmen
selbst.

Aus Zeitgriinden beweisen wir im folgenden lediglich eine A-Priori-Abschitzung fiir die H?(G)-
Norm einer schwachen Losung unter geeigneten Annahmen an die Daten und unter der Annahme, dass
wir bereits wissen, dass u € H*(G) ist. Wir schéitzen die Norm [lu] gr2(¢r) fiir ein beliebiges G’ cC G
ab.

Sei u € HY(G) N H3(G) (die Reduktion auf H2(G) iiberlege man sich mittels eines Approximati-
onsarguments selbst), und es sei die schwache Differentialgleichung erfiillt:

/G (D Gijtapr, + Y aitipn, + Y bitia,p + cugp) = /G (fo+Y_ Gipn) Voe H'(G)
=1 =1 =1

3,J=1

Sei nun 7 € C}(G) mit 0 < 5 < 1 und |Vn| < e. Setze fiir festes k als Testfunktion in die schwache
Differentialgleichung ein )
P = (UszQ)xk € Hl(G)

Damit erhalten wir

n n n
/ ( Z QijUa; (uzkn2>rk1j + Zaiu(quHQ)Ikzi + Zbiuﬂﬂi (uﬂﬁknz)ﬂﬁk + Cu(uzkn2)xk)
G

i,j=1 i=1 i=1

— [ Funhes + 3 Golun i) (3.40)

=1
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Wir sehen uns die einzelnen Terme in dieser Gleichung nun separat an und schitzen sie geeignet
ab. Dabei verwenden wir Eigenschaften der Koeffizienten der Differentialgleichung, die {iber die bis-
her geforderten Eigenschaften hinausgehen. Im Satz werden diese Eigenschaften dann vorausgesetzt
werden.

Der 1. Term auf der linken Seite von (3.40) wird so abgeschétzt:

§ / QijUz; kan TRT; — § / (aij Uz, )a, (U, )

4,j=1 i,j=1
= Z / AijUg;z), + az]ﬂﬂkuwz)(uwkm]n + 2umknnm])
i,5=1
- — Z / az]umzmkuijkn + 2azgu;ﬂlmk n uwkn;ﬂ] + azymkumln uwkmj + 2az]mkuwzuwknnwj)
i,5=1
<= 3 [ ontnntos 42 3 lalimiey [ Innmliben
4,7=1 i,j=1
# 3 T limi [l | +2 3 Pialimi [ ol b 9 s
4,j=1 i,j=1
3 3
s - Z / QijUgya; Uzya;T] +C Z (/ U’Eﬂk 772) (/ |nIk|2n3j)
i,j=1 1,j=1 G
1 1
? 2 2 : 2
+CZ </ (O > </ uw) +0/ [Vul® n [V,
G G

7,7=1

und ¢ hingt hier ab von [la;;| g1y, (4,5 = 1,...n) und im folgenden auch von |[Vn|p~(q). Wir
schiitzen mit der Youngschen Ungleichung fiir € > 0 weiter ab:

Z / gt (Ua, 1) )wwg (3.41)

1,5=1

< — Z / QijUzyz; Uzya, 1) —1—5/ | D?ul?n +c(£)/ |Vu|?
G

i,j=1

. . .. " 2 12 _ T\ 2
Hierbei verwenden wir die Abkiirzung [D%ul® =37, uz ;.-

2. Term auf der linken Seite von (3.40): Die Konstanten héingen in der folgenden Abschidtzung von
laillgr.o () fiir i =1,...,n ab.

n
Z/ uwkn TLx; — Z/ a; u 11 Uz;ﬂ? )

- Z /G(awzu + aiumi)(umkxkn2 + 2u1k77771k)
C/G(|U| + |[Vul)(|D?uln? + [Vul n [Vy])
0/ (IVul [D2u| 9* + [u] |D?uly® + |u] [Vu] +[Vul?)
G

e/WD%ﬁf+da/ﬂvm%Hm%
G G
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3. Term auf der linken Seite von (3.40): Hier héingen die Konstanten von [|b;]ze(q) fiir i = 1,...,n
ab.

Z/ bu% um;ﬂ? Z/ b; iUz, quIkn +2u9€k777796k)

[l 1Dl 3+ [TuP)

G
§5/|D2u|2772+c(a)/ |Vul?
G
G

4. Term: Dies ist der erste Term auf der rechten Seite von (3.40). Er wird deshalb nach unten ab-
geschétzt.

G G
> 22 /G D2uPn?)} — e fl e /G Vul?)t

e /G D2l 12 — ()| 226 — el Vulair

\%

Y

5. Term: Dies ist der zweite Term auf der rechten Seite von (3.40). Dazu sei G = (Gy,...,G,) und
V-G =" G, € L*(G). Die Konstanten héingen dann von der entsprechenden Norm ab.

Z/ G uwkn Tpx; — Z/ CT'zw7L Uz,ﬂ?

%
> [V Gl (( /| |D2u|2n2>%+( / |Vu|2) )
G
> e / D222 — @)V - Gl — el V2

Den letzten Term auf der linken Seite von (3.40) schétze man fiir ¢ € L°°(G) selbst nach oben ab.

Damit erhalten wir insgesamt die folgende Abschétzung:

- Z / QijUg; ), Uz 7] +65/ |D2’LL|2’I72—|—C( )(/|VU|2—|—/u2)
G

7,7=1 G
> —C(E)||f||2Lz(G) - CHVUH%Q(G) —c(e)|V - Q||2L2(G)
Wir verwenden jetzt die L-Bedingung mit £y = 0,
Z aij & & = COZ@Q vE € R"
i,j=1 i=1

(co > 0) und & = ug,q, fiir i =1,...,n. Dann folgt aus der Ungleichung

Z / @ij Uszy Uojwp!] —68/ [D*uf*n? < e(e)(If 72y + IV - Cliz gy + clulling)-

1,7=1

diese: .
3 [ = e [ 107 < (s + 19 -Gl + clulfne)-
1=1

Summiere iiber k von 1 bis n und erhalte schliellich

(co = 6ne) [ 1D%uPr? < &) (If 326 + 1V - Gl + clulip o)
G
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Jetzt wahlen wir € = 1‘22—°n und erhalten

/G|DQUIQ772 < c(lulfi e + 1/1Z2c) + 1V - Gliz()- (3.42)

Sei Byp(zy) C G. Wihle eine Funktion 7 mit den Eigenschaften n = 1 auf Br(zo), 7 = 0 auerhalb
Bagr(xo), n € CH(G), 0 <n <1, und |[Vn| < ¢(R). Dann erhilt man

[ o= [ prpe s [ Dty (3.43)
BR(I[)) BR(:E())
Bagr (o)
= [10%uPs? < c(lulfs @) + 1 @) + 19 - Gl
G

Ist nun G’ CC G, dann ist {Bg(z)|z € G} mit R < 1 dist (G7, 8G) eine offene Uberdeckung der
kompakten Menge G, also reichen endlich viele (N Stiick) aus, und es folgt schlieflich aus (3.43) die
Ungleichung

N
|D?uf? < Z/ 1D?ul* < c(lullf @) + 111 + 1V - GI).-
G/ i=1 BR(LE»L)
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 3.27 Seiwu schwache Lisung gemdf Satz 3.5, und es sei u € H*(G'). fir ein G’ CC G. Es seien
die dortigen Voraussetzungen erfillt und zusdtzlich a;j,a; € H>>®(G), 31" | Giz, € L*(G). Dann gibt
es eine von den Normen von aij, a;, b;, ¢ und von dist (@, O0G) und ¢y abhingige Konstante Cy,
so dass gilt:

lullz2en < Callflzze) + 1D Gz + Y 1Gila@)- (3.44)
=1 =1

Damit haben wir eine fiir uns wichtige A-Priori-Abschitzung bewiesen. Dies kann man auf den
allgemeinen Fall v € H**!(G) erweitern - unter den richtigen Voraussetzungen an die Koeffizienten
und an den Rand des Gebietes. Dies geschieht im néchsten Semester.



