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Aufgabe 1: 4 Punkte
Sei G = (0,1)% C R2. Zeigen Sie, dass fiir alle u € C3(G) mit u = 0 auf OG gilt:

||uHH2(G) <2 ||AUHL2(G)~

Aufgabe 2: 8 Punkte

Sei G C R eine offenes, beschrinktes Gebiet mit C'-Rand.

(a) Es sei u € C2(G,R™") N HYG,R™) und p € C*(G) eine Losung der Stokes-
Gleichungen

—Au+Vp=f in G,

1
diva=0 in G (1)

zu gegebener rechter Seite f € C°(G,R"™) mit Au = (Auy, ..., Au,)” und
divu = dyu; + - -+ + 0, u,. Ferner sei
X :={w € Hy(G,R") : divw = 0 fast iiberall in G}.

Zeigen Sie: u ist schwache Losung von (1), d. h. u € X erfiillt

Z/ Vu;V;dr = Z/ fips fiir alle p € X. (2)
i=1 G i=1 7 G

(b) Zeigen Sie: X ist ein abgeschlossener Teilraum von H} (G, R").
(c) Zeigen Sie: Zu jedem f € L*(G,R™) existert eine eindeutige schwache
Losung u € X von (2).
Aufgabe 3: 8 Punkte

Sei A ein nichtleerer, abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums H. Mit A+
bezeichnen wir das orthogonale Komplement von A, d.h. At :={x € H : z1A}.
Dabei heisst x LA, dass (z,y) = 0 fiir alle y € A.

(a) Zeigen Sie, dass A+ ein abgeschlossener Unterraum von H ist.

(b) Wir definieren die orthogonale Projektion P : H — A durch die Bedingung
(Px,y) = (z,y) fur alle y € A, also x — Px L A. Zeigen Sie, dass P existiert
und eindeutig bestimmt ist.

(c) Zeigen Sie, dass P linear und stetig ist. Fiir A # {0} gilt || P||,_, = 1.

(d) Zeigen Sie, dass es zu jedem x € H genau eine Darstellung = = y + z mit
y € Aund z € At gibt.

(e) Zeigen Sie: (A+)*+ = A.



