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Aufgabe 1: 7 Punkte

Sei G ⊂ R
n ein beschränktes Gebiet und sei u harmonisch auf G.

(a) Zeigen Sie, dass für alle Bälle B = BR(y) ⊂ G gilt

|∇u(y)| ≤
n

R
sup
∂B

|u|.

Tipp: Mittelwertgleichungen.

(b) Sei G′ ⊂⊂ G und d := dist(G′, ∂G). Zeigen Sie, dass für alle Multiindizes α

gilt

sup
G′

|∇αu| ≤

(

n|α|

d

)|α|

sup
G

|u|.

Aufgabe 2: 6 Punkte

Sei G ein beschränktes Gebiet, f ∈ C(G) und u ∈ C(G) ∩ C2(G). Weiterhin sei
−∆u = f . Zeigen Sie, dass

sup
G

|u| ≤ sup
∂G

|u| + C sup
G

|f |,

wobei C eine Konstante ist, die nur von diam G abhängt.

Aufgabe 3: 7 Punkte

Sei G ein beschränktes Gebiet und α ∈ [0, n). Weiterhin sei A ∈ L∞(G×G). Für
x ∈ G und f ∈ L2(G) definieren wir

(Tf)(x) :=

∫

G

A(x, y)

|x − y|α
f(y) dy

Zeigen Sie, dass T ein (wohldefinierter) stetiger, linearer Operator von L2(G)
nach L2(G) ist. Zeigen Sie insbesondere, dass es ein C > 0 gibt mit

‖Tf‖
L2(G) ≤ C ‖f‖

L2(G)

für alle f ∈ L2(G).


