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Aufgabe 1: 10 Punkte

Sei F : R → R eine stetig differenzierbare Funktion mit F (0) = 0 und F ′

sei beschränkt. Sei weiter G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, 1 ≤ p < ∞ und
u ∈ W 1,p

0 (G).

(a) Zeigen Sie v := F (u) ∈ W 1,p
0 (G) und

∂iv = F ′(u) ∂iu, i = 1, . . . , n.

(b) Zeigen Sie, dass |u|, u+, u− ∈ W 1,p
0 (G), wobei u+(x) = max {u(x), 0} und

u− = min {u(x), 0)} für x ∈ G.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Es seien p, q, r ∈ [1,∞] mit 1
p

+ 1
q

= 1 + 1
r

(mit 1
∞ = 0). Zeigen Sie, dass

∗ : Lp(R)× Lq(R) → Lr(R), (f, g) 7→ f ∗ g

wohldefiniert, bilinear und stetig ist und dass die verallgemeinerte Young’sche
Ungleichung

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q

gilt. Tipp: Wenden Sie für 1 < r < ∞ die Hölder’sche Ungleichung an auf

|f(x− y) g(y)| = |f(x− y)|1−
p
r
(
|f(x− y)|p |g(y)|q

) 1
r |g(y)|1−

q
r .

Aufgabe 3: 6 Punkte

Sei 1 ≤ p < ∞ und sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet. Sei f, g ∈ W 1,p(G) ∩
L∞(G). Zeigen Sie, dass fg ∈ W 1,p(G) und

∂i(fg) = (∂if)g + f(∂ig)

für i = 1, . . . , n.


