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Aufgabe 1: 5 Punkte

Sei T ein Simplex in Rn mit baryzentrischen Koordinaten λ0(x), . . . , λn(x). Zeigen
Sie, dass für α ∈ Nn+1

0 gilt:∫
T

λα(x) dx =
α!n!

(|α|+ n)!
|T |.

Hierbei ist λα := λα0
0 · · ·λαn

n und α! = α0! · · ·αn!.

Aufgabe 2: 5 Punkte

Sei T ein nicht degeneriertes Dreieck mit den Eckpunkten a0, a1, a2 und ϕ0, ϕ1, ϕ2

seien die linearen Polynome mit ϕi(aj) = δij, i, j = 0, 1, 2. Berechnen Sie die
Elementsteifigkeitsmatrix ( ∫

T

∇ϕi∇ϕj dx

)
i,j=0,1,2

.

Aufgabe 3: 5 Punkte

Sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und u ∈ W 1,2
0 (G) eine schwache Lösung von

−∆u ≤ 0, d.h. ∫
G

∇u · ∇ϕ dx ≤ 0

für alle ϕ ∈ W 1,2
0 (G) mit ϕ ≥ 0. Zeigen Sie, dass u ≤ 0 fast überall in G.

Tipp: Benutzen Sie ϕ = u+ := u χ{u>0}. Zeigen Sie, ∇u+ = ∇u χ{u>0}.

Aufgabe 4: 5 Punkte

Sei T ⊂ R3 ein nicht degeneriertes Tetraeder mit den Eckpunkten a0, . . . , a3 und
den zugehörigen baryzentrischen Koordinaten λ0(x), . . . , λ3(x). Ferner seien

aiij :=
2ai + aj

3
für i 6= j,

aijk :=
ai + aj + ak

3
für i < j < k.

Zeigen Sie, dass für alle p ∈ P3(T ):

p(x) =
3∑

i=0

λi(3λi − 1)(3λi − 2)

2
p(ai) +

∑
i6=j

9λiλj(3λi − 1)

2
p(aiij) +

∑
i<j<k

27λiλjλkp(aijk).


