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Abgabe: Montag, den 10. Juli, vor der Vorlesung

Notation: Für f ∈ L1(B) mit einem Ball B ⊂ R
n definieren wir

〈f〉B := −

∫

B

f(y) dy :=
1

|B|

∫

B

f(y) dy.

Dies ist das sogenannte Mittelwertintegral.

Aufgabe 1: 10 Punkte

(a) Sei B(x) ⊂ R
n ein Ball (mit Zentrum x) und u ∈ C1(B(x)). Zeigen Sie,

dass es eine Konstante c1 > 0 gibt, die nur von n abhängt, so dass

−

∫

B(x)

|u(y) − u(x)| dy ≤ c1

∫

B(x)

|∇u(y)|

|x − y|n−1 dy.

Tipp: Zeigen Sie |u(x + s ω) − u(x)| ≤
∫

s

0
|∇u(x + t ω)| dt mit |ω| = 1 und

s > 0.

(b) Sei B ⊂ R
n ein Ball und u ∈ L1(B). Zeigen Sie, dass

inf
a∈R

−

∫

B

|u(y) − a| dy ≤ −

∫

B

|u(y) − 〈u〉B| dy ≤ 2 inf
a∈R

−

∫

B

|u(y) − a| dy.

(c) Sei Br(x) ⊂ R
n ein Ball mit Radius r > 0 und Zentrum x. Sei p > n und

u ∈ C1(Br(x)). Zeigen Sie, dass es eine Konstante c2 > 0 gibt, die nur von
p und n abhängt mit

−

∫

Br(x)

|u(y) − 〈u〉Br(x)| dy ≤ 2 −

∫

Br(x)

|u(y) − u(x)| dy ≤ c2 r
1−n

p ‖∇u‖
Lp(Br(x)).

Aufgabe 2: 10 Punkte

Sei Ω := (0, π) × (0, π) und sei ϕ ∈ C(∂Ω) gegeben durch

ϕ(x, y) := x2 y2

für all (x, y) ∈ ∂Ω. Bestimmen Sie mit Hilfe von Aufgabe 2, Woche 9, eine Lösung
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) der Gleichung

∆u = 0 auf Ω,

u = ϕ auf ∂Ω.


