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Aufgabe 1: 10 Punkte

(a) Sei f, g, h ∈ C0
0(Rn). Wir definieren f ∈ C0

0(Rn) durch f(x) := f(−x). Zei-
gen Sie, dass 〈f ∗ g, h〉 = 〈g, f ∗ h〉. (Zur Erinnerung: 〈a, b〉 =

∫

a(x) b(x) dx.)

(b) Für u ∈ D′(Rn), f ∈ C0
0(Rn) und h ∈ D(Rn) zu definieren wir f ∗ u :

D(Rn) → R durch

(f ∗ u)(ϕ) := u(f ∗ ϕ).

Zeigen Sie, dass f ∗u ∈ D′(Rn) gilt. Zeigen Sie weiterhin, dass diese Definiti-
on der Faltung mit der urspünglichen Definition der Faltung übereinstimmt,
d.h. zeigen Sie, dass für alle g ∈ C0

0(Rn) und u = Tg gilt: f ∗ Tg = Tf∗g.

(c) Sei n ≥ 3 und v(x) := 1
κn

1
|n−2|

|x|2−n. Nach Vorlesung gilt −∆v = δ0 in

D′(Rn). Sei nun f ∈ C0
0(Rn). Zeigen Sie, dass

−∆(v ∗ f) = f in D′(Rn)

gilt, wobei v ∗ f im Distributionssinne, d.h. wie in (b), zu verstehen ist.

Aufgabe 2: 10 Punkte

(a) Sei I := (−1, 1), 2I := (−2, 2) und f ∈ C1(I) ∩ W 1,2(I). Zeigen Sie, dass
es eine Funktion f̃ ∈ C1

0(2I)∩W
1,2
0 (2I) gibt mit f(x) = f̃(x) für alle x ∈ I

und
∥

∥f̃
∥

∥

W
1,2

0
(2I)

≤ c1

∥

∥f
∥

∥

W 1,2(I)

mit einer von f unabhängigen Konstante c1 > 0. Man nennt f̃ Fortsetzung

von f und die Abbildung E : f 7→ f̃ nennt man Fortsetzungsoperator.

Tipp: Setzen Sie f mittels Spiegelung an den Punkten 1 und −1 fort und
multiplizieren Sie mit einer Abschneidefunktion.

(b) Verallgemeinern Sie die Aussage von (a) auf Bälle B ⊂ R
n, d.h. konstruieren

Sie einen Fortsetzungsoperator E : f 7→ f̃ von C1(B) ∩ W 1,2(B) nach
C1

0(2B) ∩ W
1,2
0 (2B) mit

∥

∥f̃
∥

∥

W
1,2

0
(2B)

≤ c2

∥

∥f
∥

∥

W 1,2(B)

mit c2 > 0 unabhängig von f . Hierbei ist 2B der Ball mit doppeltem Radius
und gleichem Zentrum wie B.


