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Prof. Dr. M. Růžička, Dr. L. Diening

Partielle Differentialgleichungen

SS 2006 — Woche 6

Abgabe: Montag, den 12. Juni, vor der Vorlesung

Aufgabe 1: 6 Punkte

[Eindeutigkeit] Sei f ∈ C(Q) und g ∈ C(Γ). Zeigen Sie mit Hilfe der Energie-
methode, dass es höchstens eine Lösung u ∈ C2(Q) der Wärmeleitungsgleichung

∂u

∂t
− ∆u = f in Q

u = g auf Γ

gibt. Tipp: Betrachten Sie e′(t) mit e(t) :=
∫

Ω

∣

∣u(t, x)
∣

∣

2
dx.

Aufgabe 2: 8 Punkte

[Eindeutigkeit des Rückwärtsproblems] Seien u, ũ ∈ C2(Q) Lösungen von

∂u

∂t
− ∆u = f in Q

u = g auf ∂Ω × [0, T ]

mit g ∈ C(∂Ω × [0, T ]). Weiterhin sei u(x, T ) = ũ(x, T ) für alle x ∈ Ω, d.h. die
Temperaturen stimmen zum Zeitpunkt T überein. Zeigen Sie, dass u = ũ auf Q

gilt, d.h. u und ũ müssen zu allen früheren Zeiten ebenfalls übereinstimmen.

Tipp: Betrachten Sie e(t), e′(t) und e′′(t) mit e(t) :=
∫

Ω

∣

∣u(t, x)
∣

∣

2
dx. Zeigen Sie

(e′(t))2 ≤ e(t) e′′(t). Finden Sie mittels Gegenannahme t1, t2 mit e(t) > 0 auf
(t1, t2) und e(t2) = 0. Zeigen Sie, dass f(t) := ln e(t) auf (t1, t2) konvex ist. Leiten
Sie hieraus mittels e einen Widerspruch her.

Aufgabe 3: 6 Punkte

Sei u eine glatte Lösung der Wärmeleitungsgleichung ut−∆u = 0 in R
n× (0,∞).

(a) Zeigen Sie, dass uλ(x, t) := u(λx, λ2 t) ebenfalls eine Lösung ist.

(b) Zeigen Sie mittels (a), dass v(x, t) := x ·Du(x, t) + 2 t ut(x, t) ebenfalls eine
Lösung ist.


