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Aufgabe 1: 6 Punkte

Sei Ω ⊂ R
n eine beschränktes Gebiet. Sei α ∈ (0, n), p ∈ (1, n

α
) und q ∈ (1,∞)

mit
1

p
−

α

n
<

1

q
.

Für f ∈ Lq(Ω) sei Iαf definiert durch

(Iαf)(x) :=

∫

Ω

f(y)

|x − y|n−α
dy

für x ∈ Ω. Zeigen Sie, dass Iα ein stetiger Operator von Lp(Ω) nach Lq(Ω) ist.

Aufgabe 2: 6 Punkte

Sei Ω = (0, π) und u0 ∈ L2(Ω) sei gegeben durch

u0(x) :=

{

1 für x ∈ (0, π/2),

0 für x ∈ (π/2, π).

Bestimmen Sie mit Hilfe von Aufgabe 1 aus Woche 7 eine Lösung u des Anfangs-
wertproblems

ut(t, x) − uxx(t, x) = 0 für alle x ∈ Ω, t > 0

u(t, 0) = u(t, π) = 0 für alle t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x) für alle x ∈ Ω.

Aufgabe 3: 8 Punkte

Sei Ω = (0, π). Es seien an, bn ∈ R Folgen reeller Zahlen mit
∑

∞

n=1
n2 |an| < ∞

und
∑

∞

n=1
n |bn| < ∞. Wir definieren nun g(x) :=

∑

∞

n=1
an sin(nx) und h(x) :=

∑

∞

n=1
bn sin(nx) für alle x ∈ [0, π] und betrachten das Anfangswertproblem

utt(t, x) − uxx(t, x) = 0 für alle x ∈ Ω, t > 0

u(t, 0) = u(t, π) = 0 für alle t ≥ 0,

u(0, x) = g(x) für alle x ∈ Ω,

ut(0, x) = h(x) für alle x ∈ Ω.

(a) Zeigen Sie g ∈ C2([0, π]) und h ∈ C1([0, π]).

(b) Für die Lösung machen wir den Ansatz u(t, x) =
∑

∞

n=1
αn(t) sin(nx). Be-

stimmen Sie die Differentialgleichung, die die αn erfüllen müssen.

(c) Lösen Sie die gewöhnlichen Differentialgleichungen aus (b). Zeigen Sie, dass
mit den so erhaltenen Funktionen αn gilt: u ∈ C2([0,∞) × (0, π)) und u
löst das Anfangswertproblem.


