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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei 1 ≤ p < n mit n ∈ N. Angenommen es gelte für alle f ∈ C∞

0 (Rn) die
Abschätzung

‖f‖Lq(Rn) ≤ c ‖∇f‖Lp(Rn).

Zeigen Sie, dass dann schon n
q

= n
p
− 1 gelten muss.

Tipp: Betrachten Sie fλ(x) := f(λx).

Aufgabe 2: 8 Punkte

Sei Ω := (0, π) × (0, π) und ϕ ∈ C(∂Ω). Gesucht wird eine Lösung u ∈ C2(Ω) ∩
C(Ω) der Gleichung

∆u = 0 auf Ω,

u = ϕ auf ∂Ω.

(a) Sei ϕ auf drei Kanten von ∂Ω gleich Null. Konstruieren Sie mit Hilfe des
Ansatzes u(x, y) = f(x)·g(y) zunächst spezielle Lösungen und anschließend
die allgemeiner Lösung.

(b) Sei nun ϕ in den Ecken von Ω gleich Null. Konstruieren Sie mit Hilfe von (a)
eine Lösung.

(c) Sei nun ϕ ∈ C(∂Ω) beliebig. Konstruieren Sie mit Hilfe von (b) eine Lösung.
Tipp: Betrachten Sie xy.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei X eine normierter Raum und Y ein Banachraum. Zeigen Sie, dass die Menge
L(X,Y ) der linearen, stetigen Abbildungen von X nach Y versehen mit der
Operatornorm ein Banachraum ist.

Definition: Sei Ω ⊂ R
n offen und sei fk, f ∈ L2(Ω). Die Folge fk heißt schwach

konvergent gegen f , falls für jedes g ∈ L2(Ω) gilt limk→∞ 〈fk, g〉 = 〈f, g〉, wobei
〈·, ·〉 das normale L2-Skalarprodukt ist. Wir schreiben dann fk ⇀ f in L2(Ω).

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei en ein Orthonormalsystem in L2(0, π). Zeigen Sie, dass en ⇀ 0 in L2(0, π)
gilt.


