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Singuläre Integrale

SS 2004 — Blatt 5

Abgabe: Do, 24.06.2004

Aufgabe 1

Sei f ∈ L1
loc(Rd). Für alle achsparallelen Würfel Q und all x ∈ Rd seien M ]

Qf und

(M ]f)(x) definiert durch

M ]
Qf := −

∫
Q

|f − 〈f〉Q| dx, (M ]f)(x) := sup
Q3x

M ]
Qf.

Hierbei ist 〈f〉Q := −
∫

Q
f dx.

Es soll gezeigt werden, dass für alle f ∈ C∞0 (Rd) und alle 1 ≤ p < ∞ gilt

‖f‖p ≤ Ap‖M ]f‖p (1)

mit Konstanten Ap ≥ 1. Als Zwischenschritt soll zunächst gezeigt werden, dass
es ein k > 1 gibt, so dass für jedes β > 0 ein α > 0 existiert mit∣∣{x ∈ Rd : (Mf)(x) > λ, (M ]f)(x) ≤ αλ}

∣∣ ≤ β
∣∣{(Mf)(x) > Kλ}

∣∣ (2)

für alle f ∈ C∞0 (Rd).
Gesehen dabei wie folgt vor:

(a) Sei f ∈ C∞0 (Rd) fest. Für λ > 0 sei Oλ := {Mf > λ}. Zerlegen Sie Oλ

in eine Familie Qj disjunkter, dyadischer Würfel mit λ < MQj
f ≤ 2d λ.

Zerlegen Sie analog OAλ in eine Familie Wj disjunkter, dyadischer Würfel mit
λ < MWj

f ≤ A 2d λ. Zeigen Sie, dass für geeignetes A > 1 die Familie der
Familie Qj untergeordnet ist, d.h. für jedes Wj gibt es ein Qk mit Wj ⊂ Qk.

(b) Sei nun E := {x ∈ Q0 : M ]f ≤ αλ}. Unter der Annahme, dass E nicht leer
ist, zeigen Sie, dass M ]

Q0
f ≤ α λ gilt und, dass

∑
k : Wk⊂Q0

|Wk| ≤
α |Q0|

A
+

2d

A

∑
k : Wk⊂Q0

|Wk|

Folgern Sie hieraus, dass (2) gilt für A ≥ 2d+1.

(c) Zeigen Sie, dass aus (2) schon (1) folgt.


