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Aufgabe 1: (Young’sche Ungleichung) 4 Punkte

1. Zeigen Sie, dass für a, b > 0 und 1 < p, q <∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1 gilt

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

2. Zeigen Sie, dass es für alle a, b > 0 und 1 < p, q < ∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1

und für alle ε > 0 eine Konstante C(ε) gibt, so dass gilt

ab ≤ εap + C(ε)bq.

Aufgabe 2: 5 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd ein offenes und beschränktes Normalgebiet. Zeigen Sie, dass für
alle u ∈ C2(Ω) mit u = 0 auf ∂Ω und alle ε > 0 gilt

2‖∇u‖2
L2(Ω) ≤ ε‖u‖2

L2(Ω) +
1

ε
‖∆u‖2

L2(Ω).

Definition
Sei X ein Banachraum, U eine Umgebung von x0 ∈ X und seien außerdem
F : U ⊆ X → R und h ∈ X gegeben. Wir definieren für hinreichend kleines
ε > 0 eine Abbildung ϕ : (−ε, ε)→ R durch

ϕ(t) := F (x0 + th).

Falls ϕ in t = 0 differenzierbar ist, d.h.

ϕ′(0) = lim
t→0

F (x0 + th)− F (x0)

t
∈ R

existiert, sagen wir, dass F im Punkt x0 eine Ableitung in Richtung h besitzt,
die wir mit δF (x0, h) bezeichnen. Falls δF (x0, h) für alle h ∈ X existiert und
die Abbildung

DF (x0) : X → R, h 7→ δF (x0, h)

stetig und linear ist, sagen wir, dass F im Punkt x0 Gâteaux-differenzierbar
ist und nennen DF (x0) Gâteaux-Ableitung von F im Punkt x0.



Aufgabe 3: (Gâteaux-Ableitung) 7 Punkte

Sei nun Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet und 2 ≤ p < ∞. Die Abbildung
F : Lp(Ω,Rn)→ R sei gegeben durch

F (u) :=
1

p

∫
Ω

|u|p dx,

wobei | · | die euklidische Norm auf Rn bezeichnet. Zeigen Sie, dass F in allen
Punkten u ∈ Lp(Ω,Rn) Gâteaux-differenzierbar ist mit

DF (u)h =

∫
Ω

|u|p−2〈u, h〉 dx.

〈·, ·〉 steht für das Standardskalarprodukt im Rn.
Tipp: Differenzierbarkeit von Parameterintegralen mit sorgfältiger Begründung.

Aufgabe 3: (Fundamentallemma) 4 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd ein offenes Gebiet. Für u ∈ C(Ω) gelte∫
Ω

uη dx = 0 für alle η ∈ C∞0 (Ω).

Zeigen Sie elementar, daß dann u = 0 auf Ω gilt.


