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Aufgabe 1: (Young’sche Ungleichung) 4 Punkte
1. Zeigen Sie, dass fiir a,b > 0 und 1 < p, ¢ < 0o mit % + % =1 gilt

1 1
ab < —aP + =b1.
b q

2. Zeigen Sie, dass es fiir alle a,b > 0 und 1 < p,q < oo mit % + % =1
und fiir alle € > 0 eine Konstante C'(¢) gibt, so dass gilt

ab < ea? + C(e)b?.

Aufgabe 2: 5 Punkte

Sei Q C R? ein offenes und beschréinktes Normalgebiet. Zeigen Sie, dass fiir
alle u € C*(Q) mit u = 0 auf 9Q und alle € > 0 gilt

1
2||VU||%2(Q) < 5““”%2(9) + EHAUH%Q(Q)'

Definition

Sei X ein Banachraum, U eine Umgebung von xo € X und seien aufSerdem
F:UCX —Rundh € X gegeben. Wir definieren fiir hinreichend kleines
e > 0 eine Abbildung ¢ : (—¢,e) — R durch

o(t) := F(xg + th).

Falls ¢ in t = 0 differenzierbar ist, d.h.

eR

F - F
(0 = iy Pt )~ Pl

existiert, sagen wir, dass F' im Punkt xo eine Ableitung in Richtung h besitzt,
die wir mit 0F (xq, h) bezeichnen. Falls 6 F(xg, h) fir alle h € X existiert und
die Abbildung

DF(xzo) : X - R, h— 6F(x,h)

stetig und linear ist, sagen wir, dass F im Punkt xo Gateauz-differenzierbar
ist und nennen DF(zo) Gateauz-Ableitung von F' im Punkt xq.



Aufgabe 3: (Gateaux-Ableitung) 7 Punkte

Sei nun 0 C R? ein beschrinktes Gebiet und 2 < p < oo. Die Abbildung
F: LP(©2,R") — R sei gegeben durch

1
Fu::—/updx,
(u) pQII

wobei || die euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Zeigen Sie, dass F in allen
Punkten u € LP(2, R") Gateaux-differenzierbar ist mit

DF(uw)h = [ |u[P~*{u,h) dx.
/

(-,-) steht fiir das Standardskalarprodukt im R".
Tipp: Differenzierbarkeit von Parameterintegralen mit sorgféltiger Begriindung.

Aufgabe 3: (Fundamentallemma) 4 Punkte
Sei 2 C R? ein offenes Gebiet. Fiir u € C(Q) gelte

/un dr =0 fiir alle n € C;°(Q).

Q

Zeigen Sie elementar, dal dann v = 0 auf € gilt.



