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Aufgabe 1: Vollstéindiges Orthonormalsystem 9 Punkte

Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dass V := {(27r)_%e_""“3},CGZ ein VONS
(vollstéindiges Orthonormalsystem) von L?(—m, ) (komplexwertig) ist. Ge-
hen Sie dabei wie folgt vor:

a) Zeigen Sie, dass es reicht zu zeigen, dass sich glatte Funktionen durch
endliche Linearkombinationen von Funktionen aus V approximieren
lassen.

b) Zeigen Sie, dass das System W := {(27)~2, 72 cos nx, 72 sin T} en
ein Orthonormalsystem in L?(—m,7) bildet.

c) Zeigen Sie, dass fiir C*([—m, 7])-Funktionen f gilt: B,(f) — fin L*(—m, )

fiir n — oo.

d) Folgern Sie die Vollsténdigkeit von V.

Aufgabe 2: schwache Konvergenz 3 Punkte

Konstruieren Sie eine Folge (uy)neny C HY(I), wobei I C R ein Intervall
bezeichnet, die schwach in H'(I), stark in L*(I) aber nicht stark in H*(I)
konvergiert.

Aufgabe 3: Maximumprinzip 8 Punkte

Betrachten Sie die lineare, elliptische Gleichung

Lu = — Z aijﬁfju + szazu +cu= f in Q’
ij=1 =1

wobel @ C R™ ein beschrinktes Gebiet sei und a;;,b;,¢c € C(), i,7 €
{1,..,n}. Es gelte auflerdem a;; = a;; und es gebe eine Konstante A > 0

mit
n

Z aij(z)min; > An|?, Vn € R" Vz € Q.

1,7=1

Zeigen Sie: Falls ¢ nichtnegativ ist und u € C?*(Q) N C(Q) die Gleichung
Lu = f <0 in Q erfiillt, so gilt fiir u

supu < sup u,
Q a0

mit uy = max{u,0}. Tipp: Betrachten Sie zuerst den Fall f < 0 und ver-
wenden Sie fiir den allgemeinen Fall die Hilfsfunktion h(z) = e**.



