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Aufgabe 1 7 Punkte
Sei G C R"” ein beschrianktes Gebiet und sei v harmonisch auf G.
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle Bélle B = Bg(y) C G gilt

n
Vu(y)| < T Sup |ul.
0B

Tipp: Mittelwertgleichungen.

(b) Sei G’ CC G und d := dist(G’, 0G). Zeigen Sie, dass fiir alle Multiin-
dizes « gilt

laf
sup |[V&u| < <M> sup |u|.
e d G

Aufgabe 2: (Superharmonische Funktionen) 7 Punkte

Eine Funktion u € C?(G) heisst superharmonisch in G, falls Au < 0 in
G gilt. Zeigen Sie: Falls u superharmonisch in G ist, so gilt fiir jeden Ball
B = Bg(zx) CC G

o/
u(x) > mm—— u(&) do(§).
OBRr(z)
Tipp: Betrachten Sie dazu die Funktion ¢(r) := m [ u(€) do(§).
OB, (z)

Folgern Sie anschlieend das starke Minimumprinzip fiir superharmonische
Funktionen: Falls u superharmonisch ist und ein Punkt xy € G existiert mit
u(zg) = igf u, so ist u konstant auf G.

Aufgabe 3: (schwach singulirer Integralkern) 6 Punkte

Sei G ein beschrénktes Gebiet und « € [0, n). Weiterhin sei A € L*(G x G).
Fiir x € G und f € L*(G) definieren wir

)= [ 28D

B Glx_yla

f(y) dy.

Zeigen Sie, dass T ein (wohldefinierter) stetiger, linearer Operator von L?(G)
nach L?(G) ist. Zeigen Sie insbesondere, dass es ein C' > 0 gibt mit

ITf 12y < Clf N2
fir alle f € L*(G).



