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Aufgabe 1: Sobolev-Exponent 5 Punkte

Sei 1 ≤ p < n für n ∈ N. Angenommen für alle u ∈ C∞0 (Rn) gelte die
Abschätzung ‖u‖Lq(Rn) ≤ c ‖∇u‖Lp(Rn). Zeigen Sie, dass dann schon n

q
= n

p
−1

gelten muss. Tipp: betrachten Sie uλ(x) := u(λx).

Aufgabe 2: Normäquivalenz 7 Punkte

Seien m,n ∈ N. Zeigen Sie, dass es eine Konstante C > 0 gibt, so dass für
jeden Ball B ⊂ Rn und jedes Polynom p ∈ Pm(B) gilt

1

C
‖p‖L∞(B) ≤

1

|B|
‖p‖L1(B) ≤ C ‖p‖L∞(B).

Aufgabe 3: P2 − P0 Element 8 Punkte

Sei G ⊂ R2 ein beschränktes Gebiet mit polygonalem Rand. Sei außerdem T
eine nichtdegenerierte Triangulierung von G zu Gitterweite h. Zu gegebenem
u ∈ H1(G) und T ∈ T definieren wir Π2u|T durch

Π2u|T ∈ P2(T )

Π2u|T (E) = 0 für alle Ecken E von T∫
K

Π2u ds =
∫
K
u ds für alle Kanten K von T.

Zeigen Sie, dass Π2 : H1(G) → P2(G) wohldefiniert und divergenzerhaltend
auf jedem T ∈ T ist, das heißt∫

T

div(Π2u− u) dx = 0.

Sei T0 das Referenzdreieck. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes über das Skalie-
rungsverhalten von Sobolev-Halbnormen sowie der Darstellung von Π2u über
Basisfunktionen die Abschätzung

|Π2u|1,T ≤ c ‖û‖1,T0 ≤ c (h(T )−1|u|0,T + |u|1,T ).


