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Definition: Legendre-Transformation

Sei f: R x R® — R so, dass fir alle z € R" die Funktion f(-,2) differenzierbar
und 9, f (-, z) invertierbar ist. Diese Inverse bezeichnen wir mit (9; f)~*(, z). Dann
heifit

fr(u,2) = f((0uf) " (u, 2),2) = (Ouf) " (w, 2) u
die Legendre-Transformierte von f.

Tipp: Schreiben Sie fiir die folgenden Rechnungen z als Parameter einer Funktion.

Aufgabe 1: 3 Punkte

Sei f: RxR" — R so, dass fiir alle 2 € R" die Funktion f(-, 2) € C*(R) eine strikt
konvexe Funktion ist. Zeigen Sie, dass (f*)* wohldefiniert ist und (f*)*(z,2) =

f(—x, z) gilt.
Aufgabe 2: 2 Punkte

Rechnen Sie nach, dass die freie Energie 1(0,7,) die Legendre-Transformierte der
inneren Energie e(n,7,) ist.

Aufgabe 3: 3 Punkte
Sei f € C*(R) eine strikt konvexe Funktion. Zeigen Sie
f*(ua Z) = mln(f(xv Z) - JZ’LL)

z€R

Aufgabe 4: 2 Punkte

Sei f: R x R" — R so, dass fiir alle z € R" die Funktion f(-,2) € C*(R) eine
strikt konvexe Funktion ist. Zeigen Sie

flx,2) — f*(u,2) > zu Va,u € R.

Zeigen Sie weiter, dass bei Gleichheit in der Ungleichung bereits x = (9, f) !(u, 2)
gilt.



