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8 Funktionenreihen

In diesem Kapitel wollen wir etwas ausfiihrlicher die Moglichkeit studieren,
Funktionen durch unendliche Reihen darzustellen. Wir hatten schon im An-
schluf an die Taylorformel kurz die Moglichkeit ertrtert, bei beliebig oft
differenzierbaren Funktionen von den Taylorpolynomen zur Taylorreihe iiber-
zugehen. Schon wesentlich frither hatten wir unendliche Reihen benutzt, um
gewisse spezielle Funktionen einzufithren, zum Beispiel die Exponentialfunk-
tion durch

k=0

Hierbei ergibt sich unter anderem die Frage, wie man von Eigenschaften der
Reihenglieder auf Eigenschaften der Funktion schlieen kann. Wir koénnen
zum Beispiel zur Berechnung der Ableitung versuchen, ,,gliedweise® zu diffe-
renzieren. Formal vorgehend, erhélt man

o0 o0 o0

1 dz* k1 "

/ _ _ _ — P —

P = k!da;_z(k—m_zn!_exw'
k=0 k= n=0

Das Ergebnis ist richtig; aber fiihrt ein solches Vorgehen in jedem Fall zum

richtigen Ergebnis? Diese und dhnliche Fragen werden im folgenden beantwor-

tet. Wir betrachten zunéchst allgemein konvergente Folgen von Funktionen
und erst dann spezielle Reihen.

8.1 Konvergenz von Funktionenfolgen

Wir kennen bereits zwei verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfol-
gen, und an diese sei zunédchst erinnert.

Sei (fn)nen eine Folge von reellen Funktionen, die sdmtlich denselben
Definitionsbereich D haben. Fiir jedes « € D ist dann (f,,(z))nen eine Folge
reeller Zahlen, und fiir diese ist ein Konvergenzbegriff wohldefiniert. Wenn
fiir jedes « € D die Folge (fy(z))nen konvergiert, ist durch

f@) = lim fule)  (zeD)
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eine neue Funktion f auf D erklirt, die wir als Grenzfunktion der Folge
bezeichnen kénnen.

Definition. Seien f, f,, (n € N) reelle Funktionen auf D. Die Folge (fy)nen
konvergiert (punktweise) gegen f, geschrieben

1Lm fn=1r oder fo = f (n— 00),

wenn lim,,_, fn(x) = f(z) fiir alle z € D gilt.

Beispiele. (1) Sei D =R und

Dann konvergiert (f,,)nen gegen exp.
(2) Sei D =[0,1] und

f@) = {1 fir z =1,

0 firo<z<l1.

erkldrte Funktion f.

Bei diesem Beispiel féllt auf, dass zwar jede Funktion f,, der Folge stetig
ist, dass aber die Grenzfunktion unstetig ist. Stetigkeit iibertrdgt sich also
bei punktweiser Konvergenz i.a. nicht auf die Grenzfunktion. Um den oft
wiinschenswerten Schlufl von der Stetigkeit der Folgenglieder auf die Stetig-
keit der Grenzfunktion zu ermdoglichen, braucht man einen Konvergenzbegriff,
der schéarfer ist als punktweise Konvergenz. Dies ist die bereits in Abschnitt
7.2 benutzte gleichméafige Konvergenz, die wir jetzt etwas allgemeiner defi-
nieren wollen.

Definition. Seien f, f,(n € N) reelle Funktionen auf D, sei D’ C D. Die
Folge (fn)nen konvergiert gleichmdf$ig in D’ gegen f, wenn gilt

Ve € RT Ing €N Vn>ng Vz e D :|fu(z) — f(z)] < e

Statt ,,gleichméBig in D“ sagt man kurz ,,gleichméflig®.

Ist ein fester Definitionsbereich D gegeben, so kénnen wir wie frither fiir
Intervalle die Supremumsnorm einer beschrinkten Funktion f : D — R er-
klaren durch

If|I:= sup | f ()]
€D
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Dann gilt also (fiir Funktionen f, f,, auf D):

(fn)nen konvergiert gleichméBig gegen f
SVeeRT IngeNVn>ng:||fu—fll<e

< lim ||f, — f]| =0.
n—00

Man beachte, dass || f, — f|| < e impliziert, dass || f, — f|| definiert, also f,— fm
beschrénkt ist. Es wird aber nicht vorausgesetzt, dass f, f,, beschrankt sind.

Fiir die Konvergenz von Folgen reeller Zahlen kennen wir das Kriteri-
um von Cauchy. Ein ganz analoges Kriterium gilt auch fiir die gleichméflige
Konvergenz von Funktionenfolgen. Im folgenden liege stets ein fester Defini-
tionsbereich D zugrunde.

Definition. Die Folge (f,)nen von Funktionen auf D heifit Cauchy-Folge
genau dann, wenn

Ve € RT 3ng € N Vn,m > ng : || fo — ful < e

1.1 Satz. Die Folge (fn)nen konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn sie
eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. ,=*: Sei (fn)nen gleichméBig konvergent gegen f. Sei € € RT. Es
gibt ein ng € N mit || f,, — f|| < &/2 fiir n > ng. Fiir alle n,m > ng gilt also

”fn _me < ”fn _f” + ”f_fm” <g,

wobei die Dreiecksungleichung fiir die Supremumsnorm benutzt wurde.

»<=“ Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge. Sei ¢ € RT. Nach Voraussetzung
existiert ein ng € N mit || f,, — fi|| < € fiir alle n,m > ng. Insbesondere gilt
also fiir jedes x € D

|[fn(7) — fm(2)] <€ fiir n,m > ng.

Die Folge (fn(x))nen ist also eine Cauchy-Folge reeller Zahlen und daher
nach dem gewdohnlichen Cauchy-Kriterium konvergent gegen eine Zahl, die
wir f(z) nennen. Da x € D beliebig war, ist damit eine Funktion f: D — R
erklart. Wir behaupten, dass (f,)nen gleichmiiBig gegen f konvergiert.

Sei e € RT und dazu ng wie oben. Fiir beliebiges 2 € D gilt dann

|fn($)_fm($)| <e€ fiir n,m > ng.
Der Grenziibergang m — oo liefert
|fu(z) = f(z)] <e fiir n > ng.

Da dies fiir alle x € D gilt, folgt || f, — f]| < e fiir alle n > nyg. m
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Der folgende Satz riickt die Bedeutung der gleichméfiigen Konvergenz ins
rechte Licht.

1.2 Satz. Seien f,, f Funktionen auf D (n € N), sei a € D. Sind alle f,
stetig in a und konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen f, so ist f stetig in a.

Beweis. Sei e € RT. Es gibt ein m € N mit || f,, — f|| < &/3, also
(@) — f(2)] < % fiir alle € D.
Da f,, in a stetig ist, existiert ein 6 € R* mit
|[fm(z) — fm(a)] < % fiir alle x € D mit |z — a| < 4.

Sei jetzt € D und |z — a| < §. Dann gilt
[f (@) = f(@)| < [f(2) = fn (@) + [fm(2) = fm(a)| + |fm(a) — f(a)|

<€+€+5 €
T T |
3 3 3

Bemerkung. Natiirlich kann man nicht umgekehrt schliefen, d.h. wenn
(fn)nen punktweise gegen f konvergiert und alle f,, sowie f stetig sind,
braucht keineswegs die Konvergenz gleichmifig zu sein.

Kann man in Satz 1.2 ,stetig® durch ,differenzierbar® ersetzen? Das ist
nicht der Fall.

Beispiel. Sei D =R, f,(z) := (/22 4+ X (n € N) und f(z) := |z| fiir * € R.

n

Dann konvergiert (fy,)nen gleichméfig gegen f, wie aus
e 1

|fn(~77)f(~'13>|—‘\/1ﬂ\/3?2 m_ NG

folgt. Jede Funktion f,, ist differenzierbar, aber f ist in 0 nicht differenzierbar.

Es kann auch sein, dass zwar die Grenzfunktion f der Folge (f,)nen dif-
ferenzierbar ist, aber die Folge (f/)nen nicht gegen f’ konvergiert.

Beispiel. Sei f,(z) = lsinnz und f(z) = 0 fir z € R. Dann konver-
giert (fn)nen gleichmiBig gegen f, alle f,, sowie f sind differenzierbar, aber
(f! )nen konvergiert nicht punktweise gegen f’. Es ist ndmlich f] (x) = cosnx

und z.B. lim,,, f/(0) =1, f/(0) =0

Um wirklich Grenziibergang und Differentiation vertauschen zu kénnen,
braucht man stédrkere Voraussetzungen, z.B. die folgenden:

1.3 Satz. Sei (fn)nen eine Folge differenzierbarer Funktionen auf [a,b]. Die
Folge (f!)nen konvergiere gleichmiflig, und (fn)nen konvergiere an wenigs-
tens einer Stelle xg € [a,b]. Dann konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen eine
differenzierbare Funktion f und (f})nen gleichmiflig gegen f'.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (f,)nen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ € RT
gegeben. Nach Voraussetzung und Satz 1.1 existiert ein n; € N mit

[ = ol < ﬁ fiir alle m,n > n;.
Da (fn(x0))nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ny € N mit
E ..
| fmn(@0) = fulxo)| < 3 fir m,n > no.
Sei x € [a,b]. Es ist

[fm (@) = fu(@)] < [(fm = fn) (@) = (fm = fu) (@o) | + | fin(20) = fu (o).

Nach dem Mittelwertsatz 2.2 aus Kapitel 6 existiert ein z € [a, b] mit

(fm = fo)(@) = (fm — fu)(@0) = (f1u(2) — f1(2))(z — 20).
Fiir alle m,n > ng := max{ny, na} folgt

€

[ (@) = fa(@)] < 17 (2) = fa (22 = 20| + 5

3
<fo = Sl G- )+ 5 <e

Da x € [a, b] beliebig war, folgt || fm — fnl| < € fiir m,n > ng. Also ist (fn)nen
eine Cauchy-Folge und daher nach Satz 1.1 gleichméBig konvergent gegen eine
Funktion f.

Wir zeigen jetzt die Differenzierbarkeit von f. Sei ¢ € [a, b]. Setze

In(@) = fule) _ 4, S .
gn<x>:={0 T—c Fale) ;mi[c’b]\{}’

Wegen der Differenzierbarkeit von f,, in c¢ ist g, in ¢ stetig. Wir zeigen
zuniichst, dass (g, )nen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ € RT vorgegeben. Nach
Voraussetzung und Satz 1.1 existiert ein ng € N mit

1fm = full < % fiir alle m,n > ny.
Sei x € [a,b]. Im Fall x # ¢ ist

(fm = fn)(x) = (fm = fn)(c)

Tr—cC

- (fm - fn)/(c)

gm(2) = gn(2) =

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein z € [a, b] mit

(fm - fn)(‘r) — (fm — fn)(c)

r—cC

= (fm - fn)/(z)
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Fiir m,n > ng folgt

|gm (2) = gn(@)| < |f1(2) = fa(2)] + | (0) = fr(c)l
<2, - il <e.
Dies gilt trivialerweise auch fiir x = ¢. Da x € [a,b] beliebig war, ist also
lgm — gnll < e fiir m,n > ng. Also ist (g )nen eine Cauchy-Folge.

Nach Satz 1.1 ist (gn)nen gleichméBig konvergent gegen eine Funktion
g, die g(c) = 0 erfullt und nach Satz 1.2 in ¢ stetig ist. Nun gilt fiir alle

x € [a,b]\ {c}
fn(x) — fn(c) _

r—cC

woraus durch Grenziibergang

T = i f1(6) = o)
folgt. Wegen lim, . g(x) = g(c) = 0 folgt
lim f@) = f(©) = lim f/(c).

T—cC xTr—c n—00

Also ist f in ¢ differenzierbar und f/(¢) = lim,,_, f7,(¢). Damit ist die Diffe-
renzierbarkeit von f gezeigt, ferner die punktweise Konvergenz von (f/)nen
gegen f’. Diese Konvergenz ist nach Voraussetzung gleichméfig. ]

8.2 Potenzreihen

Nachdem wir frither Reihen reeller Zahlen und jetzt Funktionenfolgen be-
trachtet haben, ist klar, was allgemein unter einer Funktionenreihe zu verste-
hen ist. Sei (fx)ken, eine Funktionenfolge auf D. Dann verstehen wir unter

> ot
k=0

die Funktionenfolge der Partialsummen (}.)_, fi)nen, und wir bezeichnen
ZZOZO fr als Funktionenreihe. Ist die Folge punktweise konvergent, so be-
zeichnen wir mit Y7 fi auch die Grenzfunktion. Die Schreibweise

S fe=f D
k=0

bedeutet also definitionsgeméf:
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n
nh_}n;OkZﬂfk(m) = f(x) fiir alle x € D.

Konvergiert die Folge (3", _, fi)nen in D' C D gleichméBig (gegen f), so
sagen wir, dass die Reihe >_;- fx in D’ gleichm#Big (gegen f) konvergiert.

Die Begriffe der punktweisen oder gleichméfiigen Konvergenz von Rei-
hen sind also nichts Neues gegeniiber den Funktionenfolgen. Auch die Sétze
aus Abschnitt 8.1 gelten natiirlich sinngeméf fiir Funktionenreihen. Neu ge-
geniiber der Folgenkonvergenz ist lediglich - wie schon bei Zahlenreihen - der
Begriff der absoluten Konvergenz. Definitionsgemafl konvergiert die Reihe
> fr absolut, wenn die Reihe Y | fi| konvergiert.

In Verallgemeinerung von Satz 2.8 aus Kapitel 3 haben wir das folgende
wichtige Kriterium fiir gleichm#flige und absolute Konvergenz.

2.1 Satz (Majorantenkriterium). Sei fx : D — R, ¢, € RY (k € Ny) gegeben.
Gilt

| frll < ck fiir alle k € Ny

und ist die Reihe chzo cr, konvergent, so konvergiert die Reihe Z;O:O fr ab-
solut und gleichmdfig.

Beweis. Sei e € RT. Da Y ¢ konvergiert, existiert ein ng € N mit

fir alle m > ng, p € Ny. Fiir diese m, p gilt also

m+p m-+p m+p m—+p
ka < Z|fk| < Z | fell < ch<€-
k=m k=m k=m k=m

Die Folge der Partialsummen von Y f und die Folge der Partialsummen von
> | /%] sind also Cauchyfolgen und daher nach Satz 1.1 gleichméBig konver-
gent. ]

Das Vorstehende und die Ergebnisse aus Abschnitt 8.1 wollen wir jetzt
anwenden auf den besonders wichtigen Spezialfall der Potenzreihen.
Unter einer Potenzreihe zur Stelle a versteht man eine Funktionenreihe

Z fr mit f(z) = ap(z — a)* fir x € R,
k=0

wo a € R und (ay)ken, eine Folge reeller Zahlen ist. Hier ist die folgende
ungenaue, aber bequeme Sprechweise iiblich. Man sagt
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oo
,die Potenzreihe g ap(z —a)k «
k=0

statt

,die Potenzreihe Z fre mit fi.(x) = ap(x — a)* fiir 2 € R .
k=0

Wir fragen jetzt nach der Menge aller z € R, fiir die eine gegebene Potenz-
reihe

Zak(x—a)k (2.2)
k=0

konvergiert. Auf jeden Fall konvergiert sie trivialerweise fiir z = a (es gibt
Potenzreihen, die fiir kein anderes x konvergieren). Allgemein gibt das Wur-
zelkriterium 2.10 aus Kapitel 3 Auskunft. Nach ihm ist (fiir gegebenes = € R)
die Reihe (2.2) absolut konvergent, wenn

limsup {/|an(x — a)?| = |z — allimsup {/]a,| < 1
n—oo n— oo
ist, und sie ist divergent, wenn |z — a[limsup,, ., {/|an| > 1ist.
Zur Vermeidung lastiger Fallunterscheidungen schreiben wir R := R U
{—00, 00} und definieren

—00 <y < o0 fir y € R.

Auflerdem definieren wir é =0 und % = 00, ferner y+ 00 = 0o, y —00 = —0
fiir y € R. Es sei daran erinnert, dass wir in Abschnitt 3.2 lim sup {/|a,| = oo

definiert hatten im Fall, dass die Folge ({/|an|)nen nicht beschrankt ist.
Fiir unsere gegebene Potenzreihe setzen wir jetzt

1
" limsup {/[an|
n—oo

Dann gilt also: Fiir alle z € R mit |x —a| < r ist (2.2) absolut konvergent,
fiir alle x € R mit |x — a| > r ist (2.2) divergent. Das Intervall (a —r,a + 1)
heifit daher Konvergenzintervall der Potenzreihe.

Wie steht es mit gleichmifliger Konvergenz? Sei (2.2) absolut konvergent
fiir ein xo. Fiir alle z € R mit |z — a| < |zg — a gilt dann

lar(z — a)k| < |ag||zo — al fiir k € No,

und die Reihe Y- |ay||zo — a|* ist konvergent. Nach dem Majorantenkrite-
rium 2.1 folgt, dass die Reihe (2.2) in [a — |zg — a|,a + |xo — a|] absolut und
gleichméBig konvergiert. Wir fassen zusammen:
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2.3 Satz. Zu der Potenzreihe
> ap(z—a) (2.4)
k=0

gibt es ein v € R, r > 0, so dass die Reihe (2.4) fiir |v —a| < r absolut
konvergiert und fir |x —a| > r divergiert. Die Zahl r heifit Konvergenzradius
der Reihe (2.4) und ist gegeben durch

1
r=———.
limsup {/|an|
n—oo

Das offene Intervall (a—r, a+r) heifst Konvergenzintervall der Reihe (2.4). In
jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzintervalls konvergiert die Reihe

(2.4) gleichmdfig.

Bemerkung. Achtung! Uber die Konvergenz in den Endpunkten des Kon-
vergenzintervalls wird hier nichts ausgesagt (und lift sich auch allgemein
nichts sagen). Es gibt Potenzreihen, die in keinem, einem oder beiden End-
punkten des Konvergenzintervalls konvergieren.

Ferner beachte man, dass i.a. nicht im ganzen Konvergenzintervall gleich-
méfBige Konvergenz vorliegt, sondern nur in kompakten Teilintervallen.

Beispiel.
o~ 1 4 -
Z Tm? mit einem m € Ny. (2.5)
k=1

Wegen lim,, o &/n = 1 (vgl. Behauptung 1.11 aus Kapitel 5) ist der Kon-
vergenzradius = 1. Ferner gilt:

fiir m = 0 ist (2.5) divergent in 1 und —1
fiir m = 1 ist (2.5) konvergent in —1, divergent in 1

fiir m = 2 ist (2.5) konvergent in —1 und 1.

Nehmen wir an, die Potenzreihe
(o]
Z ap(z —a)k (2.6)
k=0

habe den Konvergenzradius 0 < r < oo und konvergiere etwa auch noch im
Endpunkt a 4+ r des Konvergenzintervalls. Wir wollen zeigen, dass sie dann
im Intervall [a,a 4 r| gleichm#Big konvergiert. Der Unterschied zur friitheren
Argumentation ist, dass jetzt nicht notwendig absolute Konvergenz vorliegt,
daher ist das Majorantenkriterium nicht anwendbar. O.B.d.A. kénnen wir uns
auf den Fall a = 0, r = 1 beschrénken, der durch eine einfache Transformation
erreichbar ist.
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2.7 Satz. Ist Y -, ax konvergent, so ist Y o apz® gleichmifig konvergent
in [0,1].

Beweis. Betrachte die Restglieder b := Z‘;’;,H_l a; fiir k& € Ng. Dann ist
(br)ken eine Nullfolge, und es ist bg_1 — b = ax. Also ergibt sich fiir n > m

n n—1
g apz® = b, x™t — b2 + g bk(x’”l - xk)
k=m+1 k=m+1

Sei ¢ € RT. Es gibt ein ng € N mit |bg| < £/3 fiir k > ng. Sei jetzt m > ny,
p € N. Dann gilt fiir beliebiges z € [0, 1]

m-4+p m—+p—1
Z arz®| < o] + [brp| + Z |bg| |2+ — 2F
k=m+1 k=m+1
c c c m—+p—1
k k+1
S§+§+§ Z(l‘ — T ) <e.
k=m+1
_ Z,m+1 o :L,erp <1

Aus dem Cauchy-Kriterium 1.1 folgt jetzt die behauptete gleichméfige Kon-
vergenz. -

Aus Satz 2.7 und Satz 1.2 folgt insbesondere:

2.8 Folgerung. Ist
o0
f(z) = Z apz” fir xz € [0,1],
k=0

so ist fin [0, 1] stetig.

Eine durch eine konvergente Potenzreihe dargestellte Funktion ist also
stetig. Allgemein sagen wir, falls

flz) = Z ap(z — a)k firx € (a—r,a+7) (2.9)

mit r > 0 gilt, die Funktion f sei durch die obige Potenzreihe dargestellt,
oder sie sei in eine Potenzreihe um a entwickelt.

Wir untersuchen jetzt die Differenzierbarkeit einer derart dargestellten
Funktion. Dazu betrachten wir die durch gliedweise Differentiation von (2.9)
entstehende Potenzreihe

> ka(z —a)t (2.10)
k=1
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Wegen limsup,,_,, ¥/(n+ 1)|an4+1]| = limsup,,_,., V/|an| hat sie denselben

Konvergenzradius wie (2.9). In jedem kompakten Teilintervall des Konvergen-
zintervalls (a — r,a + 1) ist also (2.10) nach Satz 2.3 gleichméBig konvergent;
aus Satz 1.3 folgt daher die Differenzierbarkeit von f und die Konvergenz
von (2.10) gegen f’. Auf f’ kann man natiirlich wieder denselben Schlufl
anwenden, usw. Auf diese Weise erhalten wir den folgenden Satz:

2.11 Satz. Se:
f(x):Zak(xfa)k firze (a—rya+r)

mit positivem Konvergenzradius r. Dann ist f beliebig oft differenzierbar, und
firn € N gilt

o0

FO @)=Y k(k = 1)+ (k —n+ Dag(x - a)*~",

k=n
wobei die rechts stehende Reihe denselben Konvergenzradius r hat. Speziell
151

_ /")

n!

an

Die letzte Aussage zeigt insbesondere, dass zwei verschiedene Potenzrei-
hen (zur selben Stelle a) nicht dieselbe Funktion darstellen kénnen. Mit an-
deren Worten: Aus

Zak(x —a)k = Zbk(x —a)*
k=0 k=0

mit Konvergenz in einem Intervall um a folgt ay, = by, fiir k¥ € Ny (Eindeutig-
keitssatz fiir Potenzreihen).

Taylorreihen

Wir haben eben gezeigt: Wenn die Funktion f durch eine (in einer Umgebung
von a konvergente) Potenzreihe um a dargestellt wird, so ist diese gegeben
durch

x4k (g
o =3 50

Hier sei kurz an Abschnitt 6.3 erinnert: Ist f in einer Umgebung von a beliebig
oft differenzierbar, so hatten wir die Reihe
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als die Taylorreihe von f zur Stelle a bezeichnet. Wenn also f iiberhaupt
durch eine Potenzreihe um a dargestellt werden kann, dann nur durch die
Taylorreihe. Im konkreten Fall kommt es also darauf an, den Konvergenz-
radius der Taylorreihe zu ermitteln. Ist er positiv, so folgt aber allein daraus
noch nicht, dass die Taylorreihe gegen die Funktion konvergiert, wie ein Bei-
spiel in Abschnitt 6.3 zeigte. Um zu zeigen, dass eine gegebene Funktion
im Konvergenzintervall wirklich durch ihre Taylorreihe dargestellt wird, mufl
man also entweder zeigen, dass das Restglied gegen Null konvergiert, oder,
falls dies nicht gelingt, auf andere Weise schliefen. Hierfiir im folgenden ei-
nige Beispiele. Fiir die Abschitzung des Restgliedes haben wir die durch die
Taylorformel gegebenen Darstellungen zur Verfiigung: Wird

") (g
f@) =S L@ R ()

k!
k=0

gesetzt (und ist f auf einem Intervall definiert), so gilt nach Satz 3.2 aus
Kapitel 6

(n+1) (¢
Ru(e) = 1 gy

(n+1)!
mit einem (von n und z abhingenden) ¢ zwischen a und x, und nach Satz
3.3 aus Kapitel 7 gilt

T

/ FOFU@) (2 — )™ dt.

a

1
Ryii(x) = !
In manchen, aber nicht in allen Fillen kann man hiermit die gewiinschte
Konvergenz der Taylorreihe gegen f zeigen.

Wir wollen als Beispiele die Taylorreihen fiir einige der im Kapitel iiber
spezielle Funktionen betrachteten Funktionen untersuchen. Fiir die Funktio-
nen exp, sin, cos wurde (fiir a = 0) bereits frither gezeigt, dass das Restglied
gegen Null geht.

Wir betrachten die Logarithmus-Funktion. Als Entwicklungsstelle kommt
nur ein Punkt des Definitionsbereiches R in Frage. Wir withlen a = 1. Fiir
f = In beweist man leicht durch vollstdndige Induktion

fP) = (D) 'k -1la™,  (keN)
speziell f*)(1) = (=1)*=1(k — 1)!. Die Taylorreihe zur Stelle 1 lautet also

o k—1
> % (z — 1)
k=1
Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offenbar 1; sie stellt also in (0,2)
eine Funktion g dar. Eine Abschétzung des Restgliedes st683t auf Schwierigkei-
ten: Da man nichts iiber ¢,, weif}, kann man nicht ausschliefen, dass ¢, = 1/2
fiir alle n ist. Wegen
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(1" (2= 1!

Rpyi1(x) = ntl ot
n

wiirde dann aber fiir 0 < z < 1/2 gelten:

r—1

\>1,
Cn

also R,41(x) # 0. Man kann aber auf andere Weise leicht zeigen, dass ¢ in
(0,2) mit der Funktion In iibereinstimmt. Dazu differenzieren wir die Funktion
In —g: Es ist

oo

/ / _l_ _ —133_ —l_l_ 1 —
lnx—g(m)—z ;( DE Yz — 1)k = 1+(1:71)_0'

Die Funktion In —g ist also in (0,2) konstant; da sie an der Stelle z = 1 gleich
Null ist, ist sie iiberall Null. Damit ist

N

lnm:Z

k=1

(x —1)* fir z € (0,2)

gezeigt. Die rechts stehende Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium
auch fir x = 2. Da die dargestellte Funktion nach Folgerung 2.8 (passend
transformiert) in 2 noch stetig ist, stimmt sie dort mit In2 {iberein. Wir
konnen das Ergebnis auch in der Form

n(l+x) Z fir —1<x<1
k=1

schreiben.
Wir wollen diese Gleichung fiir || < 1 noch auf andere Weise herleiten.
Es ist

In(1+x) = /mdt /Z

Die geometrische Reihe > 7 ((—t)* ist nach dem Majorantenkriterium fiir
t € [—|z|, |z|] gleichméBig konvergent; nach Satz 2.4 aus Kapitel 7 darf man
also gliedweise integrieren und erhélt

1+z) Z/ t)edt = [(k+1 ] i

k=07, k=1

Speziell haben wir die hiibsche Formel
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111 2 == 1 + + e

Zur numerischen Berechnung ist diese Reihe aber ungeeignet; besser konver-
giert die Taylorreihe der Funktion

1+«
11—z

In

zur Stelle 0. Man bekommt sie aus

1
n = =1In(1 +2) ~ (1 - 2)
$2 $3 {E4 I’z 93‘3 1‘4
ety ot (”"234 )
3 5
2<x+:53+:£5+ ...... > fiir |z| < 1.

Als n#chstes Beispiel betrachten wir die Funktion f = arctan, die wir in eine
Potenzreihe um 0 entwickeln wollen. Zur Berechnung der n-ten Ableitung an
der Stelle 0 kann man den Ansatz

P, (x)

() () = _2n(®)

machen und findet fiir P,, eine Rekursionsformel, aus der sich herleiten 148t,
dass

FEI0) =0, FEEV() = (~1)" (2n)

ist. Die Taylorreihe der Funktion arctan lautet also
$S 0
poars 2k +1

Der Konvergenzradius ist offenbar 1. Sei f die in (—1, 1) dargestellte Funkti-
on. Es gilt

(oo}

1
fl(z) = Z(—l)kx% “ii2- arctan’ ,
k=0

ferner f(0) = 0 = arctan0. Also ist f(x) = arctan . Wir haben also

; z3 n > 27
arctanr = — — + — — — +...
3 5 7
v (VP i -
= E 2 1” in (—1,1).

=0
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Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe auch fir x = 1 und
x = —1. Nach Folgerung 2.8 ist die dargestellte Funktion dort stetig, stimmt
also mit der Funktion arctan iiberein. Speziell haben wir tan § = 1, also
arctan 1 = 7, somit

s 1 1 1 1

4 3 * 5 7 +
Auch diese Reihe konvergiert aber zu langsam, um fiir numerische Rechnun-
gen brauchbar zu sein.

Als letztes Beispiel wollen wir die allgemeine Potenz = +— x® betrachten.
Als Entwicklungsstelle wiahlen wir ebenfalls 1, aber es schreibt sich bequemer,
die Funktion z +— (1 + z)® zu nehmen und um 0 zu entwickeln. Fiir f(z) =
(1+2z)* (z > —1) berechnet man

fP@)=al@—1)(a—k+ 1)1 +z)*F

Zur iibersichtlicheren Schreibweise wollen wir wie frither den Binomialkoeffi-

zienten (Z‘) erklidren durch

Cﬁ ala—1)--(a—k+1)

k)T !

Dann ist die Taylorreihe der Funktion f zur Stelle 0 gegeben durch

> (5)
k=0
Im Fall a € Ny sind fast alle Koeffizienten 0, es liegt also ein Polynom vor.
Wir setzen jetzt o ¢ Ny voraus.
Aus dem Quotientenkriterium 2.9 aus Kapitel 3 folgt sofort, dass der

Konvergenzradius gleich 1 ist. Die Reihe stellt also in (—1,1) eine Funktion
g dar. Setzen wir

= ﬂ ur — T
h(zx) := 0+ f l<z <1,
so gilt
W (z) = g (x)(1+2)* — g(x)a(l + )t _ g (@) (1+z)— ag(x).

(14 z)2e (14 x)ot!

Nun ist



170 8 Funktionenreihen

Il
E
INNgE
—N
N
o
+ e
—_
N———
=
+
=
_|_
N
> Q
N—— ~
5
——
8]
e

also h’ = 0 und daher h = const. Wegen h(0) = 1 folgt

(l—i—x)o‘:Z(Z)xk fir —1<z<l

k=0

Man nennt diese Reihe auch die ,,binomische Reihe“. Das Konvergenzverhal-
ten an den Stellen 41 ist etwas schwieriger zu beurteilen:

Bemerkung. Sei a € R\ Ny. Die binomische Reihe Y07 o (%)™ ist fiir

n=0 \n
‘ nzx=1 ‘inx:—l
a >0 |konvergent|konvergent

—1 < a < Olkonvergent| divergent
a < —1 | divergent | divergent

8.3 Fourierreihen

Ein wichtiger Typ von Reihenentwicklungen wird gegeben durch die Fourier-
reihen. Fourier war Physiker, und wir wollen zunéchst kurz die physikalische
Fragestellung, bei deren Behandlung Fourier (1807) erstmals die heute nach
ihm benannten Reihen verwendete, heuristisch erldutern.

Fourier befafite sich mit Problemen der Wérmeleitung in homogenen Me-
dien. Als besonders einfaches (idealisiertes) Wirmeleitungsproblem betrach-
ten wir einen geraden Stab der Lénge [, den wir als ,,unendlich diinn“ anneh-
men. Seine Punkte kénnen also durch eine Koordinate = beschrieben werden,
die das Intervall [0,!] durchlduft. In diesem Stab herrsche an der Stelle z zur
Zeit t > 0 die Temperatur T'(z,t). Wir nehmen an, die beiden Enden des
Stabes wiirden von auflen stdndig auf der Temperatur Null gehalten, und
im tibrigen sei der Stab vollkommen isoliert. Zur Zeit ¢t = 0 herrsche eine
bekannte Temperaturverteilung, gegeben durch eine Funktion f : [0,{] — R.
Von der Temperaturverteilung T'(x,t) ist also bekannt, dass

T(x,0) = f(x) fiir z € [0,1]
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und
T(O,t) = T(l,t) =0 firt>0

ist. Im Lauf der Zeit werden sich nun auf Grund der Wérmeleitung die Tem-
peraturunterschiede ausgleichen. Die Frage ist, welche Temperaturverteilung
zu einer Zeit ¢ > 0 herrscht, also wie man die Funktion T'(x,¢) aus der An-
fangsverteilung T'(x,0) berechnen kann.

Physikalische Grundannahmen und Uberlegungen fithren zu der Folge-
rung, dass die Funktion 7' (unter, wie iiblich, geeigneten Differenzierbarkeits-
annahmen) der partiellen Differentialgleichung

oT 0T

ot _“ax2

geniigen muf}, wobei u > 0 eine Materialkonstante ist. Wir stellen nun
zunéchst die Frage der Anfangsverteilung zuriick und suchen allgemeiner eine
Losung ¢ : [0,1] x [0,00) — R des Problems

Oy D¢ B B

Um spezielle Losungen zu finden, kann man untersuchen, ob es Losungen der
Form

p(@,t) = h(t)g()

gibt (,,Separationsansatz®, ,, Trennung der Verdnderlichen*). Hierzu muf} we-
gen

2
% Kol 0L =nng' (@)

also

sein. Da die linke Seite nicht von x und die rechte nicht von ¢ abhéngt, handelt
es sich um eine Konstante c¢. Somit werden wir auf die Gleichungen

W(t) = ch(t),
ug” () = cg(x)
gefiihrt. Die erste Differentialgleichung 148t sich sofort losen:
h(t) = be

mit einer Konstanten b. Bei der zweiten ist die Randbedingung
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g(0) =g(l) =0

zu beriicksichtigen. Es liegt daher der Ansatz g(x) = sinaz nahe. Die Dif-
ferentialgleichung ist erfiillt, wenn al = k7 mit ganzzahligem k ist. Fiir die
Konstanten ergibt sich also
km k22
a=—, c=—

l 2

Insgesamt erhalten wir, dass bei beliebigem k£ € N durch

k22 k
oz, t) = bked et sin $
mit by = const. eine Losung des Problems (3.1) gegeben ist.
Natiirlich kann hierdurch i.a. noch nicht die gesuchte Temperaturverteilung
T(x,t) gegeben sein, denn es sollte ja T'(x,0) eine vorgeschriebene Funktion
f(z) sein. Wir erhalten aber

krx
wr(z,0) = by sin -
also fiir jedes k eine sehr spezielle Funktion.
Nun beachte man aber, dass unser Problem ,linear* ist. Dies hat zur

Folge, dass die Summe von Losungen auch eine Loésung ist, also ist durch

k272 kmx

pla,t) =Y pule,t) =Y bre @ fsin
k=1 k=1

(n € N) ebenfalls eine Losung gegeben. Fiir diese Losung ist

kmx

n
0) =3 by sin —=
ol = S bysin 7

und im allgemeinen wird es immer noch nicht méglich sein, die Zahl n und
die Koeffizienten by so zu wéhlen, dass ¢(x,0) = f(z) ist. Hier setzt nun
Fouriers entscheidende (und damals kiithne) Uberlegung ein. Er geht davon
aus, dass man die weitgehend willkiirliche Funktion f durch die unendliche
Reihe

> k
Z by, sin %m
k=1

darstellen kann, wenn man die Koeffizienten by geeignet bestimmt. Alsdann
setze man

k272 kmx

T(x,t):=» bre fsin ==
k=1
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Wenn die obere Reihe fiir jedes x € [0, 1] absolut konvergiert, dann nach dem
Majorantenkriterium auch die untere. Die , Anfangsbedingung” T'(z,0) =
f(z) (fir z € [0,1]) und die ,Randbedingung* 7'(0,t) = T'(l,t) = 0 (fiir
t > 0) sind dann erfiillt. Falls es erlaubt ist, die Reihe gliedweise zu dif-
ferenzieren (einmal nach ¢, zweimal nach z), erhélt man, dass T auch der
vorgeschriebenen partiellen Differentialgleichung geniigt. Das Problem der
Temperaturverteilung ist damit als gelost anzusehen.

Der springende Punkt bei dieser Argumentation ist natiirlich die Frage,
ob es moglich ist, eine gegebene Funktion f : [0,{] — R mit f(0) = f(I) =0
darzustellen als Reihe der Form

kmx

flz) = i by, sin -
k=1

Mit einer Variante dieser Fragestellung befassen wir uns im folgenden. Es
bedeutet dabei keine Einschrankung der Allgemeinheit, | = 7 anzunehmen.
Andererseits soll die Voraussetzung f(0) = f(I) = 0 fallengelassen werden,
und wir fragen allgemeiner nach der Entwicklungsmoglichkeit in Reihen der
Form

o0
% + ;(ak cos kx + by sin kx).

Es ist bequem, Funktionen zu betrachten, die auf ganz R definiert sind. Wenn
eine solche Funktion durch die obige Reihe dargestellt wird, ist f(x + 27) =
f(z) fir x € R. Funktionen mit dieser Eigenschaft nennen wir 2m-periodisch.

Wir nehmen nun an, fiir eine gegebene Funktion f : R — R existiere in
der Tat eine Darstellung der Form

ag = .
flz) = > + ;(ak coskx + by sinkz), z €R,

wobei die Reihe sogar gleichméfig konvergent sei. Dann lassen sich die Ko-
effizienten ay, by folgendermaflen berechnen. Multiplikation mit cos ma und
Integration iiber [0, 27r] (beachte, dass f wegen der gleichméfiigen Konvergenz
stetig ist) ergibt

2

/ f(x) cosma dx

0
2m 2m

oo
- %/COszder/Z(ak cos kz + by, sin kx) cos ma dz.
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Die rechts stehende Reihe ist ebenfalls gleichmiifiig konvergent (ndmlich gegen
f(z) cosma; beachte ||fg|l < [fIllgll), darf also nach Satz 2.4 aus Kapitel 7
gliedweise integriert werden. Es ist also

2T

/ f(z) cosmaz dx

0

27 27 27
ap = .
=5 cosmz dr + Z ap | coskxcosmzxdx + b | sinkx cosmax dx
0 k=1 0 0
Nun findet man leicht durch partielle Integration:

2 2
/coskxcosmxda:z/sinkxsinmmdmzo fir k #m
0 0
27
/sin kx cosmxdx =0,
0
27 27
/COS2]€1‘da)‘=/Sin2kde:ﬂ' fir k> 1.
0 0

Damit erhalt man

2m

1

ap = f/f(x) cos kx dx fiir £ € No.

T
0

Ganz analog beweist man
1 27
bsz/f(x)sink‘xdx fir k e N.
T
0

Man bezeichnet nun ganz allgemein fiir jede 2m-periodische Funktion f und
fiir k € Ny die Zahlen

27
1
ai = — [ f(x)coskzdx,
™
0
1 27
b = — /f(m) sin kx dzx,
T
0

(k € Np) falls diese Integrale existieren, als die Fourierkoeffizienten von f
und nennt die Funktionenreihe
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oo
C%O + ;(ak cos kx + by sin kx)

die Fourierreihe von f. Dabei ist (analog wie bei Taylorreihen) nichts dariiber
ausgesagt, ob diese Reihe iiberhaupt (und fiir welche z bzw. in welchem
Sinne) konvergiert und ob sie im Konvergenzfall gegen f(z) konvergiert. Die
Beantwortung dieser Fragen erfordert eingehendere Untersuchungen.

Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir aber die hier sehr zweckméafiige
komplexe Schreibweise einfiihren. Es ist ja

, . 1. . .
e = cosx +isinz, cosar=§(ew—|—e ), smacz;(em—e .
i

Damit ergibt sich fiir k € Ny

ay coskx + by sinkz = ay, - 5(6““’ + e~ tkTy _ by - %(e”m — e_”m)

1 . 1 .
= 5(% — iby)ehT 4+ i(ak + ibk)e_’km

_ Ckezk:z + c,ke_””

mit
1 ) 1 .
cr 1= §(ak — iby), C_f = 5(% + ibg),

also firn € N

n

ao .
5 + ;(ak cos kx + by sin k)

=co+ (Ckeik:v -I-C,keiika:)

Die Folge (Zzzfn ckeik’”)neN kiirzt man ab mit
o0
Z Ckeika:'
k=—o0
Dies ist also ebenfalls die Fourierreihe von f, nur in komplexer Schreibweise.

Es ist weiter zweckméifig, auch komplexwertige Funktionen f : R — C
zuzulassen. Jede solche Funktion 148t sich eindeutig darstellen in der Form
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f = u + iv mit reellen Funktionen u,v. Man definiert dann (falls u und v,
eingeschriankt auf [a, b], Regelfunktionen sind)

b b b
/f(a:) dx 5=/u(x) dm—i—i/v(a:) dz.

Mit dieser Konvention ist fiir k > 0

1 )
C = i(ak — Zbk)

2
1
= %/f(x)(cosk‘x —isinkx) dz
0
2
1 —ikx
=— [ f(z)e dz
2m
0
und
1 2
c—r = = (ar +iby) = —/f(x)e“m dx,
i
0
somit
1 27
crp = %/f(x)e*i}” dx fir k € Z.
0

Wir wollen hier auch komplexwertige Funktionen f zulassen, erkldren dann
die Fourierkoeffizienten ¢, von f durch diese Gleichung (falls die Integrale
existieren) und nennen die Reihe

[eS)
§ Ck ezkm

k=—o00
die Fourierreihe von f.

Die Konvergenztheorie der Fourierreihen wird dann besonders einfach
und {ibersichtlich, wenn man nicht nach der (i.a. selbst bei stetigen reellen
Funktionen nicht vorliegenden) punktweisen Konvergenz fragt, sondern nach
Konvergenz in einem schwécheren Sinne. Mit dieser auch fiir Anwendungen
wichtigen Konvergenz wollen wir uns hier befassen.
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Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir betrachten die Menge V' der Funktionen f : R — C mit f(z+27) = f(x)
fir z € R und der Eigenschaft, dass Real- und Imaginérteil von f, einge-
schrinkt auf [0, 27], Regelfunktionen sind. Offenbar ist V' (mit den {iblichen
Verkniipfungen) ein Vektorraum iiber C.

Definition. Fiir f,g € V sei

2T

(19) = 57 [ f@g@ e

0
Die komplexe Zahl (f, g) heiit das Skalarprodukt von f und g.

3.2 Satz. Die Abbildung {-,-) : V x V — C hat die folgenden Eigenschaften
(fir f,g,h €V und X € C):

(1) {f 49,0 = (f, ) + (g,

(
(2) (frg+h)=(f.9) + ([, )
(3) (Mf,9) = Xf,9)
(4) (f:29) =X/, 9)
(5) (9, 1) = (f.9)
(6) <f, f) >0 (dh. (f, f) ist reellwertig und nichtnegativ)
(7) {f.9)> < {f. f)(9.9)
(8) VF+9.f+9) <V{EH+V{g9)-

Beweis. (1) — (6) folgen unmittelbar aus der Definition; bei (6) beachte man
= |f|* > 0. Wegen (6) sind die Wurzeln in (8) im Reellen erklrt.

(7) Nach (6) gilt fur f,ge Vund A e C

(f+Xg, f+Ag) >0,

also unter Verwendung von (1) — (5)

(F, 1)+ X[, 9) + Mf. 9) + Mg, 9) > 0.

Ist (g, g) # 0, so kann man

yo _f9)
(9.9)
einsetzen und erhilt die behauptete Ungleichung. Ist (g, g) = 0, so setze man

A = —n(f,g); es folgt [{f,g)|> < 1/2n(f, f), also (da n € N beliebig ist)
Il <0=(f f)g,9)
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(8) Aus (7) folgt

Re(f,g9) < [{f,9)| < V[, F)(9,9),

also
(fHg.f+a) =D+ {9+ {9+ {99
= (f, f) +{9,9) +2Re(f, 9)
<(f, ) +4{9,9) + 2/ ([, ){9,9)
- (VTP +Vaa) -
woraus (8) folgt. L]

Definition. Fir f € V ist

[fll2 := V£, £)
die Lo-Norm oder Hilbert-Norm von f.

Die Ungleichungen (7) und (8) aus Satz 3.2 schreiben sich damit in der
Form

Kol < (I f1l2llgll2
(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und

I+ gl < £z + llgll2;

letzteres ist die Dreiecksungleichung fiir die Lo-Norm. Fiir die Ly-Norm gilt
auch ||[Af]l2 = |A| | fllz und || f]l2 = 0 fiir f = 0. Allerdings folgt aus || f|l2 =0
nicht, dass f die Nullfunktion ist.

Wir erinnern uns daran, dass wir schon frither Konvergenz im Sinne einer
Norm erklart hatten, und definieren:

Definition. Seien f, f,, € V (n € N). Die Folge (f,)nen heiit konvergent im
quadratischen Mittel (oder konvergent in der Lo-Norm) gegen f, wenn

T [[f ~ full2 =0

ist.

Die Bezeichnung ,,im quadratischen Mittel“ ist naheliegend wegen
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2
15 = 5l = 57 [ 1£() = fulo)? do
0

der rechts stehende Ausdruck 148t sich als Mittelwert der quadratischen Ab-
weichung von f und f, ansehen. Man beachte, dass eine im quadratischen
Mittel konvergierende Funktionenfolge nicht punktweise konvergent zu sein
braucht.

Wir betrachten jetzt speziell die durch
ikx

ep(z) =€

definierten Elemente e, € V' (k € Z) und berechnen (eg, €,,,). Nach Definition
ist

27 o
L[ ik ime 1 [,
<€k,6m> [ — /ezkxezmx der = — /ez(kfm)x da
2m 27
0 0
1 2m o
=5 /cos(k—m)xd:ﬂ—i—i/sin(k—m)xdx
™
0 0
)1 fir k = m,
T lo fiir k£ m.

Allgemein nennt man zwei Elemente f,g € V mit (f,g) = 0 orthogonal, und
eine Folge (bg)kez in V heifit Orthonormalsystem, wenn

1 fir k=m
<bkvbm> = ..
0 fir k #m

ist.

Im folgenden sei jetzt zuniichst ein beliebiges Orthonormalsystem (bg)xez
gegeben. Ist f € V| so nennt man die durch

cr = (f, br)

definierten komplexen Zahlen die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des
gegebenen Orthonormalsystems. Die frither definierten speziellen Fourierko-
effizienten sind also genau diejenigen beziiglich des speziellen Orthonormal-
systems (ey)rez- Die Reihe

Z Ckbk

kEZ
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nennt man die Fourierreihe von f beziiglich des Orthonormalsystems (by)rez.

Sei jetzt f € V gegeben, und seien a_,,, . . . , a,, beliebige komplexe Zahlen.
Wir wollen

Hf— > by

berechnen und aus dem Ergebnis wichtige Folgerungen ziehen. Es ist (Sum-
mation jeweils von —n bis n)

Hf—ZakkaZ = <f_zakbk7f_zajbj>
Zak bk, Za] f7 <Zakbk,2aj >

2

und
<Zakbk’zajbj> Zak@] bi, b; Zakak

Ferner ist

>l — anl = (ex — an) (@ — aF)
=D onlk — ) aklh — ) @ick + ) .

Damit ergibt sich

7= S onbal[s = 1708 3 lenl? + 3 e — e

Hieran lesen wir folgendes ab:

(1) If = Xr__, arbgl|3 wird genau dann minimal, wenn ay = ¢ fiir
k = —n,...,n) ist. Dies ist also eine Charakterisierung der Fourierko-
effizienten durch eine Extremaleigenschaft: f wird durch eine Linearkom-
bination der Vektoren b_,,, ... b, im Sinne der Ls-Norm genau dann am
besten approximiert, wenn man als Koeffizienten die Fourierkoeffizienten
wéhlt.

(2) Wéhlen wir jetzt oy = cg, so lautet die obige Gleichung

I3 = D lel® = Hf Z Ckbk

k=—n k=—n

)
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und dies ist > 0. Es folgt die Konvergenz der Reihe Y 7o
Ungleichung

lex|? und die

— 00

oo

Y e < IF115-

k=—oc0
Genau dann gilt hier das Gleichheitszeichen, wenn

n

f= Z Crbk

k=—n

lim =0
n—oo

ist.

Wir fassen die erhaltenen Ergebnisse zusammen und ergénzen sie durch einige
neue Bezeichnungen.

3.3 Satz. Sei (by)rez ein Orthonormalsystem in V, sei f € V, und seien
ck = (f,br), k € Z, die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des Orthonor-
malsystems (b )kez. Dann gilt

Z lex|? < |If1I3 (Besselsche Ungleichung).

k=—o0

Die Fourierreihe von f konvergiert genau dann im quadratischen Mittel gegen
f, d.h. es gilt

nh—>Holo f- Z cebr|l =0,
k=—n 2
wenn
Z lek)? = || fII3 (Parsevalsche Vollstindigkeitsrelation,) (3.4)
k=—o00

gilt. Das Orthonormalsystem (by)kez heifit vollstindig, wenn (3.4) fir jedes
f eV gilt.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen kehren wir zum speziellen Ortho-
normalsystem (ey)rez zuriick und zeigen:

3.5 Satz. Das Orthonormalsystem (eg)rez ist vollstindig.

Fiir jede Funktion f € V konvergiert also die Fourierreihe

oo
§ Ck ezkx

k=—o00



182 8 Funktionenreihen

mit
27
— 1 f( ) 7ikzd
=5 T)e x
0
im quadratischen Mittel gegen f(z), d.h. es ist
2T n 2
: o ikx _
nl;ngo flx) kz cre drx =0
0 =—n

oder, anders geschrieben,
lim [|f — Su[f]]l2 =0,
n—oo

wenn wir (wie auch im folgenden) mit

Snlf] = Z cpett®

k=—n

die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f bezeichnen. Nach Satz 3.3 ist die
Konvergenz der Fourierreihe gleichwertig mit (3.4), oder anders geschrieben
mit

00 27
> laP =5 [P de (36)
k=—o00 0

Zum Beweis von (3.6) nehmen wir zunéichst f von einer sehr speziellen Gestalt
an. Sei 0 <a <b <27 und

1 fira <z <b,
0 fir0<z<aundb<zx<2m,

f(@) = Xap (2) = {

im iibrigen sei f(z 4 27) = f(z). Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten von
f erhalten wir
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also
o2 = 1—cosk(b—a)
Gl = 2m2k?2
Somit ist
= o, (b—a)? 1 =1 1 < cosk(b—a)
Dol =t m) m o E )
k=—o0 k=1 k=1

Zur Berechnung der letzten Summe folgt eine lingere Zwischenrechnung.

Behauptung.

o0 .k _
;Slnk$:w2x fiir 0 < z < 2.

Beweis.

k=1 k=—n k=0
. . 1 ) 1
Cimt 62(2n+1)t -1 B ez(n+5)t _ 671(n+§)t

ot —1 et — e 3t

sin(n+ 3t

)

1
sin 515
also

i sinfn+ L)t 1
Zcoskt: (712> — 5
Pt 2sm§t

Integration von 7 bis x ergibt

x
n

Z sinkr / sin(n + §)t P
= — - .
— k J 2sin 5t 2

Fiir n — oo konvergiert das Integral gegen 0, da die reellen Fourierkoeffizien-
ten einer Regelfunktion wegen der Besselschen Ungleichung gegen 0 konver-
gieren. L]

Behauptung. Fiir § € (0,7) ist die Reihe Y -, sin kz/k gleichmiBig kon-
vergent in [d, 27 — .
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Beweis. Setze

n

k=1

Sn(x) := Zsin kx =Im (Z e““”) .
k=1

Fir 6 <z <27 —§ gilt

|sn (@)

IN

IN

Fiir m > n > 0 folgt

sin kx
2

k=n

= "5
Slni

Zezk:v :’67,:6‘ e, ‘
e —1
k=1
2 1
— == < —5.
e% _ 6_121 sm§ 51115
sip(x) — sp—1(x)
k
1 1 N Sm(x)  sp_1(x)
k k41 m+1 n
1 1 1 1 2
- — + o) =—
n m+1 m+1 n nsin S

2

Nach dem Cauchy-Kriterium 1.1 folgt die gleichméfige Konvergenz.

Behauptung.

oo
cos kx

k2
k=1

<

Beweis. Setze F(z) := > po, coskxz/k?. Diese Reihe ist nach dem Majo-
rantenkriterium gleichméflig konvergent. Fiir beliebiges § > 0 ist die Reihe
— > i sinkx/k auf [6, 2 — §] nach der 2. Behauptung gleichméBig konver-

Tr—T 2 7T2
2 12

gent. Nach Satz 1.3 und der 1. Behauptung folgt

2
also F(z) = (x;ﬂ-) +c.

2

Nun ist

0

)

3

F(z)dx = T+ 27e,

6

und dies ist andererseits nach Satz 2.4 aus Kapitel 7

fir z € [0, 27].
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2w 00 1 5o 1 27
cos kx
:/ dezzﬁ/coskxdxzo.
0 k=1 k=1 0
Also ist ¢ = 77{—;, womit die 3. Behauptung bewiesen ist. ]

Jetzt kénnen wir unsere oben begonnene Rechnung fortsetzen und erhal-
ten

> b-—a)? 1 72 1 (b—a-=n\" 1 =2
S el = N e A s
472 2 6 w2 2 w2 12

b —

_ a _ 2
=2t

Die Gleichung (3.6) ist fiir diese spezielle Funktion f also bewiesen.

Nun sei f : [0,27] — R eine Treppenfunktion. Dann gibt es endlich viele
Funktionen f1,..., f der oben betrachteten Art und reelle Zahlen aq, ..., a,
mit f = Z;Zl «; fj. Allgemein sei mit S, [g] die n-te Partialsumme der Fou-
rierreihe von g bezeichnet, also

g(x)e e da.

R
=
—
8
=
I
o)
ol
&
)
.
B
8
o)
Enl
&
Il
o
\:.”

Dann gilt
1 = Sulflle = || Y- asds = D auSal|
j=1 j=1

<N lajlilfy = Salfilla =0 firn — oo
j=1

nach dem bereits Bewiesenen und Satz 3.3.

Schliefllich sei f : [0,27] — R eine Regelfunktion. Zu ¢ € RT existiert
eine Treppenfunktion ¢ auf [0, 27] mit |f(x) — ¢(x)| < &/2 fiir € [0, 27]. Fiir
g := f —t folgt

n £ 2
lo — Sulalld = lgl3 — > lesloll® < gl < (5) -
k=—n

Nach dem bereits Bewiesenen existiert ein ng € N mit ||t — S, [t]]|2 < €/2 fiir
n > ng. Fiir n > ng gilt also

I1f = Sulflll2 < lg = Sulglllz + It = Sult]]l2 < % i g —
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Somit ist
lim [|f — S,[f]l[2 = 0.
n— o0

Die Ausdehnung auf f € V ist jetzt trivial und wir haben (3.6) fiir alle f € V
bewiesen.

Gegeniiber der Konvergenz im quadratischen Mittel ist die Beurteilung
der punktweisen Konvergenz einer Fourierreihe wesentlich schwieriger. Selbst
fiir stetiges f braucht die Folge (S,[f])nen der Partialsummen der Fourier-
reihe von f nicht punktweise gegen f zu konvergieren. Erstaunlicherweise gilt
aber, dass die arithmetischen Mittel dieser Partialsummen sogar gleichméfig
gegen f konvergieren, wie der folgende Satz zeigt.

3.7 Satz (Fejér). Ist f : R — R 27w-periodisch und stetig und wird

aalf] = (Solf]+ -+ Sual)

gesetzt, so konvergiert die Folge (on[f])nen gleichmdfig gegen f.

Beweis. Es ist

27
n 1 ) )
§ %/f(t)e—zkt dt ezkm
0

k=—n

2
1 Sy
27/f(2(:) Z elk(m—t) dt
7

0

k=—n

27
_ %/f(t)Dn(m—t) dt
0

1 s
o / flx—t)D,(t)dt [Substitution und Periodizitét]
I

mit
n

D, (z) = Z etk

k=—n

Wir bemerken

[N}
Y|
-
3
—
&
U
8
I
~
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und

(eim o 1)Dn(x) _ 6i(nJrl)z - efinx.

Multiplikation mit e~ 2 ergibt
si(n +
Dy(a) = 220 2)
Sin 3
Setze
Fn (DO + - + Dn 1)
dann ist
27
1
/Fn(x) der =1
21
0
und
1 " sin(k + L)z
F _ 2
n(®) n Z sin
k=0
Aus
n—1 n—1 6inz 1
i+ _ % L
- emT _ _ cosnr — 1 +isinnz
76%76_% N 2isin%
folgt
n 2 nx
1 — cosnx sin” &
in(k+ He = = 2
D sin(k+ g)r = 5 = e
also
1 /sin 22\ 2
o=+ (57)
n \ sin 3
was insbesondere F),(z) > 0 impliziert. Nun ist
ey | 12t g
i) =3 sl =1 3 5 / ©— t)Dy(t) dt
k=0 k=0

187
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also

() = onlfl(@)]

2m

- %/Fn(t) dt - f(z) — %/f(x—t)Fn(t) dt
g 0

<5 [ 10— 0~ f@)Fate) dt

Zu gegebenem € > 0 existiert ein § > 0 mit § < 7 und
[fz—t)— flx)|<e  fir [t] <9,
da f nach Satz 3.5 aus Kapitel 4 gleichméfig stetig ist; ferner ist
lflx —t)— f(x)| <M fiir alle z und ¢

mit passendem M. Es folgt
[ 15 == s@lF 0 d

- / @ —t) — f(@)|Falt) dt + / o — 1) — f(@)| Falt) de

[t]<d [t|>6

. 2
1 [sinZt M 2
§527r+M/[, f} dt < et ———
n | SIin 5

tos 3 n (Sin 5)2

Fiir n > ng mit passendem ng ist der letzte Summand kleiner als € 27, also
ist |f(z) — on[f](x)] < 2¢ fiir n > ng. m

Wir wollen an den Satz von Fejér noch zwei Bemerkungen anfiigen.
Zunéchst soll noch einmal kurz das Wesen der dort verwendeten Summie-
rung herausgestellt werden. Fiir eine Reihe

00
k=0

bildet man die Mittel der Partialsummen, also
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_sos it tsa
" n+1
ap+(ap+a1)+(ap+ar+a2)+---+(a+a+--+ay)
n+1
n—1 1

n+1a1+n+1a2+“'+n+1

k=0 n+

Gegeniiber der Bildung der Partialsumme Y, _, a, werden hierbei also die
Summanden aj; mit Gewichten versehen, die von n abhéingen und mit &
abnehmen.

:a0—|—

Qp

Sodann wollen wir darauf hinweisen, dass man aus dem Satz von Fejér
leicht einen wichtigen Satz iiber die gleichméfiige Approximierbarkeit stetiger
reeller Funktionen durch Polynome herleiten kann.

3.8 Satz (Approximationssatz von Weierstrafl). Sei g : [a,b] — R stetig und
€ > 0. Dann existiert ein Polynom P mit

lg(z) — P(x)| <e fir alle x € [a,b].

Beweis. O.B.d.A. sei a = —1 und b = 1. Setze

fle) :=g(cosp)  fir —m<p<m

und ergénze f zu einer 2m-periodischen Funktion. Wegen f(—m) = f(m) ist
f stetig. Nach dem Satz von Fejér existiert ein n € N mit

|f(¢) —onlfl(p)| <e  fiir alle p € R.
Die reelle Fourierreihe von f ist von der Form
a o0
fle) ~ 50 + ;Oak cos ko,

denn wegen f(p) = f(—p) verschwinden alle bg. Da cos k¢ sich als Polynom
in cos ¢ ausdriicken 148t ist

anlfl(p) = P(cosp)
mit einem Polynom P. Es ist also
|g(cosp) — P(cos )| < e fiir alle ¢
und daher

lg(z) — P(z)] <e fiir alle z € [-1,1]. "
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9 Metrische Riaume

In diesem Kapitel sollen einige Aussagen iiber Konvergenz, Stetigkeit und
damit zusammenhéingende Begriffsbildungen in einem allgemeineren Rahmen
betrachtet werden. Diese Verallgemeinerung geschieht nicht um ihrer selbst
willen, sondern ist zweckméfig, damit man in verschiedenartigen konkreten
Fillen nicht gleichartige Sachverhalte stets neu beweisen musf.

Zur Motivation soll zunéchst an einige Definitionen aus Analysis I erinnert
werden. In Analysis I, Abschnitt 3.1, wurde definiert:
Definition. Sei (a,)nen eine Folge in R, sei a € R. Die Folge (ay,)nen heifit
konvergent gegen a, wenn gilt:
Ve € R Ing €N Vn >ng : |a, —al <e.
In Abschnitt 5.2 haben wir in vollig gleichlautender Weise die Konvergenz

einer Folge komplexer Zahlen erkléirt. Dabei bezeichnete |z| den Betrag einer
komplexen Zahl z.

In Abschnitt 8.1 tauchte eine dhnliche Definition auf. Sei D C R. Fiir jede
beschrankte Funktion f: D — R ist durch

[ £1l := sup [f(z)]
xeD

die Supremumsnorm von f erklirt. Seien jetzt f, f, (n € N) beschrinkte
reelle Funktionen auf D.

Definition. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichmifiig (oder im Sinne der
Supremumsnorm) gegen f, wenn gilt:

Ve e RY Ing e N Vn>ng: | fn— fll <e

Die Definition sieht formal wieder genau gleich aus wie oben, obwohl die
Folgenglieder keine Zahlen mehr sind, sondern Funktionen, und die Norm
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Il - || daher eine andere Bedeutung hat. Trotzdem erinnern wir uns, dass ei-
nige einfache Aussagen iiber diese Konvergenz sich vollig analog wie im Be-
reich der reellen Zahlen beweisen lieBen. Wie eine genauere Analyse dieser
Beweise zeigt, werden dabei nur wenige formale Eigenschaften des ,, Abstan-
des® ||fn — f]| benutzt. Man kann daher eine abstrakte Konvergenztheorie
entwickeln, wenn man nur auf einer Grundmenge einen Abstandsbegriff mit
entsprechenden formalen Eigenschaften zur Verfiigung hat. Einen solchen Ab-
stand nennt man eine ,,Metrik“ und eine Menge mit einer Metrik dann einen
,metrischen Raum®“.

Nicht nur Konvergenz 148t sich in diesem allgemeinen Rahmen behandeln.
In Analysis I, Abschnitt 5.2, haben wir erklért:

Definition. Sei f : D — R eine Funktion (mit D C R) und a € D. Die
Funktion f heif}t stetig in a, wenn gilt:

VeeRY 36 e R Ve e D: (|z—a| <d=|f(z)— fla)| <e).

Auch hier kommen nur die , Abstinde* |x — a| und |f(z) — f(a)| vor.
Die Beweise einiger einfacher Aussagen {iber stetige Funktionen benutzen
nur die formalen Eigenschaften dieser Abstinde. Dementsprechend 148t sich
auch Stetigkeit allgemein in metrischen Rdumen behandeln.

Im Zusammenhang mit der Untersuchung stetiger Funktionen hatten wir
ferner in Analysis I sogenannte topologische Begriffe benutzt wie Umgebunyg,
offen, abgeschlossen, kompakt. Auch diese Begriffe erfordern zu ihrer Defini-
tion nur den Abstandsbegriff (oder noch weniger) und lassen sich daher in
wesentlich allgemeinerem Rahmen erfolgreich einsetzen.

9.1 Metrische und topologische Grundbegriffe

1.1 Definition. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Metrik auf M ist eine
Abbildung d : M x M — R mit folgenden Figenschaften. Fir alle x,y,z € M
gilt

Ist d eine Metrik auf M, so heif$t die Zahl d(z,y) der Abstand von x und y,
und das Paar (M,d) heifst metrischer Raum.
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Bemerkung. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Die Elemente von M werden
hiufig als ,,Punkte® bezeichnet. Oft wird auch einfach M als metrischer Raum
bezeichnet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Metrik auf M
vorgegeben ist.

Beispiele. (1) M =R, d(z,y) := |z —y]| ,

(2)
3)

M:(Cv d(l’,y) = |5U—y| )

Sei M die Menge aller endlichen 0-1-Folgen der Linge n. Fir z =

(&1y--38n), y = (Mm,-..,nn) € M, &,n; € {0,1}, sei d(z,y) die An-
zahl der Indizes i € {1,...,n} mit & # n;. Dann ist d eine Metrik auf M,
und d(z,y) heiBt der Hamming-Abstand von x und y,

M =R",

d((1, -y mn), (Y1, Yn) = V(@1 —y1)? 4+ + (@0 — yn)?
(,euklidische Metrik®, , /2-Metrik®),
M =R2,
d((z1,22), (y1,92)) = |21 — ya| + 22 — 2
(,, Taxi-Metrik*, , /1-Metrik®),

M #0,

d(z,y) 1, wenn x # vy,
xT,y) =
Y 0, wenn r = y.

(,,diskrete Metrik“),

Sei V ein Vektorraum iiber R oder C. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
|- 1] : V— R mit folgenden Eigenschaften. Fiir alle z,y € V gilt

(a) |lz|| > 0;]|z|| = 0 & 2 = 0 (Nullvektor),
(b) ||IAz|| = |Al||=| fir A € R bzw. X € C,
© Mz +yl <zl +[lyll-

Ist || - || eine Norm auf V, so wird durch
d(z,y) =z -yl firz,yeV

eine Metrik auf V induziert.
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(8) Sei M die Menge aller Folgen reeller Zahlen. Auf M wird eine Metrik
erklart durch

o0

1 |z —
d(z,y) == — 7 )
;W 1+ |z =yl

fir x = (l‘j)jel\h Y= (yj)jGN € M.

(9) Seien (M,d), (M’,d") metrische Rdume. Dann werden auf dem Produkt
M x M’ Metriken erklért durch

di((z,2"), (y,9)) = d(z,y) +d'(«',y)
und durch

dy((z,2"), (y,y)) == Vd(x,y)> + d'(a/, y)2.

Unmittelbar einzusehen ist auch die Richtigkeit der folgenden Definition
und Behauptung.

1.2 Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum und O # M’ C M eine
Teilmenge. Dann wird durch die FEinschrinkung

d' = d|prxr
auf M' eine Metrik d' gegeben. (M',d’) heifft Unterraum oder Teilraum von
(M, d).

Im folgenden sei (M, d) ein gegebener metrischer Raum.

1.3 Lemma. Fiir alle z,7,y,y € M gilt die ,,Vierecksungleichung*

|d(z,7) — d(y,y)| < d(z,y) + d(z,7).

Beweis. Aus der Dreiecksungleichung folgt

d(z,7) < d(z,y) +d(y,T)
<d(z,y) +d(y,y) +d¥,2)

also

d(z,7) — d(y,y) < d(z,y) + d(T,7).
Analog ergibt sich

d(y,y) — d(z,7) < d(z,y) + d(z,7)

und damit die Behauptung. [



9.1 Metrische und topologische Grundbegriffe 197

Wir iibertragen nun einige aus Analysis I bekannte Begriffsbildungen
metrischer und topologischer Art in den allgemeineren Rahmen metrischer
Réume und beweisen dariiber eine Reihe einfacher Aussagen, die im Spezial-
fall bereits vertraut sind.

1.4 Definition. FEine Teilmenge A C M heifst beschrinkt, wenn es eine
Zahl ¢ € RT gibt mit d(x,y) < c fiir alle x,y € A. Ist A beschrinkt, so heifit
die reelle Zahl

6(A) = sup d(z,y)
T, yEA

der Durchmesser von A.

1.5 Satz. Die Vereinigung von endlich vielen beschrinkten Mengen ist be-
schrankt.

Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe.

1.6 Definition. Seix € M, ¢ € RT. Die Menge
Uz,e) :={y € M | d(z,y) < e}

heifst offene Kugel um x mit Radius €.

1.7 Definition. Fine Teilmenge A C M heiffit Umgebung des Punktes
x € M, wenn ein ¢ € RY existiert mit U(x,e) C A. Die Menge A heifit
offen, wenn zu jedem x € A ein e € RT emistiert mit U(x,e) C A.

FEine Menge ist also genau dann offen, wenn sie Umgebung fiir jeden ihrer
Punkte ist.

1.8 Satz. Jede offene Kugel ist offen.

Beweis. Die offene Kugel U(x,¢) in M sei gegeben. Sei y € U(x,e). Dann
ist d(z,y) < ¢, also € = e —d(z,y) > 0. Ist z € U(y,&’), so ist d(z,z) <
d(z,y) +d(y,z) < d(z,y) + & =e, also z € U(z,e). Da z € U(y, ') beliebig
war, ist U(y,e’) C U(z,e). Da y € U(x,¢e) beliebig war, ist U(x,e) also
offen. (]

Das System aller offenen Teilmengen von M hat die folgenden Eigenschaf-
ten.

1.9 Satz. Es gilt
(a) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

(b) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
(c) 0 und M sind offen.
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Beweis. (a) Sei (A;)ier (I eine Indexmenge) eine Familie offener Teilmengen
von M. Setze A := J,c; Ai. Sei x € A. Dann gibt es ein i € I mit z € A;.
Da A; offen ist, existiert ein ¢ € R mit U(z,e) C A; C A. Daz e A
beliebig war, ist A offen.

(b) Sei (A;)icr (F eine endliche Indexmenge) eine endliche Familie offener
Teilmengen von M. Setze B := (),.p A;. Sei x € B. Fiir jedes i € F gilt
x € A;; da A; offen ist, existiert ein g; € RT mit U(x,e;) C A;. Setze
¢ :=min{g; | i € E}. Da E endlich ist, existiert das Minimum und ist
positiv. Es gilt U(x,e) C U(x,¢e;) C A; fiir alle ¢ € E, also U(x,¢) C B.
Da z € B beliebig war, ist B offen.

(c) ist trivial. n

1.10 Definition. Sei A C M und x € M. Der Punkt x heifst Beriihrpunkt
von A, wenn jede Umgebung von x einen Punkt von A enthdilt, und x heifit
Hiufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von x einen Punkt aus A\ {x}
enthdlt. Die Menge A heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Berihrpunkte
enthdlt.

Es sei daran erinnert, dass man (unter Bezugnahme auf eine bestimmte
vorliegende Grundmenge M) unter dem Komplement einer Teilmenge A C M
die Menge

A =M\ A
versteht und dass (A°)¢ = A ist.

1.11 Satz. Die Teilmenge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr
Komplement A€ offen ist.

Beweis. Sei A abgeschlossen. Sei x € A°. Dann ist x nicht Beriithrpunkt von
A, also existiert ein ¢ € RY mit U(z,e) N A = (), das heifit mit U(z,e) C A°.
Da x € A€ beliebig war, ist A° offen.

Sei A€ offen. Sei x Beriihrpunkt von A. Angenommen, es wire x ¢ A,
also z € A°. Da A° offen ist, existiert ein € € R* mit U(z,e) C A¢, also mit
U(z,e)NA = (), folglich ist x kein Beriihrpunkt von A. Aus dem Widerspruch
folgt = € A. Da x ein beliebiger Beriihrpunkt von A war, ist A abgeschlossen.

m

Beispiel. In einem Raum mit diskreter Metrik d ist jede Teilmenge offen,
denn mit z € A ist U(x,1) = {z} C A. Nach Satz 1.11 ist daher auch jede
Teilmenge abgeschlossen.

Im allgemeinen ist eine Teilmenge eines metrischen Raumes weder offen
noch abgeschlossen.
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Unter Verwendung von Satz 1.11 und den de Morganschen Regeln (| A4;)¢ =
N A¢ und (N A:)° = U AS ergibt sich aus Satz 1.9 sofort die folgende duale
Aussage.

1.12 Satz. Es gilt

(a) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen.

(b) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen.

(¢) M und () sind abgeschlossen.

1.13 Definition. Sei A C M und x € M. Der Punkt x heiffit innerer Punkt
von A, wenn ein € € RT existiert mit U(z,e) C A (also wenn A Umgebung
von x ist). Der Punkt x heifit Randpunkt von A, wenn jede Umgebung von
x Punkte aus A und aus A° enthdlt. Die Menge A° aller inneren Punkte
von A heifit das Innere oder der offene Kern won A; die Menge A aller
Beriihrpunkte von A heif$t die abgeschlossene Hiille von A, und die Menge
0A aller Randpunkte von A heifit der Rand von A.

Bemerkung. Unmittelbar aus den Definitionen folgt A = AUJA und 0A =
7\ Ae.

1.14 Satz. Sei A C M. Das Innere A° ist die Vereinigung aller offenen
Teilmengen von A; A° ist offen. A ist abgeschlossen und ist der Durchschnitt
aller abgeschlossenen Teilmengen von M, die A enthalten.

Der Beweis kann als Ubungsaufgabe dienen.

1.15 Definition. Fine Teilmenge A C M heifit dicht, wenn A = M ist.

Beispiel. Q (vgl. Satz 4.8, Kapitel 1) und R\ Q sind dicht in R.

9.2 Konvergenz und Vollstindigkeit

Im folgenden liegt wieder ein fester metrischer Raum (M, d) zugrunde.

Die Konvergenz einer Punktfolge in einem metrischen Raum kann wortlich
so wie fiir Folgen reeller Zahlen erkliart werden, wenn der Abstand reeller
Zahlen durch den allgemeinen Abstand ersetzt wird.

2.1 Definition. Sei (x,)nen eine Folge in M, sei x € M. Die Folge (x,)nen
konvergiert gegen x, und x heifst Grenzwert (Grenzpunkt, Limes) der Folge,
geschrieben



200 9 Metrische Rdume

lim z, =z oder Tp = (n — 00),
n—oo

wenn zu jeder Umgebung U von x ein ng € N existiert mit
z, € U fiir alle n > ng.

Die Folge (xn,)nen heift konvergent, wenn sie konvergent gegen ein x € M
15t.

Man beachte, dass bei Verwendung der Schreibweisen lim x,, = x etc. stets
klar sein muf, auf welche Metrik sich diese Konvergenz bezieht.

Wir geben noch zwei offensichtlich dquivalente Umformulierungen der
Konvergenzdefinition an:

lim z, =2 Ve € RT Ing €N Vn >ng:d(z,,z) <e

n—oQ
< lim d(z,,z) =0.

n— oo

Einige elementare Aussagen iiber Konvergenz lassen sich analog wie in Ana-
lysis I beweisen.

2.2 Satz. Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei (2,)nen eine Folge in M, die sowohl gegen z als auch gegen y
konvergiert. Angenommen, es wire & # y. Dann ist d(z,y) > 0. Zu ¢ :=
3d(z,y) gibt es nach Voraussetzung ein ng € N mit d(z,z,) < ¢ fiir n > ng
und ein ny € N mit d(y, z,,) < ¢ fiir n > ny. Fiir n > max{ng,n;} gilt also

d(x,y) < d(z,20) + d(zn,y) <e+e=d(z,y).

Aus diesem Widerspruch folgt = = y. [

Die Folge (x,)nen heiit beschrinkt, wenn die Menge {z, : n € N} be-
schrankt ist.

2.3 Satz. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (x,)nen konvergent gegen z. Dann gibt es ein ny € N mit
d(x,x,) < 1 fir n > ng. Mit

c:=max{l,d(x,z1),...,d(x, Tny—1)}
gilt also fiir beliebige n,m € N

Az, xm) < d(zp, ) + d(z, 2m) < 2. ]
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Bemerkung. Der wichtige Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 1.3, Kapi-
tel 4) aus Analysis I besagt, dass in R jede beschrinkte Folge reeller Zahlen
eine konvergente Teilfolge besitzt. Diese Aussage 148t sich nicht auf allgemei-
ne metrische Radume {iibertragen. Zum Beispiel besitzt eine injektive Folge
in einem Raum mit diskreter Metrik keine konvergente Teilfolge, ist aber
beschrénkt.

2.4 Satz. Jeder Berihrpunkt von A C M ist Limes einer Folge in A.

Beweis. Sei z Berithrpunkt von A. Fiir jedes n € N ist dann U(z, )N A # 0;
wir kénnen also einen Punkt z,, € U(z, %) N A auswihlen. Damit ist eine
Folge (zy)nen definiert, die wegen d(z, x,) < = gegen x konvergiert. m

Hieraus folgt insbesondere: Die Menge A C M ist genau dann abgeschlos-
sen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A ebenfalls in A liegt.

Wenn zwei Folgen konvergieren, so konvergieren auch die Abstédnde ent-
sprechender Punkte:

2.5 Lemma. Auslimz, =z und limy, =y folgt limd(z,,y,) = d(z,y).

Beweis. Nach der Vierecksungleichung (Lemma 1.3) ist

|d(l‘n, yn) - d(l’,y)| < d(In, 213) + d(yn,y),
woran man die Behauptung abliest. ]

2.6 Definition. Die Folge (x,,)nen in M heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem
e € RT ein ng € N existiert mit

d(Tpm,zn) <€ fir alle m,n > ng.

2.7 Satz. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Seilimz,, = z und ¢ € RT. Dann existiert ein ng € N mit d(x, z,) <
/2 fiir n > ng. Fiir n,m > ng gilt also

A( @, ) < d(@n, ) +d(x, m) < €. ]

dass umgekehrt nicht jede Cauchy-Folge konvergiert, zeigt schon das Bei-
spiel des Raumes der rationalen Zahlen. Andererseits gilt in R das Cauchysche
Konvergenzkriterium, und hierauf (bzw. auf dquivalenten Aussagen) beruh-
ten letzten Endes die meisten wesentlichen Sdtze aus Analysis I. Die metri-
schen Réume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, sind daher besonders
wichtig.
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2.8 Definition. FEin metrischer Raum heifit vollstindig, wenn in ihm jede
Cauchy-Folge konvergiert. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes heifst
vollstindig, wenn sie als Unterraum (mit der induzierten Metrik) vollstindig
ist, wenn also jede Cauchy-Folge in A gegen einen Punkt von A konvergiert.

2.9 Satz. Jede vollstindige Teilmenge eines metrischen Raumes ist abge-
schlossen. In einem wollstindigen metrischen Raum st jede abgeschlossene
Teilmenge vollstindig.

Beweis. Sei M ein metrischer Raum und A C M eine vollstéindige Teilmenge.
Sei z ein Beriihrpunkt von A. Nach Satz 2.4 gibt es eine Folge in A, die gegen
x konvergiert. Nach Satz 2.7 ist diese Folge eine Cauchy-Folge, wegen der
Vollsténdigkeit von A ist sie also konvergent gegen einen Punkt y € A. Nach
Satz 2.2 ist x =y, also z € A. Somit ist A abgeschlossen.

Sei M ein vollstindiger metrischer Raum und A C M eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Sei (x,)nen eine Cauchy-Folge in A. Da M vollstéindig ist,
konvergiert sie gegen einen Punkt x € M. Dieser ist Beriithrpunkt von A und
daher Element von A. Somit ist A vollstindig. [

2.10 Definition. Ein normierter Vektorraum, der (mit der durch die Norm
induzierten Metrik) vollstindig ist, heifft Banachraum.

Das folgende Beispiel wird im néchsten Abschnitt von Bedeutung sein.
Wir betrachten eine Menge () # D C R und die Menge B(D) aller beschréink-
ten reellen Funktionen f: D — R. Mit den wie iiblich (d.h. punktweise) fiir
Funktionen erklidrten Operationen der Addition und der Multiplikation mit
Skalaren ist B(D) ein reeller Vektorraum, und die Supremumsnorm || - || ist
darauf eine Norm. Eine Folge (f,,)nen in B(D) ist nach der obigen Festset-
zung eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve € RT Ing €N Vn,m >ng: ||fn — full <e.

Diese Definition einer Cauchy-Folge von Funktionen auf D haben wir auch
schon in Analysis I, Abschnitt 8.1, verwendet. Dort haben wir gezeigt: Die
Folge (fn)nen konvergiert genau dann gleichméBig, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist. Gleichméfige Konvergenz ist aber dasselbe wie Konvergenz im Sin-
ne der Supremumsnorm. Wir haben also:

2.11 Satz. B(D) ist ein Banachraum.

Mit C(D) bezeichnen wir nun die Teilmenge der stetigen Funktionen in
B(D). Natiirlich ist C(D) ein Untervektorraum. Wir behaupten, dass er ab-
geschlossen ist. Sei also f ein Beriihrpunkt von C(D). Nach Satz 2.4 ist f
Limes einer Folge (f,)nen in C(D). Die Konvergenz bezieht sich hier auf die
Supremumsnorm, die Folge (f,)nen konvergiert also gleichmiifiig gegen f.
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Da alle f,, stetig sind, ist f nach Satz 1.2 aus Kapitel 8, Analysis I ebenfalls
stetig, also Element von C(D). Somit ist C(D) abgeschlossen. Aus Satz 2.11
und Satz 2.9 folgt, dass C'(D) vollstiandig ist. Wir haben also gezeigt:

2.12 Satz. C(D) ist ein Banachraum.

9.3 Der Banachsche Fixpunktsatz

Eine wesentliche Aufgabe der Analysis, vor allem in den Anwendungen, be-
steht im ,,LLosen von Gleichungen®. Hierbei kann es sich um die Bestimmung
von Nullstellen komplizierter Funktionen, Auflésung linearer Gleichungssy-
steme, Losen von gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen, Be-
rechnen von implizit definierten Funktionen, Integralgleichungen und vie-
les andere handeln. In manchen Fillen kann man hier das Verfahren der
,sukzessiven Approximationen“ verwenden, das sowohl die Existenz einer
Losung zu beweisen gestattet als auch eine schrittweise Berechnung von Nihe-
rungslésungen mit vorgeschriebener Genauigkeit erméglicht. Das zugrunde-
liegende Prinzip 148t sich allgemein formulieren und beweisen als ein Fix-
punktsatz fiir gewisse Abbildungen eines vollsténdigen metrischen Raumes in
sich. In diesem Satz, den wir jetzt beweisen wollen, haben wir ein besonders
eindrucksvolles Beispiel fiir die Bedeutung und Auswirkung der Vollstédndig-
keit von metrischen Rdumen.

3.1 Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : M — M
heifst kontrahierend, wenn es eine reelle Zahl ¢ < 1 gibt mit

d(f(@), f(y) < cd(z,y)  fir alle 2,y € M.

Jede Zahl ¢ mit dieser Eigenschaft heifit eine Lipschitzkonstante der Abbil-
dung f. Ein Punkt x € M heifst Fixpunkt von f, wenn f(z) = x ist.

3.2 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und f : M — M eine kontrahierende Abbildung. Dann hat f
genau einen Fixpunkt.

Ist xg € M beliebig und wird rekursiv
Tnt1 = f(xn) fiir n € Ny

definiert, so konvergiert die Folge (x,,)nen gegen den Fizpunkt x, und es gilt
die Fehlerabschdtzung

n

d(xn,x) < ﬁd(xn—laxn) < 1i c

d(l‘07 1‘1),

wenn ¢ < 1 eine Lipschitzkonstante der Abbildung f ist.
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Beweis. Sei M vollstindig und f : M — M eine Abbildung mit einer Lip-
schitzkonstanten ¢ < 1. dass f hochstens einen Fixpunkt hat, ist klar: Gilt

f(z) =2z und f(y) =y, so ist
d(z,y) = d(f(z), f(y)) < cd(z,y),

wegen ¢ < 1 also d(z,y) = 0 und daher z = y.

Wir wihlen nun 29 € M beliebig und definieren rekursiv x,1+1 := f(x,)
fiir n € No. Wir wollen zeigen, dass (x,, )nen eine Cauchy-Folge ist. Fiir n > 1
gilt

d(Tn, Tnt1) = d(f(@n-1), f(22)) < cd(Tp—1,20).
Durch vollstédndige Induktion bekommt man daraus
d(Tpn, Tpt1) < d(xo,21)

und hieraus fiir n > 1 und p > 1 unter mehrfacher Verwendung der Dreiecks-
ungleichung

d(xp, xn+p) < d(Tp, Tnt1) + d(Tpt1, Tpy2) + 00+ d(l’n—&-p—l, wn—&-p)
< (4 g PN d (g, 2)
nl—cf
1—c¢
CTL

s d(xo,.’tl).

d(LL'()7 .Tl)

<

Zu gegebenem ¢ € RT gibt es also ein ng € N mit d(x,,z,) < € fiir al-
le n,m > np; somit ist (z,)nen eine Cauchy-Folge. Da M als vollstéindig
vorausgesetzt ist, existiert ein Punkt z € M mit limz, = x. Wegen

d(f(x), f(zn)) < cd(x,z,) gilt
f2) = [y, flon) = Jin Bniy = 2
Also ist z ein Fixpunkt von f.

Die Fehlerabschétzung ergibt sich aus

d(xnv $n+p) < d(l‘n, xn-&-l) +F d(xn-i-p—lv xn-&-p)
< (c—l—c2 +o 4+ E)d(rp—1,zn)

durch den Grenziibergang p — oo, wobei Lemma 2.5 zu beachten ist. Es folgt

ve3

¢ d($n71,$n) S

d n <
(2 x)_l—c 1—c¢c

d(ICo, :vl).

Damit ist alles bewiesen. n
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Bei konkreter Anwendung wird man, um einen Fixpunkt der kontrahie-
renden Abbildung f ndherungsweise zu berechnen, so vorgehen: Man wihlt
xo beliebig (aber moglichst nahe beim Fixpunkt, wenn man eine Vermutung
iiber dessen ungefihre Lage hat), berechnet 1 = f(z() (wir unterstellen,
dass dies moglich ist — meist wird es auch nur ndherungsweise moglich sein),
berechnet xo = f(x1), und so weiter. Wegen der schrittweisen Anniherung
an den Fixpunkt spricht man von einem ,,Iterationsverfahren“ oder von ,suk-
zessiven Approximationen“. Nach dem n-ten Schritt liefert die Ungleichung

d(zp,x) < 1% d(Tn—1,2n)
eine Information dariiber, wie weit man hochstens vom Fixpunkt entfernt ist.
Wenn man zu Beginn des Verfahrens schon abschéitzen will, wieviele Schritte
man hochstens braucht, um den Faktor unter eine vorgegebene Schranke zu
driicken, so erhilt man eine solche Information (nach Berechnung von ;)
aus der Ungleichung

cn

1—c¢

d(xpn,z) < d(xo,x1)-

Bemerkung. In Satz 3.2 ist die Voraussetzung wesentlich, dass die Abbil-
dung f eine Lipschitzkonstante ¢ < 1 besitzt. Die schwichere Voraussetzung

d(f(z), f(y)) < d(z,y) fir alle z,y € M mit z # y

reicht nicht aus, um die Existenz eines Fixpunktes zu zeigen. Zum Beispiel
sei M = R (mit der iiblichen Metrik) und f : R — R definiert durch

fl@):=a— % — arctan fir z € R.

Es ist

1

fl(@:l—m,

also 0 < f/(z) < 1 fiir alle z € R. Nach dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung folgt daraus

|f(z) = fy)] < |z —y] fiir alle z,y € R mit « # y.

Da aber f(z) < z fiir alle € R gilt, hat f keinen Fixpunkt.

Wir behandeln zwei Anwendungsbeispiele fiir den Banachschen Fixpunkt-
satz.

Beispiele. Zunichst betrachten wir eine reelle Funktion f : [a,b] — [a,b)].
Es sei eine Losung der Gleichung f(x) = x zu finden. Ist f stetig, so existiert
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nach dem Zwischenwertsatz jedenfalls eine Losung, denn es ist f(z) —x >0
fir x = a und < 0 fir x = b. Fiir die Eindeutigkeit der Lésung und die
niherungsweise Berechenbarkeit durch sukzessive Approximationen ist zum
Beispiel hinreichend, dass f differenzierbar ist und eine Konstante ¢ < 1
existiert mit

If'(z)] <c fiir alle z € [a, b].
Hieraus folgt ndmlich nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
[f(z) = fy)l <cle—y|  firalle 2,y € [a,b],
so dass Satz 3.2 anwendbar ist mit M = [a, b].

Das néchste Beispiel ist etwas schwieriger, aber interessanter und beson-
ders wichtig. Es handelt sich um das sogenannte Anfangswertproblem fiir eine
gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. In der {iblichen Schreibwei-
se lautet es

y/ :f($,y)7 y(xO) = Yo-

Wir prézisieren und erldutern das folgendermaflen. Es seien I,J C R zwei
offene Intervalle und f : I x J — R eine gegebene reelle Funktion. Ferner
sei ein Punkt (zo,y0) € I x J gegeben. Gesucht ist eine in einer Umgebung
U C I von zo definierte differenzierbare reelle Funktion y (mit y(U) C J),
fir die

y'(z) = f(z,y(x)) fiir alle z € U,
y(zo) = Yo

gilt (man veranschauliche sich die Aufgabenstellung durch ein ,Richtungs-
feld“).

Wir wollen zeigen, dass man die Existenz einer solchen Losung aus dem
Banachschen Fixpunktsatz erhélt, wenn die Funktion f die folgende Voraus-
setzung erfiillt.

Voraussetzung. f seistetigin I x J (die Erkldrung erfolgt erst in Abschnitt
9.4) und beschrinkt und geniige einer Lipschitzbedingung in der zweiten
Verdnderlichen, das heiflt es gebe eine Zahl L € R mit

|f(z,y1) — f(z,y2)| < Llyr — vl

fiir alle z € I und alle yy,y2 € J.

Wenn wir eine (in einem Intervall um zo erklirte) stetige Funktion y
haben mit
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x

va) =w+ [ (o) (33)
To

so ist y nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis
I, Kapitel 7, Satz 3.2) differenzierbar, und es gilt

Y (x) = f(z,y(x)), (3.4)
Z/(Io) = Yo,

das heifit y 16st unser Anfangswertproblem. Diese Tatsache werden wir im
folgenden ausnutzen.

Wir miissen nun eine geeignete Situation herstellen, in der wir den Ba-
nachschen Fixpunktsatz anwenden kénnen. Nach Voraussetzung existiert eine
Konstante a € R mit

If(z,y)| < a fiir (z,y) € I x J.
Wir kénnen § > 0 wihlen, so dass L < 1 und
[xo — 6,20 + 0] X [yo — da,yo + da) C T x J

ist. Sodann sei C([xg — 0,z + d]) der reelle Vektorraum aller stetigen reellen
Funktionen auf dem Intervall [zg — §, 29 + 6] mit der Supremumsnorm || - ||
und

M :={g € C(Jxzo — 0,20 + 9]) |
9(zo) = yo und |g(z) — yo| < da fiir [x — x| < 5}

Der Raum C([zg — 0,z + 0]) ist nach Satz 2.12 vollstéandig. Die Teilmenge
M ist offenbar abgeschlossen und daher nach Satz 2.9 ebenfalls vollstandig.
Wir definieren nun eine Abbildung F' : M — M in der folgenden Weise. Fiir
g € M sei die Funktion F(g) erklart durch

Flg)(@) = yo + / Flt o) dt  fir o € [0 — 0,30 + 0],

Die Funktion F(g) ist stetig, sie erfiillt F(g)(zo) = wo, und fir jedes
x € |wo — 8,39 + 0] gilt

F(@)(e) ol =| [ £(t.90) dt| < [ 17290t < 6.

Also ist F'(g) € M, so dass in der Tat eine Abbildung F : M — M er-
klart worden ist. Wir zeigen, dass F' kontrahierend ist. Sei g,h € M. Fiir
x € |wo — 8,39 + 0] gilt
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\wax»—mew\=y/waga»—f@menm
f;/ﬂﬂag@»—famenm

SL/M@—MWﬁ

< Lé|lg = hll.
Da dies fiir alle © € [x¢ — 6, xo + I] gilt, ist
1F(g) = F(h)|| < Lé[lg — h-

Nach Wahl von 4 ist Lé < 1, also F' in der Tat kontrahierend. Jetzt folgt aus
Satz 3.2, dass F einen Fixpunkt besitzt. Es gibt also ein Element y € M mit
F(y) = y. Die Funktion y ist auf [xg — §, 20 + d] erklirt, dort stetig, und sie
erfiillt

Wie oben bemerkt, folgt hieraus

y'(x) = fla,y(@)),
y(w0) = Yo,

woraus insbesondere folgt, dass y stetig differenzierbar ist. Aus der eindeu-
tigen Bestimmtheit des Fixpunktes folgt auch, dass y als Losung des An-
fangswertproblems auf [z¢ — 0, xg + J] eindeutig bestimmt ist. Wir fassen das
gerade Bewiesene zusammen.

3.5 Satz (Picard, Lindelof). Seien I,J C R zwei offene Intervalle und
f:IxJ— R eine gegebene stetige reelle Funktion. Diese sei beschrinkt und
geniige einer Lipschitzbedingung in der zweiten Verdnderlichen, das heif$t es
gibt Zahlen a,L € RY mit

|f<x7yl)| < a,
|f(z.yn) = f(z,92) < Ly — 2
fiir alle x € I und alle y1,y2 € J. Dann existiert fir alle (xo,y0) € I X J ein

0 > 0 und genau eine stetig differenzierbare Funktiony: [xg — 0,xo + 6] = R,
die das Anfangswertproblem (3.4) im Intervall [xo — 8, x¢ + 0] l0st.
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9.4 Stetigkeit und Zusammenhang

Im folgenden seien (M, d), (M’,d") metrische Riume. Wir wollen Abbildun-
gen f : M — M’ betrachten. Im Spezialfall M’ C R sprechen wir auch von
reellen Funktionen auf M. Die Definition der Stetigkeit einer Abbildung 148t
sich wortlich aus dem in Analysis I betrachteten Spezialfall {ibernehmen.

4.1 Definition. Sei f: M — M’ eine Abbildung, sei x € M. Die Abbildung
[ heifit stetig in x, wenn zu jeder Umgebung V von f(x) eine Umgebung U
von x existiert mit f(U) C V. Die Abbildung f heifst stetig, wenn sie stetig
in x ist fir allex € M.

Gemaf der Definition der Umgebungen konnen wir die Stetigkeit in dqui-
valenter Weise auch folgendermaflen erkléren:

f stetig in ©z &
Ve e RT 30 e RY Vye M: (d(z,y) <d=d'(f(x), f(y)) <e).

4.2 Satz. Die Abbildung f : M — M’ ist genau dann stetig, wenn fiir jede
offene Menge A C M' das Urbild f=*(A) offen ist.

Beweis. Sei f stetig. Sei A C M’ offen. Sei z € f~1(A). Dann ist f(z) € A.
Da A offen ist, ist A Umgebung von f(x). Da f in = stetig ist, existiert eine
Umgebung U C M von z mit f(U) C A, also mit U C f~1(A). Somit ist
f71(A) offen.

Fiir jede offene Menge A C M’ sei f~!(A) offen. Sei x € M. Sei V eine
Umgebung von f(z); sie enthilt eine offene Umgebung Vj von f(x). Dann ist
U = f~1(Vp) offen, also Umgebung von z, und es gilt f(U) C Vo C V. Also
ist f stetig in x. [

Einige Aussagen iiber stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen
lassen sich ganz analog wie im Spezialfall M = M’ = R beweisen.

4.3 Satz. Die Abbildung f : M — M’ ist genau dann stetig in z, wenn fiir
jede Folge (xp)nen in M aus lim, oo x,, = x stets im, o f(zn) = f(2)
folgt.

Beweis. Sei f : M — M’ stetig in z. Sei (,)nen eine Folge in M mit
lim,, oo €, = x. Sei V eine Umgebung von f(z). Wegen der Stetigkeit von
f in z existiert eine Umgebung U von z mit f(U) C V. Wegen limz,, = z
existiert ein ng € N mit z,, € U fiir n > ng. Fir alle n > ng gilt also
f(z,) € f(U) CV.DaV eine beliebige Umgebung von f(x) war, ist damit
lim, o f(zn) = f(x) gezeigt.
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Umgekehrt folge aus lim, o, 2, = x stets lim, o f(x,) = f(z). An-
genommen, f wére nicht stetig in . Dann gibt es eine Umgebung V von
f(z) derart, dass fiir alle Umgebungen U von x gilt f(U) € V. Insbeson-
dere kénnen wir zu jedem n € N einen Punkt z,, € U(z,1/n) auswéhlen
mit f(z,) ¢ V. Damit ist eine Folge (z,)neny in M definiert, die wegen
d(x,x,) < 1/n gegen = konvergiert, fiir die aber die Folge (f(x))nen we-
gen f(z,) ¢ V nicht gegen f(z) konvergiert. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung; also ist f stetig in . [

4.4 Satz. Seien M, M’, M" metrische Riume. Sei f : M — M’ stetig in
und g : M’ — M" stetig in f(z). Dann ist go f stetig in x.

Beweis. Zu einer vorgegebenen Umgebung V' von (g o f)(x) = g(f(x)) gibt
es eine Umgebung W von f(x) mit g(W) C V. Zu W gibt es eine Umgebung
U von z mit f(U) C W. Es folgt (go f)(U)=g(f(U)) Cg(W)CV. L]

Ebenfalls in Analogie zu Analysis I definieren wir noch:

4.5 Definition. Die Abbildung f : M — M’ heifit gleichméiBig stetig, wenn
2u jedem € € RT ein 6 € RV existiert mit

d'(f(z), f(y) <e fir alle x,y € M mit d(z,y) < 4.

Offensichtlich ist jede gleichmiiflig stetige Abbildung auch stetig. Ins-
besondere (aber nicht nur in diesem Fall) ist eine Abbildung f: M — M’
gleichméfig stetig, wenn es eine Konstante ¢ gibt mit

d(f(x), f(y)) < cd(z,y) fiir alle z,y € M.

Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennt man Lipschitzabbildungen (fiir
(M',d") = (M,d) und ¢ < 1 kamen sie bereits im Banachschen Fixpunkt-
satz vor).

Wir betrachten jetzt speziell stetige Abbildungen f : M — R, also reell-
wertige stetige Funktionen, und wir wollen Satz 1.2 aus Analysis I, Kapitel 8
verallgemeinern. Wir kénnen ganz allgemein (d.h. fiir beliebige Mengen M)
fiir beschréankte Funktionen f : M — R die Supremumsnorm erklédren durch

If]l == sup | f(z)].
reM

Wir sagen dann, vollig analog zu dem frither betrachteten Spezialfall M C R,
dass die Folge (f,,)nen von Funktionen auf M gleichmdflig gegen f konvergiert,
wenn lim, .« || frn. — f|| = 0 ist. Offenbar impliziert gleichméfiige Konvergenz
punktweise Konvergenz.
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4.6 Satz. Die Folge (fn)nen von stetigen reellen Funktionen auf M konver-
giere gleichmdfig gegen die Funktion f. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei x € M und € € RT. Da (f,,)nen gleichmiflig gegen f konvergiert,
existiert ein ng € N mit

lfnly) — fly)] < % fiir n > ng und alle y € M.
Da f,, stetig ist, existiert eine Umgebung U von = mit
Fao(@) = fan@)l < 5 i alley € U.
Fiir y € U gilt also

1f(@) = @) < 1 (@) = fro (@) + [fro (@) = frio W) + | fro (1) = f(W)] <&

Da ¢ € RT beliebig war, ist f stetig in z. Da x € M beliebig war, ist f
stetig. ]

Ein besonders wichtiger Satz aus Analysis I iiber stetige Funktionen ist
der Zwischenwertsatz: Eine auf einem Intervall definierte stetige reelle Funk-
tion nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an. Wenn man ver-
suchen will, diesen Satz auf stetige Funktionen auf einem metrischen Raum
zu verallgemeinern, steht man vor dem folgenden Problem. Wie triviale Ge-
genbeispiele zeigen, ist fiir die Giiltigkeit des Zwischenwertsatzes die Voraus-
setzung unentbehrlich, dass der Definitionsbereich ein Intervall ist. Aber ein
Intervall ist unter Verwendung der Anordnungsrelation fiir reelle Zahlen de-
finiert worden; diese Definition 148t sich also nicht auf Teilmengen beliebiger
metrischer Rdume iibertragen. Es zeigt sich aber, dass die fiir die Giiltig-
keit des Zwischenwertsatzes wesentliche Eigenschaft der Intervalle auch ohne
Verwendung der Anordnungsrelation und damit in verallgemeinerungsféhi-
ger Weise formuliert werden kann. Die hier gemeinte wesentliche Eigenschaft
besteht darin, dass ein Intervall sozusagen ,aus einem Stiick besteht*“. Man
bezeichnet diese Eigenschaft als Zusammenhang und definiert sie allgemein
folgendermafien.

4.7 Definition. Der metrische Raum M heifst zusammenhingend, wenn es
keine offenen Teilmengen Ay, Ao C M gibt mit

Al#[b, Ag#@, AlﬁAQZQ), AiUAy = M.

FEine Teilmenge A C M heifit zusammenhéngend, wenn sie als Teilraum (mit
der induzierten Metrik) zusammenhingend ist.



212 9 Metrische Rdume

Wenn M = A; U Ay und A; N Ay = () ist (man sagt dann, M sei in die
Mengen Aj, Ay zerlegt), so sind A; und As nach Satz 1.11 genau dann beide
offen, wenn sie abgeschlossen sind. Man kann also die Definition des Zusam-
menhangs auch dquivalent folgendermafien fassen: Der metrische Raum M ist
genau dann zusammenhingend, wenn () und M die einzigen zugleich offenen
und abgeschlossenen Teilmengen von M sind.

dass die Definition 4.7 das Gewiinschte leistet, zeigt der folgende Satz.

4.8 Satz. Fine stetige reelle Funktion auf einem zusammenhdngenden me-
trischen Raum nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an.

Beweis. Sei M zusammenhingend und f : M — R stetig. Sei ¢ € R eine
Zahl, die zwischen zwei von f angenommenen Funktionswerten liegt. Dann
sind die Mengen A; := f~1((—o0,¢)) und As := f~1((c,00)) nicht leer und
nach Satz 4.2 offen, ferner ist A1 N Ay = (). Wiirde ¢ nicht als Funktionswert
angenommen, so wiare A; U Ay = M, also wére M nicht zusammenhéingend,
ein Widerspruch. n

Der Zwischenwertsatz aus Analysis I (Satz 3.4, Kapitel 4) ergibt sich
allerdings nicht unmittelbar als Spezialfall von Satz 4.8, da wir noch nicht
wissen, dass ein Intervall zusammenhéngend ist. Dies kann man umgekehrt
gerade mit dem Zwischenwertsatz beweisen.

4.9 Satz. Jedes Intervall in R ist zusamenhdngend.

Beweis. Allgemeiner sei M ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, dass
jede stetige Funktion f : M — R jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten
annimmt. Seien A1, As € M nichtleere offene Teilmengen mit A; N Ay = ().
Angenommen, es wiire A; U Ay = M. Setze

1 fir x € Ay,

0 fir x € AQ.
Die damit erkldrte Funktion f : M — R ist stetig, weil Urbilder offener
Mengen offen sind. Sie nimmt, da A; und As nicht leer sind, die Werte 0 und

1 an, aber keinen Wert, der echt zwischen 0 und 1 liegt. Aus dem Widerspruch
folgt, dass M zusammenhéngend ist. [

9.5 Kompaktheit

Unter den moglichen Eigenschaften metrischer Rédume sind zwei von heraus-
ragender Bedeutung in der Analysis, da sie direkt oder indirekt in die Vor-
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aussetzungen vieler wichtiger Sétze eingehen. Dies sind die Vollstandigkeit
und die jetzt zu behandelnde Kompaktheit.

In Analysis I (Abschnitt 4.1) hatten wir eine Teilmenge von R als kompakt
bezeichnet, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist. Die Voraussetzung der
Kompaktheit der Menge K C R spielte in den folgenden wichtigen Sétzen
aus Analysis I eine wesentliche Rolle.

— Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.6: Jede Folge in K besitzt eine Teilfolge, die
gegen ein Element von K konvergiert.

— Analysis I, Kapitel 4, Satz 3.2: Sei f : K — R stetig. Dann nimmt f ein
Maximum an.

— Analysis I, Kapitel 4, Satz 3.5: Sei f: K — R stetig. Dann ist f gleich-
méafBig stetig.

Wir moéchten diese Sétze ausdehnen auf allgemeine metrische Rdume. Wenn
wir auch dort unter kompakten Mengen solche verstehen, die beschréankt und
abgeschlossen sind, so sind aber die Sétze im allgemeinen falsch! Zum Beispiel
ist der metrische Raum (N, d), wo d die diskrete Metrik ist, beschrinkt und
abgeschlossen. Die Folge (n),en besitzt aber keine konvergente Teilfolge, da
keine Teilfolge eine Cauchy-Folge ist. Und die durch f(n) = n erklidrte Funk-
tion f: (N,d) — (R,|-]) ist stetig, da in (N, d) jede Teilmenge offen ist, sie
nimmt aber kein Maximum an. Diese Beispiele zeigen, dass die Verallgemeine-
rung der obigen Sétze hochstens dann gelten kann, wenn im allgemeinen Fall
die Kompaktheit einschneidender definiert wird. Wie dies zweckméfig zu ge-
schehen hat, wird durch den Uberdeckungssatz von Heine-Borel nahegelegt.
Nach diesem Satz (Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.8) und seiner Umkehrung
(Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.9) ist eine Teilmenge A C R genau dann kom-
pakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung
enthiilt. Diese Uberdeckungseigenschaft verwenden wir nun im allgemeinen
Fall als Definition der Kompaktheit.

5.1 Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum, A C M eine Teilmenge
und (U;)ier eine Familie von Teilmengen von M. Die Familie (U;);cr heifit
Uberdeckung der Menge A, wenn A C Uier Ui gilt, und offene Uberdeckung
von A, wenn auflerdem alle U; offene Mengen sind.

5.2 Definition. Die Teilmenge A C M heifit kompakt (iiberdeckungskom-
pakt), wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung
von A enthdlt.

5.3 Satz. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlos-
sen und beschrdnkt. In einem kompakten metrischen Raum ist jede abge-
schlossene Teilmenge kompakt.



214 9 Metrische Rdume

Beweis. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Sei A C M kompakt. Sei z ein
Berithrpunkt von A. Angenommen, z ¢ A. Dann ist (U(y, 3d(z,y)))yea ei-
ne offene Uberdeckung von A, enthélt also eine endliche Teiliiberdeckung
(U(ys, 2d(z,9:)))i=1,....n- Setze € := min{d(z,y;) | i =1,...,n}. Dann gilt

U(CE, %5) ﬁU(yi,%d(x,yi)) = firi=1,...,n,

also U (z, %s)ﬂA = (). Somit ist z nicht Beriihrpunkt von A, ein Widerspruch.
Damit ist die Abgeschlossenheit von A gezeigt.

Da die Uberdeckung (U (y, 1))yea von A eine endliche Uberdeckung von
A enthélt, ist A nach Satz 1.5 beschrinkt.

Sei jetzt M kompakt und A C M abgeschlossen. Sei (U;);er eine offene
Uberdeckung von A. Dann ist (U; U A®);c; eine offene Uberdeckung von M,
enthiilt also eine endliche Teiliiberdeckung (U; U A%);cg (E C I endlich).
(U;)ick ist eine endliche Uberdeckung von A. Damit ist die Kompaktheit
von A gezeigt. n

Wir miissen nun zeigen, dass unser allgemeiner Kompaktheitsbegriff wirk-
lich das Gewiinschte leistet, also eine Ausdehnung der am Anfang dieses Ab-
schnitts zitierten Sétze aus Analysis I ermoglicht.

5.4 Satz. Ist f : M — M’ eine stetige Abbildung eines kompakten metrischen
Raumes M in einen metrischen Raum M’', so ist das Bild f(M) kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(M). Nach Satz 4.2 ist
(f~(U;))ier eine offene Uberdeckung von M, enthilt also eine endliche
Teiliiberdeckung (f~1(U;))ice (E C I endlich). Dann ist (U;);cg eine endli-
che Uberdeckung von f(M). ]

5.5 Folgerung. Fine stetige Funktion f : M — R auf einem kompakten
metrischen Raum M nimmt ein Maximum an.

Beweis. Nach Satz 5.4 ist f(M) kompakt, also abgeschlossen und beschrénkt.
Jede abgeschlossene, beschriankte und nichtleere Menge reeller Zahlen enthilt
ein grofites Element. [

5.6 Satz. Jede stetige Abbildung f : M — M’ eines kompakten metrischen
Raumes (M,d) in einen metrischen Raum (M’ d') ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei M kompakt und f : M — M’ stetig. Sei ¢ € RT gegeben. Zu
jedem z € M existiert, da f in z stetig ist, ein §(z) € RT mit
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d'(f(x), f(2)) < fiir alle 2 € M mit d(z, z) < §(2).

| ™

Das System (U(z, £6(2)))-cnr ist eine offene Uberdeckung von M, enthélt also
eine endliche Teilitberdeckung (U(z;, 6(2;)))i=1,...,n- Setze § := min{36(z;) |
i=1,...,n}. Seien jetzt x,y € M beliebige Punkte mit d(z,y) < 4. Es gibt
eini € {1,...,n} mit x € U(z;, 16(%;)). Dann ist d(z, z;) < 36(2;) < 6(2;),
ferner d(y,z;) < d(y,z) + d(z,2;) < 0 + $6(2;) < 6(2). Es folgt

d(f(@), f(v) < d'(F@), f) +d (£, f) < 5+ 5 =<

Also ist f gleichméfig stetig. [

5.7 Satz. Sei A C M kompakt. Dann besitzt jede Folge in A eine Teilfolge,
die gegen einen Punkt von A konvergiert.

Beweis. Sei A kompakt und (z;);en eine Folge in A. Fir n € N setzen wir
Ay = {a; | i > n}. Wir zeigen zuerst, dass es eine Element z € A gibt mit
Z2 € hen A, gibt. Anderenfalls gibe es fiir alle y € A einen Index m € N
mit y ¢ A, dh. A C U, n(M \ 4,). Also ist die Familie (M \ Ay )nen
eine offene Uberdeckung von A, enthilt also eine endliche Teiliiberdeckung
von A. Es gibt daher ein m € Nmit A C (J_ (M \ 4,) C Ul (M \ Ay,).
Wegen z,, € A und z,, € A, fir n = 1,...,m ist das ein Widerspruch.
Somit existiert ein Punkt z € AN nnGNZ”‘ Wir definieren nun rekursiv
eine Teilfolge von (z;);en. Da z Beriihrpunkt von Ay = {z; | ¢ > 1} ist,
existiert ein 4y € N mit x;, € U(z,1). Seien i1, ...,ix_1 schon definiert. Da
z Bertihrpunkt von A;, 41 = {z; | # > ix—1 + 1} ist, existiert ein 45 > ix_1
mit x;, € U(z, %) Damit ist eine Teilfolge (x;, )ken von (x;);en definiert, die
gegen den Punkt z € A konvergiert. [

Mengen eines metrischen Raumes mit der Eigenschaft aus Satz 5.7 nennt
man folgenkompakt, d.h. wir haben gezeigt, dass in metrischen Rdumen Uber-
deckungskompaktheit Folgenkompaktheit impliziert.

5.8 Folgerung. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

Beweis. Jede Cauchy-Folge in einem kompakten metrischen Raum besitzt
nach Satz 5.7 eine Teilfolge, die gegen einen Punkt z konvergiert. Aus der
Cauchy-Eigenschaft der Folge ergibt sich mit der Dreiecksungleichung, dass
sie selbst gegen z konvergieren muf. [






10 Der euklidische Raum

10.1 Der n-dimensionale euklidische Vektorraum

Unser Arbeitsgebiet in den folgenden Kapiteln wird der n-dimensionale eukli-
dische Raum sein. Diese Begriffsbildung ist aus der Linearen Algebra bekannt,
und iiberhaupt werden Methoden der Linearen Algebra in diesem zweiten Teil
der Analysis viel stiarker benutzt als im ersten Teil. Wir wollen zunéichst an
einige Definitionen aus der Vorlesung Lineare Algebra I erinnern und einige
fiir unsere Zwecke praktische Bezeichnungen festlegen. Sodann werden wir
sehen, dass der euklidische Raum gegeniiber den in Kapitel 9 betrachteten
allgemeinen metrischen Rdumen noch einige sehr spezielle metrische Eigen-
schaften hat. Da er zugleich ein endlichdimensionaler Vektorraum ist, erge-
ben sich aus der Wechselwirkung zwischen Metrik und Vektorraumstruktur
zusitzliche Aussagen, die spiter stindig benutzt werden.

Im folgenden ist n eine natiirliche Zahl. Unter dem n-dimensionalen eu-
klidischen Raum werden wir einen reellen Vektorraum der Dimension n mit
einem (positiv definiten) Skalarprodukt verstehen. Bekanntlich sind je zwei
n-dimensionale reelle Vektorrdume isomorph; wir kénnen daher von dem n-
dimensionalen reellen Vektorraum sprechen und den weiteren Betrachtungen
einen bestimmten zugrundelegen. Hierfiir wihlen wir das n-fache kartesische

Produkt
R":=Rx--- xR,
——
n-mal

also die Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen, zusammen mit den
durch

(1, xn) + Wiy yn) == (X1 + Y1, s T + Yn),
Mx1y .oy xn) == Az, ..., ATy) fir A\ e R

definierten Vektorraumoperationen. Den Nullvektor (0,...,0) von R™ be-
zeichnen wir auch mit 0 (also — wie iiblich — mit demselben Symbol wie die
reelle Zahl 0). Durch
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Ey = (1,0,...,0), E5:=(0,1,0,...,0),..., E,:=(0,...,0,1)

ist eine Basis (F1,..., E,) von R" gegeben; wir nennen sie die Standardbasis
von R™. Fiir X = (x1,...,2,) € R™ ist

X:$1E1+"'+ann7

also x; die i-te Koordinate des Vektors X beziiglich der Standardbasis; wir
nennen z; kurz die i-te Koordinate von X. Die Abbildung

pi :R" 5 R:(21,...,2,) — x4,

die also jedem Vektor seine i-te Koordinate zuordnet, heifit i-te Projektion
(i=1,...,n).

Bemerkung. In der Sprechweise machen wir keinen Unterschied zwischen
,Punkten“ und ,, Vektoren“. Beides bedeutet hier also dasselbe, ndmlich Ele-
mente von R™. Wir verwenden beide Ausdriicke und sprechen von ,,Punkten*
meist dann, wenn die Vektorraumstruktur keine Rolle spielt.

Um auf dem Vektorraum R™ Analysis betreiben zu kénnen, brauchen
wir (zum Beispiel) eine Metrik. Sie sollte mit der Vektorraumstruktur ge-
koppelt sein. Wir fithren sie daher ein durch eine spezielle Norm, die durch
ein Skalarprodukt induziert ist. An diese Begriffsbildungen soll zunéchst in
allgemeinerem Rahmen erinnert werden.

1.1 Definition. FEin Skalarpodukt auf dem reellen Vektorraum V ist eine
Abbildung

() VXV =R (u,v) = (u,v)
mit folgenden FEigenschaften:

(a) O+ o, w) = Muyw) + o, w), (u, Mo+ o) = Mu,v) + plu, w),

(b) <u,v> = <U7u>7
(c) (u,u) >0, fallsu#0

fiir alle u,v,w € V und alle \, u € R.

Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf V', so wird das Paar (V,{(-,-)) als euklidischer
Vektorraum bezeichnet.

Sind (V, (-, -)), (V', (-, -)") zwei n-dimensionale reelle Vektorrdume mit Ska-
larprodukt, so gibt es, wie man in der Linearen Algebra zeigt, einen Vektor-
raumisomorphismus f : V — V/ mit (f(u), f(v)) = (u,v) fiir alle u,v € V.
In diesem Sinne sind also je zwei euklidische Vektorrdume gleicher (endli-
cher) Dimension isomorph. Alle Skalarprodukte auf einem n-dimensionalen
reellen Vektorraum sind also im wesentlichen gleichwertig, und wir kénnen
insbesondere bei der Behandlung von R"™ ein spezielles wéhlen.
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1.2 Definition. Fir X = (z1,...,2,) € R™, y = (y1,...,yn) € R" sei

<Xv Y> =T+ Tpln.
Dann ist (-,-) ein Skalarprodukt auf R™; es heifit das -Skalarprodukt.

dass in der Tat ein Skalarprodukt definiert wird, ist klar. Wir werden es

den spéteren Betrachtungen zugrundelegen. Unter dem n-dimensionalen eu-
klidischen Vektorraum wird dann immer R™ mit dem Standard-Skalarprodukt
verstanden. Zunéchst schlieflen sich aber an die Definition des Skalarprodukts

noch einige Begriffsbildungen und Hilfssétze an, die wir ohne Mehraufwand
im allgemeineren Rahmen behandeln kénnen.

1.3 Satz. Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum V, so gilt
fir alle u,v € V

(u,0)? < (u,u) (v, v)
(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und

Vi +v,u+v) < V{u,u) + v/ (v,0)
(Minkowskische Ungleichung).

Beweis. Fir A € R und u,v € V gilt nach Definition 1.1
(w, u) + 22 (u, v) + A2 {v,v) = (u+ \v,u+ Iv) > 0.
Ist (v,v) # 0, so kann man

(u,v)
(v, v)
einsetzen und erhiilt die erste Ungleichung. Ist (v,v) = 0, so ist v = 0 und

daher (u,v) = 0; die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt also trivialerweise.
Die Minkowskische Ungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarzschen:

(u+v,u+v) = (u,u) + 2{u,v) + (v,v)
< A{u,u) + 24/ (u, u) (v, v) + (v, v)

2
= (\/<u,u> + <v,v)) . ]
1.4 Lemma. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann wird durch
lu]l ==/ {u, u) firueV

auf V eine Norm erkldrt. Sie heifst die durch das Skalarprodukt induzierte
Norm.
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Beweis. (Zum Begriff der Norm siehe Beispiele in Abschnitt 9.1.) Nach De-
finition 1.1 ist (u,u) > 0, also ist ||u|]| = /(u,u) als reelle Zahl definiert.
dass die Axiome fiir eine Norm erfiillt sind, folgt aus Definition 1.1 und der
Minkowskischen Ungleichung, die gerade die Dreiecksungleichung fiir die in-
duzierte Norm ist. n

Geméif der Beispiele in Abschnitt 9.1 wird damit jetzt durch
d(u,v) = ||u — v fiir u,v €V

auf V auch eine Metrik d gegeben. Im Falle des n-dimensionalen euklidischen
Vektorraums ist

d(Xa Y) = \/(1‘1 - 91)2 +oet (xn - yn)2

fir X = (x1,...,20), Y = (y1,.-.,Yn) € R™. Wir bezeichnen diese Zahl als
den euklidischen Abstand der Punkte X,Y und d auch als die euklidische
Metrik auf R™.

Mit Hilfe des Skalarprodukts lassen sich weitere, anschaulich vertraute
geometrische Grundbegriffe erkléiren:

1.5 Definition. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Die Vektoren
u,v € V heiflen orthogonal (oder senkrecht), wenn (u,v) = 0 ist. Fir
u,v € V\ {0} wird die durch

{u, v)

———— = COS (, 0<p<m,
[[ullllv]]

definierte reelle Zahl ¢ als der Winkel zwischen u und v bezeichnet.

dass ¢ existiert, ist klar wegen
[{w, )| < [Jull[o]],

was gerade die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in neuer Schreibweise ist.
Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der strengen Monotonie von cos auf [0, 7].

Bemerkung. Fiir orthogonale u,v € V gilt der ,,Satz des Pythagoras*:
lu+ ol = [luf] + [v]]*.
Wegen (u,v) = 0 folgt das aus

lu+ol* = (u+v,u+v) = (uu) +2(u,0) + (v,0) = [lul]* + [Jo]] %



10.1 Der n-dimensionale euklidische Vektorraum 221

Eine Basis eines euklidischen Vektorraumes, deren Elemente paarweise
orthogonal und von der Norm 1 sind, heifit orthonormiert. Die Standardbasis
des R™ ist also orthonormiert (beztiglich des Standard-Skalarprodukts).

Von nun an legen wir speziell den n-dimensionalen euklidischen Raum
zugrunde, also R™ mit dem Standard-Skalarprodukt (-,-), der daraus abge-
leiteten Norm || - || und der hierdurch induzierten Metrik. Der euklidische
Abstand zweier Punkte X,Y € R™ ist durch || X — Y| gegeben. Auf diesen
metrischen Raum kénnen wir nun alles anwenden, was wir in Kapitel 9 defi-
niert und bewiesen haben. Durch die Koppelung der Metrik mit der Struktur
eines endlichdimensionalen Vektorraumes ergeben sich einige Besonderheiten
und Vereinfachungen, die wir jetzt zusammenstellen wollen.

1.6 Lemma. Fir X = (z1,...,2,) € R" sei
[ X[ max := max{|z1],..., |zn|}.

Dann ist || - ||max eine Norm auf R™, und es gilt

X lmax < X < VAl X [[max-

Der Bewels ist trivial.

Diese einfachen Ungleichungen sind ein bequemes Hilfsmittel, um Aus-
sagen iiber R™ auf dem Weg iiber die Koordinaten auf Aussagen iiber R
zuriickzufiihren. Die folgenden Sétze werden dies demonstrieren.

1.7 Satz. Die Menge Q™ der Punkte mit rationalen Koordinaten ist dicht in
R™.

Beweis. Sei X = (x1,...,1,) € R gegeben. Sei ¢ € RT. Da Q dicht in R
ist, gibt es zu jedem ¢ € {1,...,n} eine Zahl y; € Q mit

|z — yi] < %
Dann ist Y := (y1,...,yn) € Q", und nach Lemma 1.6 ist
[X =Y < Vn[X = Y]max <e.
In jeder Umgebung eines beliebigen Punktes von R™ liegen also Punkte aus

Q™. n

Der folgende Satz fithrt die Konvergenz von Punktfolgen im R"™ auf die
Konvergenz der Koordinatenfolgen zuriick; wir werden ihn h#ufig zu benutzen
haben.
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1.8 Satz. Sei (Xi)ren eine Folge in R™, sei X, = (osgk), . ,xslk)) firk € N,
sei X = (z1,...,z,) € R™. Dann gilt

(k) _

lim X =X & kli—{rolomi =x; firi=1,...,n.

k—o0
Ferner gilt

(Xk)ken ist Cauchy-Folge < (x(k))

(3

ken st Cauchy-Folge firi=1,...,n.

Beweis. Gelte limg_,oo X, = X. Seii € {1,...,n}. Sei ¢ € RT. Es gibt ein
ko € Nmit || X — Xi| < ¢ fiir k > ko. Fiir alle & > ko gilt also

k
i — 2] <X = Xillmax < [1X = Xi]| <&
Damit ist limg_, xz(-k) = x; gezeigt.

Gelte limk_,ooxgk) =ux; fiiri=1,...,n. Sei e € RT. Fiir i € {1,...,n}
gibt es ein k; € N mit |z; — 2" < e/y/n fir k > k;. Fir k > ko :=
max{k,...,k,} gilt dann

| X — Xkl <Vl X — Xi|lmax < €.
Damit ist limg_, oo X = X gezeigt.

Die zweite Aquivalenz zeigt man véllig analog. [

Als Anwendung kann man zeigen, dass die Vektorraumoperationen und
das Skalarprodukt stetig sind. Wegen Satz 4.3 aus Kapitel 9 ist das dquivalent
mit den folgenden Aussagen.

1.9 Satz. Fiir konvergente Folgen (Xi)ren, (Yi)ken in R™ und (Ap)ren in
R gilt

(X'}C +Yk) = lim X, + lim Y%,
k—o0 k—o0

lim
k—o0
lim A Xy, = ( lim A lim X

hvoo R (kfio ’“> (kinéo ’“)’

k—o0 k—o0

lim
k—o0

Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 1.8 und bekannten Aussagen iiber
konvergente Folgen reeller Zahlen. Aus dem zweiten Teil von Satz 1.8 erhilt
man die folgende Aussage.

1.10 Satz. R" ist vollstindig.
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Beweis. Sei (Xj)ren mit Xy = (a:gk), e ,a:%k)) eine Cauchy-Folge in R™. Fiir
ie{l,...,n}ist (wgk))keN nach Satz 1.8 eine Cauchy-Folge in R, wegen der
Vollstandigkeit von R also konvergent gegen eine Zahl z; € R. Mit X :=
(1,...,Tpn) gilt limg_, oo X = X nach Satz 1.8. [

Ebenso wichtig wie die durch Satz 1.10 ausgedriickte Tatsache, dass in
R™ das Cauchysche Konvergenzkriterium gilt, ist die Tatsache, dass der Satz
von Bolzano-Weierstraf3 sich auf den R” iibertragen lift.

1.11 Satz (Bolzano-WeierstraB}). Jede beschrinkte Folge in R™ besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (Xg)gen mit Xj = (asgk),...,x%k)) eine beschrinkte Folge in

R™. Wegen Lemma 1.6 ist die Folge (;vgk))keN beschréinkt; sie besitzt also
nach dem in R giiltigen Satz von Bolzano-Weierstrafl eine gegen eine Zahl
z1 € R konvergierende Teilfolge (xgkj )) jen. Die Folge (a:gkj)) jen ist ebenfalls
beschrénkt, sie besitzt also eine gegen ein x5 € R konvergierende Teilfolge.

So weiter schlieend, erhilt man nach endlich vielen Schritten eine streng

monotone Folge (m;) en in N und Zahlen z4,...,2, € R mit
lim xgmj):xi firi=1,...,n.
Jj—o0

Mit X := (x1,...,2,) gilt also nach Satz 1.8

lim X;,, = X. [ ]

j—o0

Hieraus kénnen wir zum Beispiel eine Verallgemeinerung des aus Analysis
I bekannten Intervallschachtelungsprinzips (Kapitel 2, Satz 2.3) herleiten.

1.12 Satz. Sei (A;)ien eine Folge abgeschlossener, beschrinkter, nichtleerer
Teilmengen von R™ mit Ay O As D A3 D .... Dann ist ﬂieN A; # 0.

Beweis. Da A; # () ist, konnen wir ein X; € A; auswihlen (i € N). Die Folge
(X;)ien ist (wegen X; € Ay und der Voraussetzung) beschrinkt, besitzt also
nach Satz 1.11 eine konvergente Teilfolge (X, )ren. Sei X ihr Limes. Sei
i € N. Wegen X;, € A;, C A; fiir i, > ¢ ist X Berithrpunkt von A;; also ist
X e A;. ]

Nun konnen wir auch zeigen, dass in R” der Uberdeckungssatz von Heine-
Borel gilt:

1.13 Satz. In R"™ ist jede abgeschlossene, beschrdinkte Menge kompakt.



224 10 Der euklidische Raum

Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis von Satz 1.8, Kapitel
4 in Analysis I; dabei sind lediglich Intervalle [a;, b;] zu ersetzen durch Wiirfel

(@M B8] - [l 6], "

K2

Nach diesen wichtigen Beispielen fiir die Ubertragbarkeit von Sétzen von
R auf R™ kann man sich fragen, welche Rolle dabei die spezielle Wahl der
euklidischen Norm || - || spielt. Die Antwort lautet, dass man ebenso gut eine
beliebige andere Norm hétte wihlen kénnen. Dies liegt daran, dass zwei be-
liebige Normen auf dem Vektorraum R™ #quivalent sind in folgendem Sinne.

1.14 Satz. Sind || - |1 und || - ||2 zwei Normen auf R™, so gibt es Zahlen
k, K € RT mit

BIXIL < X < K| X| fir alle X € R™.
Beweis. Es geniigt, die Ungleichungen fiir eine spezielle Norm || - ||; zu be-
weisen; das allgemeine Resultat folgt dann ndmlich durch mehrmalige An-

wendung des spezielleren. Wir wéhlen hierzu die Norm || - ||max aus Lemma
1.6.

Sei (B4, ..., E,) die Standardbasis des R” und
K:=|Elz+--+ [ Enll2
Fiir X = (21,...,2,) € R™ gilt dann

1X2 = 1By + - + @0 Balla
< ferllBrlls + -+ leal Eall:
< K| X -

Damit ist schon die Existenz von K gezeigt.

Wir setzen nun f(X) := || X||2 fiir X € R™ und zeigen die Stetigkeit der
Funktion f. Fiir X, Y € R”™ gilt

X2 = 1Y ][2] < [[X =Yl (Dreiecksungleichung)
< K”X - YHmax
<K|X -Y] (nach Lemma 1.6).

Also ist f stetig. Nun ist die Menge
A:={X eR": || X|lmax =1}

beschrinkt (denn fir X € A ist d(X,0) = || X| < V7| X||max = v/7) und
abgeschlossen (denn aus X; € A und X; — X folgt 1 = || X;||max — || X ||max
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nach Lemma 2.5 aus Kapitel 9, also || X||max = 1). Nach Satz 1.13 ist A
kompakt. Nach Folgerung 5.5 aus Kapitel 9 nimmt f auf A ein Minimum
k>0 an. Wére k = 0, so gidbe es ein X € A mit | X||2 =0, also X =0, ein
Widerspruch. Also ist & > 0. Wir haben also || X||z > &k > 0 fiir alle X € R"
mit || X || max = 1. Fiir beliebiges X € R™ \ {0} gilt dann mit A := 1/{| X || max
die Gleichung ||[AX ||max = 1, also |A||| X ||z = [|AX ]2 > E, folglich || X2 >
E|| X || max- Fiir X = 0 gilt diese Ungleichung trivialerweise. Damit ist auch
die Existenz von k gezeigt. [

10.2 Abbildungen und Koordinatenfunktionen

Abbildungen zwischen euklidischen Réumen treten in der htherdimensiona-
len Analysis in verschiedenster Form auf. In diesem Abschnitt sollen einige
grundlegende Erlduterungen zu allgemeinen Abbildungen F : R"* — RF gege-
ben werden. Wir betrachten zunéchst lineare Abbildungen und wiederholen
einige einschligige Begriffe aus der Linearen Algebra.

Eine Abbildung F : R™ — R* heiit bekanntlich linear, wenn
FOAX +pY)=AF(X) 4+ uF(Y)

fiir alle X,Y € R™ und alle A\, u € R gilt. Lineare Abbildungen lassen sich
durch Matrizen beschreiben. Wie vereinbart, wollen wir dabei immer die
Standardbasen zugrundelegen. Sei also (FE1,..., E,) die Standardbasis von
R™ und (Ef,..., E}) diejenige von R*. Fiir jedes j € {1,...,n} ist der Vek-
tor F'(E;) eindeutig linear kombinierbar aus den Vektoren Ef, ..., E}, also
gilt

k
F(Ej)zzaijE{» firj=1,...,n
i=1

mit reellen Zahlen a;;. Durch die k x n-Matrix

a11 a12 ... Aip
a21 a22 ... A2p
(aij) i=1,..., k=
j=1,..., n
ar1 g2 ... Qkn

ist umgekehrt die Abbildung F festgelegt, denn fiir X = 377, #;E; € R™ ist
n k k

F(X)=Y ,;F(E;) = Z%‘ S agEl =Y | Y aiyz; | B

j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
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Die i-te Koordinate des Bildvektors ist also gegeben durch
n
Z Q5T .
j=1

Die linearen Abbildungen F' : R™ — RF bilden in bekannter Weise einen
reellen Vektorraum. Es ist zweckméfig, hierauf eine Norm einzufithren. Wir
nehmen dazu die euklidische Norm des (beliebig geordneten) (kn)-Tupels der
Matrixeintriage, durch die F' beziiglich der Standardbasen beschrieben wird.

2.1 Lemma. Sei F : R" — RF eine lineare Abbildung. Setze

k n
E E 2
aij,

i=1 j=1

1] =

wobei (a;;) i=1,..... die der Abbildung F' wie oben zugeordnete Matriz ist. Dann

Jj=1,...,n

gilt

IEOI < IFIIIXI fir alle X € R™.

Bemerkung. Man beachte, dass hier ungenauerweise dasselbe Symbol || - ||
fiir drei verschiedene Funktionen benutzt wird: ||F(X)| ist die Norm von
F(X) in R* || X|| ist die Norm von X in R™, und ||F|| ist eine Norm auf
dem Vektorraum Hom(R", R¥) der linearen Abbildungen von R™ in R¥. Da
aber keine Gefahr von Mifiverstéindnissen besteht, ist diese unprézise Bezeich-
nungsweise durchaus iiblich.

Beweis (Lemma 2.1). Fiir X = (21,...,2,) € R" gilt

n

FX) =YD aiyz; | B,

i=1 \j=1

also

2

k n
IFCOIP =YD aix;

i=1 \j=1

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (in einem beliebigen R™) (A, B)? <
IAIZ[I B> ist

(Zan) = (Xa) (X8).
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also

k n n
IFCOIP <D D e | [ Do | = IFIPIX)> =
j=1

i=1 \j=1
2.2 Folgerung. Ist F : R" — R¥ eine lineare Abbildung, so ist
IF(X) = FW)[I < |FIIX=Y|  fir X,Y € R",

also ist F eine Lipschitzabbildung (mit Lipschitz-Konstante ||F||) und somit
insbesondere gleichmdflig stetig.

Nun betrachten wir Abbildungen in euklidische Riume, die nicht not-
wendig linear sind. Der Definitionsbereich darf dann zunéchst auch von all-
gemeinerer Natur sein. Sei zunéchst M eine beliebige nichtleere Menge und
F : M — R” eine Abbildung. Fiir jedes x € M koénnen wir dann den Bild-
vektor F'(x) als Linearkombination der Basisvektoren F1, ..., E, des R™ dar-
stellen. Bezeichnen wir die i-te Koordinate von F'(z) mit f;(z), so gilt also

F(x) = i: fi(x)E; fir x € M.
i=1

Dadurch sind reellwertige Funktionen f; : M — R, 4 = 1,...,n, definiert.
Wir bezeichnen f; als die i-te Koordinatenfunktion der Abbildung F. Sie
kann auch als Komposition

fi=pioF
dargestellt werden; dabei ist

;i R™ —R

(X1, ey ) = ay

die i-te Projektion. Allgemein 148t sich also die Untersuchung einer Abbildung
in den R™ zurtickfiithren auf die Untersuchung von n reellwertigen Funktionen,
was oft bequem ist. Hierfiir ein erstes Beispiel:

2.3 Satz. Sei M ein metrischer Raum, F : M — R" eine Abbildung und
x € M. Dann gilt:

F' ist stetig in x < p; o F ist stetig in x firi=1,...,n.

Beweis. Ist F stetig in x, so ist wegen der Stetigkeit der Projektion p; auch
p;o F stetigin z (i = 1,...,n). Seien umgekehrt alle Koordinatenfunktionen
pioF =: f; stetig in z. Sei e € RT. Fiiri € {1,...,n} gibt es eine Umgebung
U; von x in M mit
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|fi(z) — fily)] < fiir alle y € U;.

£
N
Dann ist U := U; N --- N U, eine Umgebung von z, und fiir alle y € U gilt
|fi(z) — fiy)| <e/v/nfiri=1,...,n,also

1F(y) = F@)ll < vVl F(y) = F(2)[lmax < e u

Bemerkung. Analoge Aussagen gelten offenbar, wenn ,stetig in x“ ersetzt
wird durch ,,stetig” oder ,gleichméfig stetig”.

Die Stetigkeit einer Abbildung in einem Punkt kann man natiirlich ganz
analog wie in Analysis I auch unter Verwendung eines Grenzwertbegriffs
fiir Funktionen formulieren. Der folgende Konvergenzbegriff fiir Abbildun-
gen zwischen euklidischen Rdumen wird spéter hiaufig benutzt.

2.4 Definition. Sei M C R", FF : M — R* eine Abbildung, X, ein
Hiéufungspunkt von M und Y € R¥. Dann wird definiert

lim F(X)=Y &
X—Xo

VeeRT 3§ eRT VX € M\ {Xo}: (|X — Xo|| <6 = ||F(z) - Y| <e).

Man beachte, dass die Aussage

lim F(X)=Y
X—Xo

nicht erfordert, dass F' auch an der Stelle X definiert ist.

Die Stetigkeitsdefinition kann jetzt also auch folgendermaflen umformu-
liert werden:
F stetigin Xo < lim F(X) = F(Xo).
X—)Xo
Ebenso wie Konvergenz einer Folge in R™ gleichbedeutend ist mit Konver-
genz der entsprechenden Koordinatenfolgen, kann man Limesbeziehungen fiir

Abbildungen zuriickfithren auf Limesbeziehungen fiir die Koordinatenfunk-
tionen:

2.5 Satz. Sei M C R", F : M — RF eine Abbildung, Xy ein Hiufungs-
punkt von M, Y = (y1,...,yx) € R¥ und f; := p; o F, also F(X) =
(f1(X),..., fr(X)) fir X € M. Dann gilt:

Xli)rr)l(OF(X):Y & XIEEl(Ofi(X):yi firi=1,... k.

Beweis. In Analogie zum Beweis von Satz 1.8 (leichte Ubung). L]
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Die formalen Eigenschaften des Konvergenzbegriffes aus Definition 2.4
sind sinngeméf dieselben wie frither im eindimensionalen Fall. Wir nennen
nur ein spéater haufig benutztes Beispiel: Aus

lim F(X)=Y und lim G(X)=2Z2
X—Xo X—Xo

folgt

lim (F+G)(X)=Y + Z.
X*}X()






11 Differentiation

Wir beginnen mit einigen Vorbetrachtungen. In diesem Kapitel soll die Diffe-
rentialrechnung fiir Funktionen von n reellen Verdnderlichen behandelt wer-
den. Unter einer reellen Funktion von n reellen Verédnderlichen verstehen wir
eine Abbildung f : M — R mit M C R™. Fir X € R", X = (21,...,2,)
schreibt man tiblicherweise

f(X) == f(.’L‘l,...7LL‘n).

Man mu#f sich dabei stets dariiber klar sein, dass diese Schreibweise die Fest-
legung einer Basis des R™ voraussetzt, auch wenn dies nicht immer explizit ge-
sagt wird. In der Schreibweise f(X) ist dagegen nicht auf eine spezielle Basis
Bezug genommen; daher nennt man diese Schreibweise auch , koordinatenu-

nabhiingig® oder ,invariant“. Wenn wir in R™ eine andere Basis (E1, ..., F,)
einfithren, so kénnen wir natiirlich auch

f(X)=f (Z xE) = g(&1,..., %)

schreiben, aber die Zuordnung (Z1, ..., Z,) — g(Z1, ..., T,) ist natiirlich eine
andere als die Zuordnung (x1,...,2,) — f(21,...,2,). Aus diesen und ande-
ren Griinden ist es zweckméfig, so weit wie moglich koordinatenunabhéngige
Definitionen, Schreibweisen und Schluflweisen zu benutzen. Bei der analyti-
schen Behandlung von Funktionen von mehreren Verénderlichen empfiehlt es
sich also, in f(X) immer das Argument X, also einen Punkt des Raumes, als
das Wesentliche anzusehen und seine Beschreibung durch Koordinaten nur
als Hilfsmittel zu betrachten.

Diese Betrachtungsweise fiihrt uns auch dazu, an den Anfang der Diffe-
rentialrechnung in hoheren Dimensionen nicht die partiellen Ableitungen zu
stellen. Was hierunter zu verstehen ist, ist schnell gesagt. Sei f : R — R
eine Funktion und X = (Z1,...,T,) € R™. Als i-te partielle Ableitung von f
an der Stelle X wird die Ableitung der Funktion

i f(flw"7Ti71atvfi+17"wxn)
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an der Stelle ¢t = T; bezeichnet, falls sie existiert. Die i-te partielle Ableitung
oder partielle Ableitung nach der i-ten Verdnderlichen ist also die gewthnli-
che Ableitung der Funktion, die sich ergibt, wenn alle Verénderlichen aufler
der i-ten festgehalten werden. Partielle Ableitungen beziehen sich also immer
auf eine Basis. Abgesehen von diesem Schonheitsfehler ist es auch aus anderen
Griinden nicht zweckméfig, den Begriff der Differenzierbarkeit auf die Exis-
tenz der partiellen Ableitungen zu griinden. Dies soll jetzt durch Beispiele
erldutert werden.

Wir betrachten Funktionen auf R2. In diesem Fall werden wir die Koor-
dinaten (beziiglich der Standardbasis) eines Vektors X meist mit x,y statt
x1, T bezeichnen. Sei nun f : R? — R definiert durch

2o = ﬁ fiir (z,y) # (0,0),
e {0 fiir (z,y) = (0,0).

Die partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0), bezeichnet mit

%(O’O) und 2—5(0,0),

existieren, denn die Funktionen z — f(z,0) = 0 und y — f(0,y) = 0 sind
differenzierbar. Die Funktion f ist also an der Stelle (0,0) (und auch an
jeder anderen Stelle) partiell differenzierbar. Sie ist aber an der Stelle (0,0)
nicht stetig! In der Tat liegen in jeder Umgebung von (0,0) Punkte (a,a)
mit a # 0, und es ist f(a,a) = 1/2, wihrend doch f(0,0) = 0 ist. Nun
sind wir aus Analysis I gewohnt, dass jede differenzierbare Funktion auch
stetig ist. Hier haben wir aber eine partiell differenzierbare Funktion von
zwei Verdnderlichen, die nicht stetig ist. Dies weist darauf hin, dass man
unter der Differenzierbarkeit einer Funktion von mehreren Veridnderlichen
etwas anderes verstehen sollte als partielle Differenzierbarkeit.

Nun bezieht sich partielle Differenzierbarkeit auf eine spezielle Basis. Man
konnte daher von einer Funktion schérfer fordern, dass sie beziiglich jeder
Basis partiell differenzierbar ist. Aber auch daraus wiirde nicht die Stetigkeit
folgen. Dies wird belegt durch das Beispiel

o :,;szyyz fur (z,y) # (0,0)
flz,y): {0 fur (z,y) = (0,0)

In jeder Umgebung von (0,0) liegen Punkte (a,a?) mit a # 0, und hierfiir ist
f(a,a*) = 1. Also ist f nicht stetig in (0, 0). Andererseits sind die Funktionen

y— f(0,y)=0

und
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at
t'-)f(t,at):m, aeR
iiberall differenzierbar. Mit anderen Worten: Fiir jede Gerade G in R? durch
den Nullpunkt ist die Einschrinkung von f auf G differenzierbar (genau-
er: fiir jeden Vektor E € R? ist die Funktion ¢ ~ f(tE) differenzierbar).
Spéter werden wir hierfiir sagen, dass alle Richtungsableitungen dieser Funk-
tion existieren, insbesondere alle partiellen Ableitungen bei beliebiger Basis.
Trotzdem ist die Funktion nicht stetig.

11.1 Differenzierbarkeit

Die Vorbetrachtungen machen klar, dass wir uns gut iiberlegen miissen, was
eigentlich eine sinnvolle Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion von
mehreren Verdnderlichen ist. Wir kénnen uns hier durch den eindimensiona-
len Fall leiten lassen, miissen ihn aber inhaltlich richtig verstehen und dazu
etwas uminterpretieren.

Der Grundgedanke der Differentialrechnung besteht darin, eine gegebene
Abbildung von einem euklidischen Raum in einen anderen dadurch zu un-
tersuchen, dass man die Abbildung in der Nihe eines betrachteten Punktes
moglichst gut approximiert durch ,,moglichst einfache“ Abbildungen. Beson-
ders einfach sind konstante Abbildungen und, nach diesem Trivialfall, lineare
Abbildungen. Zusammensetzungen aus beiden nennt man affine Abbildun-
gen. Eine Abbildung F : R® — R¥ heiit also affin, wenn

F(X)=L(X)+Z  fir X €R"

ist, wobei L : R” — R¥ eine lineare Abbildung und Z € R¥ ein fester Vektor
ist.

Betrachten wir nun zunéchst den Fall einer Funktion f : R — R. Eine
affine Abbildung g : R — R ist von der Form

glx) =cx +1t fir x € R

mit Konstanten ¢ und t. Wir wollen nun zu gegebenem zy € R eine affi-
ne Funktion ¢ finden, die f bei x( ,,moglichst gut“ approximiert. Die erste
Forderung an g ist natiirlich, dass g(xo) = f(x0) sein soll; dies wird erfiillt
durch

9(x) = e(z — o) + f (o).

Schreiben wir wie iiblich = x¢ + h, so verschwindet also die Funktion
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h = f(xo+h) —g(zo + h) = f(zo + h) — f(x0) — ch

fiir h = 0. ,,Gute Approximation“ interpretieren wir nun so, dass die Differenz
f(zo+ h) — f(zg) — ch fiir h — 0 schneller klein werden soll als h. Damit ist
gemeint, dass sogar noch

lim f(xo+h)— flzo) —ch
h—0 h o

0 (1.1)

sein soll. Hiermit sind wir genau bei der Definition der Differenzierbarkeit
aus Analysis T angelangt: (1.1) ist dquivalent damit, dass f bei z¢ differen-
zierbar und dass f'(xg) = c ist. Die obigen Uberlegungen legen es aber jetzt
nahe, nicht die Zahl ¢, sondern die durch sie definierte lineare Abbildung
L : h — ch in den Mittelpunkt zu stellen, also zu sagen: Die Funktion f heifit
differenzierbar in x(, wenn es eine lineare Funktion L : R — R gibt mit

i 4 (@0 +h) = f(@o) — L(h)
h—0 h

=0.

In dieser Form 148t sich die Definition sofort auf Abbildungen zwischen hher-
dimensionalen Rdumen {ibertragen.

1.2 Definition. Sei M C R™ offen, sei F : M — RF eine Abbildung, sei

Xo € M. Die Abbildung F heifst differenzierbar in Xg, wenn es eine lineare
Abbildung L : R™ — R* gibt mit

F(Xo+H)—- F(Xy)—L(H

lim (Xo + H) (Xo) (H)

=0.
H=0 I1H||

Gibt es eine solche lineare Abbildung, so ist sie eindeutig bestimmt; sie heifst
dann das Differential von F in Xy und wird mit DFx, bezeichnet. F' heifst
differenzierbar, wenn F differenzierbar in X ist fir alle X € M.

Wohldefiniertheit von Definition 1.2. Zu zeigen ist, dass es hochstens eine
lineare Abbildung mit der genannten Eigenschaft gibt. Seien also Li, Lo :
R"™ — R* zwei lineare Abbildungen dieser Art. Dann gilt

lim Li(H) — Lo(H)
H=0 || H||

Fiir jeden Vektor X € R™\ {0} folgt insbesondere

0 — 1y D2() ~ La(tX) _ Ly(X) — Ly(X)
N0 [£X] [y ’

also L1(X) = Ly(X); somit ist Ly = Lo. L]

=0.

Bemerkung. In der idlteren Literatur wird Differenzierbarkeit im Sinne von
Definition 1.2 oft als ,,vollstédndige* oder ,totale“ Differenzierbarkeit bezeich-
net.
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In Definition 1.2 diirfen n und k beliebige natiirliche Zahlen sein. Ist eine
dieser Zahlen gleich 1, so kann man sich die Bedeutung des Differentials gut
veranschaulichen.

Sei zunéchst & = 1 und, der Einfachheit halber, n = 2. In diesem Fall
empfiehlt es sich, von der Funktion f: M — R (mit M C R?) den Graphen

Graph f := {(SL’,y,Z) eR? | (xvy) eEM, z= f(xvy)}

zu betrachten. Sei Xy € M und D fx, das Differential von f in X. Dann ist
also Dfx, : R? — R eine lineare Funktion. Differenzierbarkeit von f in X
kann auch so formuliert werden, dass

J(X) = f(Xo) + Dfx, (X = Xo) + R(Xo, X)
mit

R(XO, X) _
A8 T o 0 (1:3)

gilt. Die durch
9(X) = f(Xo) + Dfx,(X — Xo), X €R?,
definierte Funktion g ist affin, und ihr Graph
Graph g = {(z,y,2) €R? | (z,) € R, z = g(z,y)}
ist eine Ebene durch den Punkt (X, f(Xy)). Die Beziehung (1.3), also

f(X) = 9(X)

li =0
Xin)l(o ||X —X0||

besagt, dass der Graph von f bei Anniherung von X an Xy sich dem Gra-
phen von g besonders gut anschmiegt. Der Graph von g wird daher auch
als Tangentialebene des Graphen von f im Punkt (Xo, f(Xo)) bezeichnet.
Differenzierbarkeit einer reellen Funktion kann also auch als Existenz einer
Tangentialebene an den Graphen interpretiert werden. Das Differential be-
schreibt die Stellung dieser Tangentialebene.

Betrachten wir jetzt den Fall n = 1 und k > 2. Die Menge M C R wollen
wir etwa als Intervall annehmen. Die Abbildung F' : M — R bezeichnet
man als eine parametrisierte Kurve. (Eine physikalische Interpretation im Fall
k = 3 wire etwa, dass F' die Bahn eines Massepunktes in Abhéngigkeit von
der Zeit beschreibt.) Sei ¢y € M und F differenzierbar in t. Das Differential
DF;, : R — RF ist eine lineare Abbildung von R in R¥, also gilt DF}, (h) =
hDF, (1). Wir setzen

DF,;, (1) =: F'(to);
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das ist also ein Vektor in R¥. Die Limesgleichung in der Definition 1.2 der

Differenzierbarkeit lautet dann

_ _ !
lim F(to+h) — F(to) — F'(to)h
h—0 ||

:07

was dquivalent ist mit

lim F(to + h) — F(to)

v
h—0 h = F'(to).

Damit ist eine anschauliche Deutung des Vektors F(tg) gefunden. Wir be-
zeichnen ihn als Ableitung der Abbildung F' oder als Tangentenvektor der
parametrisierten Kurve F' in tg. Ist f; die i-te Koordinatenfunktion von F,
also

F(t):(fl(t)aafk(t)) fﬁrt€M7

so ist wegen Satz 2.5 aus Kapitel 10

F'(to) = (fi(to), .- - fr(to))-

Man erhélt den Ableitungs- oder Tangentenvektor also durch koordinaten-
weises Differenzieren.

Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick und wollen zunéchst einige
grundlegende Aussagen iiber differenzierbare Abbildungen zusammenstellen.
Danach untersuchen wir insbesondere reellwertige Funktionen, die wir an-
schliessend in Gestalt von Koordinatenfunktionen wieder fiir die Behandlung
allgemeiner differenzierbarer Abbildungen nutzbar machen.

Die folgenden Sétze zeigen, dass der durch Definition 1.2 eingefiihrte Dif-
ferenzierbarkeitsbegriff, anders als die Forderung der partiellen Differenzier-
barkeit, die aus Analysis I bekannten Implikationen von Differenzierbarkeit
auszudehnen gestattet.

1.4 Satz. Ist F : M — R* in X, differenzierbar, so ist F' in X, stetig.

Beweis. Sei F' in X differenzierbar. Zu gegebenem e € R existiert dann ein
0 € RT mit

| F(Xo+ H) — F(Xo) — DFx,(H)|

<
IH]|

N ™

fir alle H mit Xo + H € M und 0 < ||H|| < é;. Da lineare Abbildungen
gleichméBig stetig sind, existiert ein do € RT mit ||DFx,(H)| < &/2 fiir alle
H € R” mit |H| < d2. Fiir alle Xo + H € M mit |H| < ¢ := min{dq, 2,1}
gilt dann
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[ F(Xo+ H) = F(Xo)||
|F(Xo + H) — F(Xo) — DFx,(H)|| + |[DFx,(H)||

3 3
ZINH z
)+

IN

IN

<e. [

1.5 Satz. Sind die Abbildungen F : M — R¥ und G : M — RF differenzier-
bar in Xo, so auch F' + G, und es gilt

D(F + G)x, = DFx, + DGx,.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus

(F'+G)(Xo+ H) — (F + G)(Xo) — (DFx, + DGx,)(H)
= [F(Xo + H) — F'(Xo) — DFx,(H)] + [G(Xo + H) — G(Xo) — DGx,(H)]

nach Division durch ||H|| und Limesbildung H — 0. L]

Die wichtige Kettenregel besagt, dass die Komposition differenzierbarer
Abbildungen differenzierbar ist und dass das Differential der Komposition
die Komposition der Differentiale ist.

1.6 Satz (Kettenregel). Seien M C R™ und N C R* offen, seien F : M — N
und G : N — R™ Abbildungen. Sei Xo € M, sei ' differenzierbar in Xy und
G differenzierbar in F'(Xo). Dann ist Go F differenzierbar in Xo, und es gilt

D(G O }7))('0 - DGF(XO) o DF‘)((J

Beweis. Wir setzen F(Xo) =: Yp und F(Xo + H) — F(Xo) = Zy fiir H €
R™\ {0} und X + H € M. Fiir diese H gilt

ﬁ (G o F)(Xo + H) — (G o F)(Xo) — DGp(xy) © DFx, (H)]
- ﬁ (G(Yo + Zu) — G(Yo) — DGy (Zir)]
7 DG (P + H) = F(X0)) = DG (DFy, ()]
- ﬁ (G(Yo + Zu) — G(Yo) — DGy, (Zir)]
1
1 DGy, (|H” (F(Xo+ H) — F(Xy) DFXO<H>>) ,

wobei zuletzt benutzt wurde, dass das Differential eine lineare Abbildung ist.
Wegen der Differenzierbarkeit von F' in Xy und der Stetigkeit der linearen
Abbildung DGy, gilt
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1
lim DGy, | — (F(Xo + H) — F(Xo) — DFx,(H)) | =0.
H=0 (I1H||

Fiir den ersten Summanden haben wir

1
T [G(Yo + Zu) — G(Yo) — DGy, (Zn)]
0, falls Zy =0,
- Wl A (GO + Zr) — G(Y) = DGy, (Zn)]  sonst.

Aus der Differenzierbarkeit von G in Y, der Stetigkeit von F in Xy und
der Beschrinktheit von || Zg||/||H|| in einer Umgebung von 0 (die aus der
Differenzierbarkeit von F in X folgt) ergibt sich jetzt

) 1
Jim, ey (GO0 + Zi) = G(Yo) = DGy, (Z3)] = 0.
Daraus folgt die Behauptung. ]

Bei konkreten Berechnungen wird man im allgemeinen die Kettenregel in
Koordinatenschreibweise benutzen; hierauf kommen wir spéter zuriick.

Den Fall n = 1 der Kettenregel (Satz 1.6), der hiiufig vorkommen wird,
schreiben wir noch mit Verwendung des Ableitungsvektors.

1.7 Folgerung. Seien I C R und N C R* offen, seien F : I — N und
G : N — R™ Abbildungen. Ist F differenzierbar in tog € I und G differenzier-
bar in F(ty), so gilt

(G o F)/(to) = DGF(tO)(F/(t())).

Beweis. Nach Satz 1.6 ist
D(G o F)yy = DG, © DFy,;
fiir h € R folgt also

WG o F)'(to) = D(G o F)y,(h) = DGp,)(DFy, ()
= DGF(tO)(hF/(to)) = hDGF(tO)(F/(tO)). ]

Hiermit 148t sich auch die Bedeutung des Differentials noch etwas ein-
sichtiger machen. Mit den Bezeichnungen aus Folgerung 1.7 ist F' : [ — N
(wobei I ein Intervall sei) eine parametrisierte Kurve durch F'(¢p) =: Xo, und
F'(tp) ist ihr Tangentenvektor an dieser Stelle. Umgekehrt ist jeder Vektor
T € R* Tangentenvektor einer passenden parametrisierten Kurve durch Xo;
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zum Beispiel kann man F'(t) := X +¢T fiir t € R setzen. Nun ist die Kompo-
sition G o F' eine parametrisierte Kurve in R™ durch F(Xy). Nach Folgerung
1.7 gilt

(G o F)(to) = DGx, (F'(to)).

Man erhilt also den Tangentenvektor der Bildkurve G o F'| indem man auf
den Tangentenvektor der urspriinglichen parametrisierten Kurve F das Dif-
ferential der Abbildung G an der Stelle X; anwendet.

Einer der niitzlichsten Sétze aus Analysis I iiber differenzierbare Funktio-
nen ist der Mittelwertsatz (Kapitel 6, Satz 2.2). Er besagt, dass man fiir eine
differenzierbare Funktion f : [z,y] — R die Differenz f(y) — f(x) darstellen
kann durch

fy) = f@) = f'(2)(y — 2),

wobei z € (z,y) eine passende Zwischenstelle ist. Ausgenutzt wird dies meist
in folgender Weise. Weifl man, dass fiir alle z € (x,y) die Abschitzung
|f'(2)| < ¢ mit einer Konstanten ¢ gilt, so folgt

lf(y) — f(2)] < cly —al.

Mit anderen Worten, die Differenz der Funktionswerte bei x und y ist klein,
wenn im ganzen Intervall der Betrag der Ableitung klein ist. In dieser Form
148t sich der Mittelwertsatz auf differenzierbare Abbildungen F von R™ in den
RF iibertragen, nicht jedoch in der vorherigen Form einer Gleichung. Quali-
tativ besagt diese Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, dass der Abstand
|IF'(Y) — F(X)]| nicht grof ist, wenn das Differential von F' l&ngs der Verbin-
dungsstrecke von X und Y nicht grof} ist. Die Grofle des Differentials wird
dabei im Sinne der in Lemma 2.1 aus Kapitel 10 eingefiihrten Norm linearer
Abbildungen gemessen. Mit

(X, Y] = {(1-NX+AY [0<A<1}

bezeichnen wir die Verbindungsstrecke der Punkte X, Y € R™.

1.8 Satz. Sei M C R™ offen, seien X,Y € M Punkte mit [X,Y] C M. Die
Abbildung F : M — RF sei stetig in M und differenzierbar in (1 — X)X +\Y
fir alle A € (0,1). Gilt

|IDEz|| <c¢ firZ=(1-XNX+AY mit A €(0,1),
mit einer Konstanten c, so gilt

[1E(Y) = F(X)| < elly = X.



240 11 Differentiation

Beweis. Zunichst behandeln wir einen Spezialfall. Sei G : [0,1] — R* eine
stetige Abbildung derart, dass die Einschrénkung G|,1) differenzierbar ist
und dass

IG' )] < e fiir alle ¢t € (0,1)
gilt. Wihle e € RT und setze
A:={te[0,1] ] ||G#) — G(0)|| < (c+ &)t +¢€}.

Da G in 0 stetig ist, enthiilt A jedenfalls ein Intervall [0, 7] mit 7 > 0. Setze
s :=sup A; dann ist also 0 < s < 1. Da G in s stetig ist, gilt

1G(s) = G(O)|| < (¢ +e)s +e,

also s € A. Angenommen, es wire s < 1. Da G in s differenzierbar ist, gibt
esein h >0mit s+h <1und

HG(s—s—h) — G(s)

TG (s)

<eg,

also mit

Ha(s +h) - G(s)
h

<IEE e see

Es folgt

1G(s +h) = GO)[| < [|G(s +h) = G(s)]| + [|G(s) = GO)|

<
<(c+e)h+(c+e)s+e
=(c+e)(s+h)+e,

also s+h € A, im Widerspruch zur Definition von s. Damit ist s = 1 bewiesen;
es gilt also

IG(1) = GO)]| < ¢+ 2e.
Da e € RT beliebig war, folgt
IG(1) = GO)] < e
Nun sei F' wie in Satz 1.8 vorausgesetzt. Wir definieren K : [0,1] — R™ durch
Kit)=01-t)X+tY fir t € [0, 1].

Trivialerweise ist K differenzierbar und K’(t) = Y — X. Nach der Kettenregel
(Satz 1.6) ist F o K differenzierbar in ¢ € (0,1), und es gilt

D(F 9] K)t = DFK(t) o DKt,
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also
(Fo KY(t) = DFyco(K'(t) = DEyeq (Y — X).
Nach Lemma 2.1 aus Kapitel 10 folgt
[(F o K)' (1)l = [IDFg (Y — X)|| < IDFglIIY — X|| < c]|Y = X]|.
Nach dem bereits Bewiesenen (mit G := F o K und ¢||Y — X|| statt ¢) folgt
[F(Y) = FX)|| = I(FoK)(1) = (FoK)O0)| <]y — X]|. u

1.9 Folgerung. Sei M C R™ offen und zusammenhingend, sei F : M — R*
eine differenzierbare Abbildung mit DFx = 0 fiir alle X € M. Dann ist F
konstant.

Beweis. Seien X,Y € M. Da M zusammenhingend und offen ist, gibt es
Punkte Xq,..., X, mit X3 = X, X} = Y und [X;,X;41] C M fiir ¢ =
1,...,k—1. (Denn fiir festes X € M ist die Menge A; aller Y € M, die derart
mit X durch einen Streckenzug in M verbindbar sind, offen und nicht leer. Die
Menge As := M\ A; ist ebenfalls offen. Da A1 UMy = M, AjNAs = D und M
zusammenhiingend ist, mufl As = () sein, also M = A;.) Fiiri € {1,...,k—1}
gilt nach Satz 1.8 die Gleichung F'(X; 1) — F(X;) = 0. Hieraus folgt F(Y) =
F(X). Da X,Y € M beliebig waren, folgt die Behauptung,. L]

11.2 Partielle Ableitungen und Koordinatenfunktionen

Bei der Behandlung konkreter differenzierbarer Abbildungen wird man zweck-
méfigerweise ihre Koordinatenfunktionen heranziehen. Differentiale und Ket-
tenregel treten dann in Matrizenschreibweise auf. Diese Umformulierungen
wollen wir in diesem Abschnitt vornehmen. Dazu miissen wir zunéchst par-
tielle Ableitungen reellwertiger Funktionen betrachten.

Im ersten Teil des Folgenden sei stets M C R™ eine offene Menge, Xg € M
und f : M — R eine reelle Funktion.

Fiir reellwertige Funktionen héngt der Begriff des Differentials eng zu-
sammen mit dem der Richtungsableitung.

2.1 Definition. Sei E € R\ {0} ein Vektor. Wenn die Funktion
t— f(XO + tE)

in O differenzierbar ist, so wird ihre Ableitung mit f'(Xo; E) bezeichnet, also
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f'(Xo; B) := lim f(Xo +h§> — f(Xo)

1'(Xo; E) heiffit Richtungsableitung von f beziiglich E im Punkt Xj.

2.2 Satz. Ist fin Xo differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitungen
von fin Xg, und es gilt

f'(X0; E) = Dfx,(E) fiir E € R™.

Beweis. Definieren wir g(t) := f(Xo + tE) fiir alle t € R mit Xo +tF € M,
so ist g nach der Kettenregel (Folgerung 1.7) in 0 differenzierbar, und es gilt
9(0) = Dfx,(E). -

Behandelt man Aufgaben {iber differenzierbare Funktionen unter Zuhilfe-
nahme von Koordinaten, so treten insbesondere die Richtungsableitungen in
denjenigen Richtungen auf, die durch die Vektoren Fj, ..., E, der Standard-
basis des R™ gegeben sind. Hierfiir hat man daher besondere Bezeichnungen:

2.3 Definition. Fiirie€ {1,...,n} schreibt man
F'(Xo; Ei) =: 9, f(Xo),

falls diese Ableitung existiert. 0; f(Xo) heifit i-te partielle Ableitung von f in
X,.

Eine hiufig verwendete Schreibweise ist auch

of
o f = .
Wie partielle Ableitungen zu berechnen sind, ist klar: Fiir Xo = (29,...,22)

gilt
0:f (Xo) = [ (Xo; E:) = lim f(Xo+ hb;;—) — f(Xo)

i f@Y, a2+ hal o ah) — f(al, . al)
h—0 h '

Das ist die gewohnliche Ableitung der Funktion

0 0 0 0
t= f(a], w6, Ty)

an der Stelle 2. Hieraus erklirt sich die Bezeichnung , partielle Ableitung*,
und es ergibt sich eine einfache Berechnungsvorschrift.

Durch die partiellen Ableitungen 148t sich nun auch die Richtungsablei-
tung allgemein und damit das Differential einer differenzierbaren Funktion
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leicht ausdriicken. Fiir Y = (y1,...,y,) € R™ gilt wegen der Linearitéit des
Differentials

['(X0;Y) = Dfxy(yn By + - + yn En)
=y1Dfx,(E1)+ -+ ynDfx,(En)
= ylalf(XO) +eee ynanf(XO)
= (Y, (1 f(Xo0),...,0nf(X0)))

dass man, wie hier, ein lineares Funktional auf dem R" als Skalarprodukt
mit einem festen Vektor darstellen kann, ist aus der Linearen Algebra wohl-
bekannt. Fiir den in diesem Fall auftretenden Vektor hat man eine besondere
Bezeichnung.

2.4 Definition. FEuistieren fir f : M — R (mit M C R™) die partiellen
Ableitungen in Xg, so heifit der Vektor

Vf(Xo) == (01 f(Xo),...,0nf(Xo))
der Gradient von f in Xg. Ist f in X differenzierbar, so gilt

F(Xo;E) = Dfx,(E) = (Vf(X0),E) fir alle E € R™.

Man beachte, dass die Darstellung

Vf(Xo) = (01f(Xo), -, 0nf(Xo))

von einer speziellen Basis des R™ Gebrauch macht, dass der Gradient aber,
wenn f in X differenzierbar ist, nicht von der gewéhlten Basis abhéngt. Der
Gradient V f(Xp) ist ja durch die basisunabhéngige Gleichung

(V(X0),E) = f'(Xo; E)  fir E€R"
festgelegt.

Der Gradient hat eine einfache anschauliche Bedeutung: Nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung (Satz 1.3 aus Kapitel 10) gilt fiir [|[E]| =1

f'(Xo; E) = (Vf(Xo), E) < [Vf(Xo)],

und das Gleichheitszeichen gilt (wie am Beweis von Satz 1.3 aus Kapitel 10
abzulesen ist) genau dann, wenn

Vf(Xo) =AE mit einem A > 0

ist. Wir halten dies als Satz fest.



244 11 Differentiation

2.5 Satz. Sei fin Xy differenzierbar und V f(Xo) # 0. Dann nimmt die
Richtungsableitung von fin Xo beziiglich Einheitsvektoren E genau fiir

V f(Xo)
[V f(Xo)ll

ihr Mazimum an; dieses Mazimum ist gleich |V f(Xo)]|.

E =

Mit anderen Worten: Der Gradient weist in die Richtung stidrksten An-
stiegs der Funktion; seine Lange gibt die Grofle dieses Anstiegs an.

Fiir differenzierbare reellwertige Funktionen gilt der Mittelwertsatz in
Form einer Gleichung; er &8t sich bequem mit Hilfe des Gradienten for-
mulieren.

2.6 Satz (Mittelwertsatz). Seien X,Y € M Punkte mit [X,Y] C M. Sei
f M — R stetig in M und differenzierbar in (1 —t)X +tY firt € (0,1).
Dann gibt es eine Zahl 9 € (0,1) mit

FY) = F(X) = (VA1 =) X +9Y),Y = X).

Beweis. Setze g(t) := f((1 —t)X +tY) fiir 0 < ¢ < 1. Dann ist g stetig und
nach der Kettenregel differenzierbar in (0,1). Nach dem Mittelwertsatz aus
Analysis I (Kapitel 6, Satz 2.2) existiert daher eine Zahl ¥ € (0,1) mit

fY) = f(X) =9(1) = g(0) = ¢g'(?)
=(Vf(1-9HX +9Y),Y — X). m

Wir wollen nun auf den grundsétzlichen Zusammenhang zwischen Diffe-
renzierbarkeit und partieller Differenzierbarkeit eingehen. Dabei heifit eine
reellwertige Funktion partiell differenzierbar, wenn ihre partiellen Ableitun-
gen existieren. Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f : M — R ist also
fiir jedes i € {1,...,n} die Funktion

erklédrt, die man als i-te partielle Ableitung von f bezeichnet. Aus Differen-
zierbarkeit folgt partielle Differenzierbarkeit, nach Satz 2.2 sogar die Existenz
aller Richtungsableitungen. Umgekehrt folgt aus der Existenz aller Richtungs-
ableitungen nach einem Beispiel vom Anfang dieses Kapitels nicht einmal die
Stetigkeit, also gewifl nicht die Differenzierbarkeit. Andererseits ist die parti-
elle Differenzierbarkeit oft leicht nachpriifbar, und partielle Ableitungen sind
in konkreten Fillen gut zu berechnen. Es sind daher Aussagen von Nutzen,
die aus partieller Differenzierbarkeit und zusétzlichen Aussagen auf Differen-
zierbarkeit schlielen lassen.
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2.7 Satz. Ist f: M — R in einer Umgebung von Xy partiell differenzierbar
und sind die partiellen Ableitungen in Xy stetig, so ist f in Xq differenzierbar.

Beweis. Sei U eine offene Kugel mit Mittelpunkt Xo = (21,...,2,), in der f
partiell differenzierbar ist. Fiir H = (hy,...,h,) € R® mit Xy + H € U gilt
nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

f(Xo+ H) — f(Xo)
= Z[f(x17 ey Lj—1, T4 + hi7xi+1 + hi+17 ey T + hn)
i=1
— f@1, i1, i, T + i1y oo T+ By

n
= hi0if (w1, i1, @+ Gl Ty 4 higt, - T+ B
i=1

mit geeigneten ¢; € (0,1), also

ﬁ |f(Xo + H) = f(Xo) = (Vf(Xo), H)
N ﬁ Z hz[azf(xl, o i1y T + cihi? <oy I + hn) - azf(XO)]
=1

<Y 1O (@1, w1, @i A Chiy gt + higas o T+ hy) = 0:f(Xo)]
i=1

Da nach Voraussetzung jede partielle Ableitung 0; f in X stetig ist, ist der
Limes der rechten Seite fiir ||H|| — 0 gleich 0. Daraus folgt die Behauptung.
u

Nach dieser Behandlung reellwertiger Funktionen kehren wir nun zu all-
gemeinen differenzierbaren Abbildungen in den R* zuriick. Wir verwenden
jetzt Koordinatenfunktionen und deren partielle Ableitungen.

Gegeben seien im folgenden, wenn nichts anderes gesagt ist, eine offene
Menge M C R™, ein Punkt Xy € M und eine Abbildung F : M — R¥. Fiir
1=1,...,kseil f; : M — R die i-te Koordinatenfunktion von F' beziiglich
der Standardbasis Ef, ..., E} des R¥, also

k

F(X) = (A(X),..., [o(X) =D f(X)E]  fiir X € M.

i=1

Mit X = (z1,...,24), Y = (y1,-..,yr) lautet also die Gleichung Y = F(X)
in Koordinatenschreibweise
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y1 = fl(xlv"'7xn)7

Y = fe(x1, ..., 2n).

Differenzierbarkeit einer Abbildung ist, analog wie bei der Stetigkeit,
gleichwertig mit Differenzierbarkeit der Koordinatenfunktionen.

2.8 Satz. Die Abbildung F ist genau dann differenzierbar in Xo, wenn alle
Koordinatenfunktionen f; in Xo differenzierbar sind (i = 1,...,k). Ist das
der Fall, so gilt

k
DFx,(H) = > (Df.)x,(H)E,  fir H € R",

i=1

Beweis. Sei L : R" — R* eine lineare Abbildung. Nach Satz 2.5 aus Kapitel
10 gilt

F(Xo+ H) - F(Xo) — L(H)

li =0
A0 [H]
o lim fi(Xo+ H) — fi(Xo) = (pio L)(H) _ 0 firi=1,. . . .k
H=S0 I1H ||
Daraus folgen die Behauptungen unmittelbar. ]

An der Gleichung in Satz 2.8 kénnen wir nun sofort ablesen, durch welche
Matrix das Differential von F' in X beziiglich der Standardbasen beschrieben
wird. Sei E1, ..., E, die Standardbasis von R™. Ist L : R” — R eine lineare
Abbildung, so ist die ihr beziiglich der Standardbasen zugeordnete Matrix
(aij) =l definiert durch

,,,,,

k
L(E;) =) ayE, j=1,...n
=1

Setzen wir nun in der Gleichung in Satz 2.8 speziell H = Ej ein, so erhalten
wir wegen D fx,(E;) = 0;f(Xo) die Gleichungen

k
DFx,(Ej) =Y 0;f:(Xo)E},
=1

also a;; = 9; fi(Xo). Wir halten das fest und definieren:
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2.9 Definition. Sei F': M — R* mit M C R™ differenzierbar in Xo € M.
Dann wird das Differential DFx, beziiglich der Standardbasen in R™ und R¥
beschrieben durch die k x n-Matriz

O f1(Xo) -+ 9nf1(Xo)
JF(Xy) := ; ;
O fe(Xo) -+ Onfru(Xo)

Sie heifst die Funktionalmatrix oder Jacobische Matrix der Abbildung F an

der Stelle Xo. Im Fall k = n wird die Determinante det JF(Xg) der Funk-
tionalmatriz als Funktionaldeterminante von F' in Xy bezeichnet.

Bemerkung. Fiir die Funktionaldeterminante von F' (im Fall n = k) findet
man auch oft die Bezeichnung

a(f17"'7fn).

Awr, - on)

Beschreibt man lineare Abbildungen (nach Einfiihrung von Basen in den
beteiligten Rdumen) durch Matrizen, so wird einer Komposition von Abbil-
dungen als Matrix bekanntlich das Matrizenprodukt der Matrizen der einzel-
nen Abbildungen zugeordnet. Mit der Bezeichnung aus Definition 2.9 lautet
die Kettenregel aus Satz 1.6 daher jetzt folgendermafien: Die Funktional-
matrix einer Komposition ist gleich dem Matrizenprodukt (in der richtigen
Reihenfolge) der Funktionalmatrizen der einzelnen Abbildungen.

2.10 Satz (Kettenregel in Koordinatenschreibweise). Seien M C R™ und
N C R* offen, seien F : M — N und G : N — R™ Abbildungen, sei F
differenzierbar in Xo und G differenzierbar in F(Xy). Dann gilt

J(Go F)(Xy) = JG(F(Xy)) - JF(X0)

(Matrizenprodukt), also mit Go F =: H
k
0;hi(Xo) = > 0rgi(F(X0))0; fr(Xo)
r=1
firi=1,.... mundj=1,...,n.

Etwas iibersichtlicher ist vielleicht die Schreibweise

k
_ Jg;
= 9yr

oh;
Oxj

ofr
8Ij

(Xo) (Yo)5=(Xo), Yo = F(Xo).
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Im Fall m = n = 1 reduziert sich die Kettenregel in Koordinatenschreib-
weise auf eine einzige Gleichung, die wir fiir

h(t) = g(fi(t), .-, fu(t))
in der Form

dh _ 09 dh O dh
dt  Oxp dt Oxp dt

schreiben kénnen. Hat hier df;/dt (und damit auch dh/dt) das Argument ¢,
so mufl dg/0x; das Argument (fi(t),..., fr(t)) haben.

11.3 Hohere Ableitungen, Taylorformel, lokale Extrema

Im folgenden seien stets eine offene Menge M C R, ein Punkt Xy € M und
eine reellwertige Funktion f : M — R gegeben.

In diesem Abschnitt betrachten wir hohere partielle Ableitungen reellwer-
tiger Funktionen. Es liegt auf der Hand, wie sie zu definieren sind. Existiert
die i-te partielle Ableitung 0; f von f in einer Umgebung von X, und existiert
die k-te partielle Ableitung von 0; f in Xy, so wird sie mit

0 f

Ok0; f(Xo) oder 90,07,

(Xo)

bezeichnet. Entsprechend wird allgemein die partielle Ableitung

af

8%‘1',,, .. .8.%‘i1

0i....0nf
rekursiv definiert. Man bezeichnet sie als partielle Ableitung r-ter Ordnung.
Existieren alle partiellen Ableitungen r-ter Ordnung in Xy, so heifit f r-mal
partiell differenzierbar in Xy, und wenn dies fiir alle Xy € M gilt, heifit f
r-mal partiell differenzierbar. Ist f r-mal partiell differenzierbar und sind alle
partiellen Ableitungen r-ter Ordnung der Funktion f stetig, so heifit f r-mal
stetig differenzierbar (im Fall r = 1 kurz stetig differenzierbar). Die Menge
der auf M r-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen wird mit C" (M)
bezeichnet. Unter C°(M) wird die Menge der stetigen reellen Funktionen auf
M verstanden. Ein Element von C"(M) heifit auch Funktion der Klasse C"
auf M. Es gilt also

CO (M) > CHM)DC*(M) > ...,

und zwar jeweils mit strikter Inklusion.
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Bemerkung. Wird mehrmals nach derselben Verdnderlichen differenziert,
so verwendet man abkiirzende Schreibweisen wie z.B.

o*f _ f

0xdr  Ox?’

8r+sf

s "
O0x;0x),

8i"‘ai8k"'akf:
—— ——

s-mal r-mal

Das folgende Beispiel zeigt, dass es ohne zusétzliche Voraussetzungen
nicht gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die partiellen Differentiationen
ausgefiithrt werden.

Beispiel. Sei f: R? — R erklirt durch

222 .
f(I,y) — ‘Tyﬂi_ﬂzﬁ fiir (Ivy) # (070)7
0 fir (z,y) = (0,0).
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung existieren, und man erhélt
0% f *f

Derartiges kann jedoch nicht passieren, wenn die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung noch stetig sind, wie der folgende Satz zeigt.

3.1 Satz (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge). Ist r > 2 und
f e Cr(M), so sind die partiellen Ableitungen von f bis zur r-ten Ordnung
unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiationen, d.h. es gilt

81,1 . ain = 81.0(1) . aia('r')f

fiir jede Permutation o der Zahlen 1,..., 7.

Beweis. Da jede Permutation der Zahlen 1,...,r Produkt von solchen Per-
mutationen ist, bei denen nur zwei benachbarte Zahlen vertauscht werden,
geniigt es, den Beweis fiir den Fall » = 2 zu fiihren. Auflerdem bedeutet es
keine Einschrankung der Allgemeinheit, n = 2 anzunehmen, weil bei den in
Betracht kommenden Differentiationen alle bis auf zwei Verénderliche festge-
halten werden.

Sei X = (x1,22) € M und U C M eine offene Kugel mit Mittelpunkt X.
Im folgenden sei H = (hy, ha) so klein, dass X + H € U ist. Dann gilt
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f(x1 + hi, 22 + ho)—f(z1 + b1, 22) — f(x1, 2 + he) + f(z1, 22)

= @(x1 + 1) — p(x1) mit (t) := f(t, 22+ ho) = f(t, 22)
= ¢ (x1 + c1h1)hy mit ¢; € (0,1) (Mittelwertsatz)

= [01f (21 + c1hi, 22 + ho) =01 f (21 + c1ha, z2) |1

= [¥(z2 + ha2) — Y(22) | mit P(t) := 01 f(z1 + c1ha,t)

= ¢ (z2 + caha)hiha mit ¢z € (0,1) (Mittelwertsatz)

= 8281f((£1 + Clhl, ZTo + Czhg)hlhg.
Analog findet man

f(@1+ hi, 20+ he) — f(z1 + hi,22) — f(@1, 22 + ha) + f(21, 22)
= 0102 f(z1 + dihi,x2 + daha)hiho

mit passenden dy,ds € (0,1). Fiir hihg # 0 folgt also
Da01 f (w1 + c1hy, w2 + coha) = 0102 f (21 + dihy, 2 + daha).

Man beachte, dass ¢; und d; hier von h; abhingen (i = 1,2), da der Mittel-
wertsatz auf dem Intervall (x1,x1 + hy) bzw. (22, x2 + he) angewandt wurde.
Es gilt jedoch ¢;,d; € (0,1) und daher mit h; — 0 auch c¢;h; — 0 und
d;h; — 0. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung ergibt sich mit (hy, hs) — (0,0) die Behauptung

0201 f (w1, 22) = 0102 f (w1, T2). L

Einer der wichtigsten Sétze aus Analysis I tiber mehrfach differenzierbare
Funktionen war die Taylorformel (Kapitel 6, Satz 3.3). Wir wollen nun unter-
suchen, was sie fiir Funktionen von n Verdnderlichen liefert, wenn man diese
auf Geraden durch einen betrachteten Punkt einschriankt. Zuerst erinnern
wir uns an die Taylorformel aus Analysis I; dabei kénnen wir uns auf einen
Spezialfall beschrénken. Sei g : [—¢,h] — R mit ,h > 0 eine (k + 1)-mal
differenzierbare Funktion (k € N). Dann gilt

A G

mit einer passenden Zwischenstelle ¢ € (0, h).

Wir betrachten nun eine Funktion f : M — R mit offenem Definiti-
onsbereich M C R™ und einen Punkt Xy € M und machen die folgende
Voraussetzung.

Voraussetzung. Sei k& € N, f € CF(M), die partiellen Ableitungen k-
ter Ordnung von f sind in M differenzierbar, H € R"™ ist ein Vektor mit
[Xo, X0+ H]C M.
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Nun setzen wir
g(t) == f(Xo +tH) fur t € [—e,1]

wobei € > 0 so gewéhlt sei, dass [Xo, Xo — eH] C M ist. Da f differen-
zierbar ist (denn die partiellen Ableitungen sind noch differenzierbar, also
stetig, somit ist f nach Satz 2.7 differenzierbar), ist g nach der Kettenregel
differenzierbar, und nach Satz 2.10 gilt

"(t) = 0if(Xo + tH)h,
=1

wenn H = (hy, ..., hy) ist. Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitun-
gen 0;f (i = 1,...,n) noch differenzierbare Funktionen, daher kénnen wir
abermals die Kettenregel anwenden und erhalten

= Z Z ajalf(Xo + tH)hihj

i=1 j=1

So fortfahrend, erhalten wir schlieflich

g () = Z Diy -+ 0i f(Xo 4+ tH)hy, - hy,
..... 1.=1
fir = 1,...,k + 1. Auf g koénnen wir die oben zitierte eindimensionale

Taylorformel anwenden (mit h = 1). Es gibt also eine Zahl ¢ € (0,1) mit

k

g(1)=>" T,g“’) (0) +

r=0

= kD

Grod @

Setzen wir hier die oben berechneten Ableitungen von g ein, so erhalten wir
den folgenden Satz.

3.2 Satz (Taylorformel). Sei M C R™ offen, Xo € M, H € R™ mit [Xo, Xo+
H| C M, k€N, feCFM), und die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
von f seien in M differenzierbar. Dann gibt es eine Zahl ¢ € (0,1) mit

f(Xo+ H) = X0+Z Z By - i f(Xo)hiy -+ h,

11,0 =1

1
a2 O Gund (Ko ey i,

11yt r1=1

Speziell fiir k = 2 ist also
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F(Xo+ H) = [(Xo) + (V(X0), H) + 5 3 0.0, (Xo)hah; + R(Xo: H)

ij=1

mit

1 n
R(Xo; H) = & > 0:0;0m f(Y)hihjhu,

,j,m=1
und passendem Y € [Xo, Xo + H|. Wegen |h;| < ||H|| folgt

Xo H
lim L( 0; H)

=0
HS0 ||H|? ’

falls 0;0;0m f auf M beschrénkt ist. Analog zu Analysis I, Kapitel 6, Satz
3.4 (und daraus herleitbar) gilt diese Schluffolgerung auch schon unter der
Voraussetzung, dass f € C*(M) ist und die partiellen Ableitungen von f in
Xy differenzierbar sind.
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Man kann den durch

1 n

F(Xo+ H) = f(Xo) +(V(Xo), H) + 5 >~ 9,0, f(Xo)hih; + R(Xo; H),
i,j=1

. R(Xo;H)

2 a0
ausgedriickten Sachverhalt auch folgendermaflen beschreiben: In zweiter Nahe-
rung verhélt sich die Funktion f an der Stelle X wie ein Polynom zweiten
Grades. Anschaulich 148t sich folgendes sagen. Betrachten wir den Graphen
von f, so gibt der erste Term f(Xg) der Taylorformel die Hohe des Graphen
iiber Xy an, der zweite Term, der durch den Gradienten von f in X, be-
stimmt ist, legt die Tangentialebene an den Graphen iiber Xg fest, und der

néchste Term,

1 n
3 > 0,0 f(Xo)hihy,

ij=1

gibt eine erste Information iiber die Gestalt des Graphen bei Xj. Dies zeigt
sich insbesondere bei der Untersuchung lokaler Extremwerte. Zuvor wollen
wir fiir diesen Term eine besondere Bezeichnung einfiihren.

3.3 Definition. Sei f : M — R zweimal partiell differenzierbar in Xo. Dann
heifit die durch

Q(f, Xo; H) := > 8:0;f(Xo)hih;  fir H=(h1,...,h,) € R

i,j=1
definierte Funktion Q(f, Xo;-) die Hesse-Form von f in Xg, und die Matriz

0101 f(Xo) -+ 010, f(Xo)

Hess(Px, = | ;
0n01f(Xo) -+ On0Onf(Xo)

heifit die Hessesche Matrix von f in Xg.

Falls f in einer Umgebung von X zweimal stetig differenzierbar ist, dann
ist nach Satz 3.1 die Hessesche Matrix von f symmetrisch. Die Hesse-Form
ist also eine quadratische Form, die Hessesche Matrix ist die ihr (beziiglich
der Standardbasis) zugeordnete Matrix. Uber quadratische Formen, deren
Behandlung in der Linearen Algebra erfolgt, wollen wir hier nur das fiir die
folgenden Betrachtungen Notwendige bereitstellen.
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3.4 Definition. Fine Funktion q : R™ — R mit

¢(X) = Z ajjrix;  fir X = (z1,...,2,) €R"

ij=1

(a;; € R firi,j =1,...,n) heifst quadratische Form wber R". Die quadra-
tische Form q heifit positiv definit, wenn ¢(X) > 0 fir X € R™\ {0} gilt,
positiv semidefinit, wenn ¢(X) > 0 fir X € R™ gilt, negativ definit (negativ
semidefinit ), wenn —q positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist, und inde-
finit, wenn q weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun lokale Extremwerte differen-
zierbarer Funktionen untersuchen.

3.5 Definition. Die Funktion f : M — R hat in X, ein lokales Maximum
(lokales Minimum), wenn es eine Umgebung U C M von X, gibt mit f(Xo) >
FY) (bzw. f(Xo) < f(Y)) firalleY € U. Gilt f(Xo) > f(Y) (bzw. f(Xo) <
Ff(Y)) firY € U\{Xo}, so hat f in Xy ein striktes lokales Maximum (striktes
lokales Minimum). Die Funktion f hat in Xo ein lokales Extremum, wenn sie
dort ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum hat.

Zunichst stellen wir, analog wie in Analysis I, fiir das Vorliegen eines
lokalen Extremums eine notwendige Bedingung auf.

3.6 Satz. Sei M C R" offen und f: M — R differenzierbar in Xo. Hat f in
Xo ein lokales Extremum, so ist V f(Xo) = 0.

Beweis. Hat f in X ein lokales Extremum, so hat fiir jeden Vektor H € R™
die durch

g(t) == f(Xo+tH) fir Xo+tH e M

erkldrte Funktion g in 0 ein lokales Extremum. Nach dem Kriterium aus
Analysis I (Kapitel 6, Satz 3.5) gilt daher

(Vf(Xo), H) =g'(0) = 0.
Da H € R™ beliebig war, ist Vf(Xy) = 0. L]

3.7 Definition. Ist f differenzierbar in einer Umgebung von Xy und ist
Vf(Xo) =0, so heifst Xq ein kritischer Punkt von f.

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen angeben fiir das Vorliegen eines
strikten lokalen Extremums.
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3.8 Satz. Sei M C R" offen und f € C*(M). Sei Xo kritischer Punkt von
f. Ist die Hesse-Form Q(f, Xo;-) von fin Xo positiv definit (negativ definit),
so hat f in Xg ein striktes lokales Minimum (striktes lokales Mazimum).

Beweis. Sei etwa Q(f, Xo; ) positiv definit. Wir zeigen zuniichst die Existenz
einer Zahl § € RY mit U(Xy,d) € M und der Eigenschaft, dass fiir alle
H € R™ mit | H|| < ¢ auch die Hesse-Form Q(f, Xo + H;-) positiv definit ist.

Da die Funktion Q(f, Xo;-) stetig ist, nimmt ihre Einschrinkung auf die
wegen Satz 1.13 aus Kapitel 10 kompakte Menge {E € R” | ||E|| = 1} nach
Folgerung 5.5 aus Kapitel 9 ein Minimum an. Da Q(f, Xo;-) positiv definit
ist, ist dieses Minimum positiv. Es gibt also eine Zahl ¢ € RT mit

Q(f, Xo; E) > 2a fiir alle £ € R" mit |[E| = 1.

Da nach Voraussetzung die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der
Funktion f in X, stetig sind (und M offen ist), gibt es ein § € RT mit
U(Xo,d) € M und

10:0; F(Xo + H) — 0;0; f(Xo)| < % fir alle H € R mit |H| <6

(i,7 =1,...,n). Fiir beliebiges E = (e1,...,e,) € R™ mit ||[E|| = 1 und fiir
|H|| < ¢ folgt

Q(f,Xo + H; E) — Q(f, Xo; E)|

< Z 10:0; f(Xo + H) — 0;0; f(Xo)| |ei] |e;]

7,7=1

Also ist Q(f,Xo+ H; E) > a > 0 fur ||E| = 1 und ||H|| < §; daraus folgt
Q(f, Xo+ H;Y) >0 fiir alle Y € R™\ {0}. Fiir alle H € R™ mit ||H| < § ist
also Q(f, Xo + H;-) positiv definit.

Nun gibt es nach Satz 3.2 (fir ¥ = 1) und wegen der Voraussetzung
V(Xo) =0ein ¢ € (0,1) mit
1 n
F(Xo+H) = f(Xo) + 5 > 0:0;f(Xo+ cH)hih;.
i,j=1
Fiir 0 < | H|| < ¢ folgt
f(Xo+ H) > f(Xo).

Die Funktion f hat also in X ein striktes lokales Minimum. [



256 11 Differentiation

Umgekehrt 148t sich aus dem Vorliegen eines lokalen Extremums lediglich
folgern, dass die Hesse-Form in diesem Punkt semidefinit ist:

3.9 Satz. Sei M offen und f € C*(M). In X, habe f ein lokales Minimum
(lokales Maximum). Dann ist die Hesse-Form Q(f, Xo,-) positiv (negativ)
semidefinit.

Beweis. Die Funktion f habe etwa in X ein lokales Minimum. Angenommen,
Q(f, Xo; -) wire nicht positiv semidefinit. Dann gibt es ein E = (e, ...,e,) €
R™ mit Q(f, Xo; E) < 0. Analog wie im Beweis von Satz 3.8 zeigt man die
Existenz eines § € RT mit U(Xy,d) € M und Q(f, Xo + H; F) < 0 fiir alle
H € R™ mit ||H|| < §. Wihlen wir H := A\E mit hinreichend kleinem \ € R™,
so folgt Q(f, Xo+ cH;H) < 0 fiir ¢ € (0,1). Aus Satz 3.2 ergibt sich dann
f(Xo+ H) < f(Xo). Da hier ||H|| > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann,
hat f in X kein lokales Minimum, ein Widerspruch. ]

3.10 Folgerung. Sei M offen und f € C?(M). Ist die Hesse-Form Q(f, Xo; )
von fin Xq indefinit, so hat f in X kein lokales Extremum.

Aus den vorstehenden Sétzen ergibt sich, dass man zur Untersuchung von
lokalen Extrema Kriterien haben muf fiir den Definitheitscharakter quadra-
tischer Formen. Wir geben ein solches Kriterium an fiir den Fall n = 2.

3.11 Satz. Die durch
q(z,y) = an1x? + 2a100y + agy®  fir (z,y) € R?
definierte quadratische Form q ist genau dann positiv definit, wenn
aip >0 und a11a92 — an >0

ist. Im Fall aj1a22 — a3y < 0 ist sie indefinit.

Beweis. Sei g positiv definit. Dann ist a;; = ¢(1,0) > 0. Durch Ausrechnen
bestétigt man die Identitét

1
q(z,y) = . [(a112 + a12y)® + (a11a22 — afy)y”] -
11
Daraus folgt

a12

2

a11G22 — Q75 = @11 ¢ (—, 1) > 0.
aii

Umgekehrt folgt aus a11; > 0 und aj1a22 — a%Q > 0 wegen der obigen Identitat
sofort g(z,y) > 0 fiir (z,y) # (0,0). L]
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11.4 Differenzierbare Abbildungen

Im ersten Teil dieses Abschnitts befassen wir uns mit differenzierbaren Ab-
bildungen zwischen Mengen gleicher Dimension. Solche Abbildungen treten
in den Anwendungen unter anderem als sogenannte Koordinatentransforma-
tionen auf. Wir erldutern dies zunéchst an einem speziellen Beispiel.

Gegeben sei eine offene Menge M C R? und eine Funktion f : M — R. Bei
konkreten Fragestellungen ist es manchmal nicht zweckméBig, einen Punkt
aus M durch seine Koordinaten beziiglich der Standardbasis zu beschreiben,
sondern man kann oft mit Vorteil andere Zahlenpaare wéhlen, durch die die
Punkte ebenso festgelegt werden, die aber der Problemstellung besser ange-
pafit sind (,krummlinige Koordinaten“). Nehmen wir etwa an, die Funktion
f sei rotationssymmetrisch, das heift f(X) hinge nur vom ,Radius“ || X||
ab. Dann empfiehlt es sich, in M \ {0} Polarkoordinaten einzufiihren: Jeder
Punkt X ist eindeutig festgelegt durch seinen Abstand r vom Nullpunkt und
(im Fall X # 0) durch den Winkel ¢, den der Vektor X mit E; bildet. Fiir
X = (z,y) gilt dann

T = TCoSp,
Yy =rsingp,

und man schreibt etwa

f(@,y) = f(rcosp,rsing) = f(r,¢)

und sagt, man habe damit f auf Polarkoordinaten bezogen. Dies ist folgen-
dermaflen zu préazisieren. Wir setzen

U:={(r,p) eR?*|r>0, 0<¢p<2n}
und definieren eine Abbildung 7 : U — R? durch
T(r, ) := (rcos g, rsinp).

Offenbar ist 7(U) = R?\ {0}, und 7 ist injektiv. Die Abbildung 7 ist diffe-
renzierbar, ihre Umkehrabbildung 7! ebenfalls, denn sie ist explizit gegeben
durch

r=a? g2,

p = arccot (f + kw) fiir y # 0,
Y

p = arctan (g) + km fiir z # 0,
x

wo k € {0,1,2} jeweils so zu wihlen ist, dass ¢(1,0) = 0 und ¢ fiir
(z,y) # (a,0), a > 0, stetig ist. Die oben mit f bezeichnete Funktion ist
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die Komposition f = for7. Aus ihr gewinnt man f in der Form f = fo L

Dabei sind jeweils noch die Definitionsbereiche zu beachten sowie die Tatsa-
che, dass (0,0) nicht im Bild von 7 liegt.

Allgemein bezeichnet man als Koordinatentransformation eine Abbildung
F: M — R® mit M CR" (M offen) mit den Eigenschaften: F ist injektiv,
F und die Umkehrabbildung F~! (definiert auf F(M)) sind differenzierbar.
Sei F eine Abbildung mit diesen Eigenschaften. Setzen wir X = (x1,...,2,),
F(X)=Y = (y1,--.,Yn), s0 ist also

Y1 = fl(xlv"'amn)a
(4.1)
Yn = fn(xlw'wxn)u

wo f1,..., fn die Koordinatenfunktionen von F' sind. Sind ¢4, ..., g, die Ko-
ordinatenfunktionen der Umkehrabbildung F~1 : F(M) — M, so ist also
(4.1) dquivalent mit

1 :gl(yly"'ayn)7
(4.2)

Tn = gn(yla s 7yn)

Im allgemeinen wird es nicht moglich sein, bei explizit gegebenen Funktio-
nen fi,..., f, die Funktionen gy, ..., g, explizit zu berechnen (also das Glei-
chungssystem (4.1) ,aufzulésen nach z1,...,2,“). Hiufig benotigt man je-
doch nur die partiellen Ableitungen der Funktionen g1, ..., g,, und diese kann
man stets explizit berechnen aus den partiellen Ableitungen der Funktionen
fi,---, fn. Dies ergibt sich in folgender Weise aus bekannten Resultaten.

Wir setzen voraus, dass die Abbildung F' : M — R differenzierbar ist in
einem Punkt X € M, dass die Umkehrabbildung F~! existiert und diffe-
renzierbar ist im Punkt Y := F(X). Da die Abbildung F~! o F auf M die
Identitét ist, gilt nach der Kettenregel

D(F~ 1)y o DFx = Identitiit,
oder in Koordinatenschreibweise
JE~Y(Y)JF(X) = Einheitsmatrix.

Es folgt, dass das Differential DFy und damit die Funktionalmatrix JF(X)
regulér sind und dass

JETHY)=JF(X)™!
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ist. Ausgeschrieben lautet diese Gleichung

-1

0191(Y) -+ Ong1(Y) N fi(X) - Onfi(X)

Dgn(Y) -+ Ongn(V))  \O1falX) -+ O fu(X)

Nach bekannten Regeln fiir die Berechnung einer inversen Matrix ergibt sich
hieraus fiir jede Funktion 0;¢; eine Darstellung als Quotient, wo Zéhler und
Nenner Polynome in den Funktionen 0y, f,, o F~* (k,m = 1,...,n) sind und
der Nenner nicht verschwindet. Durch weitere Differentiationen (nach der
Kettenregel) ergibt sich dann: Sind fi, ..., f, Funktionen der Klasse C", so
sind g1, ..., g, von der Klasse C".

Von besonderer Wichtigkeit ist nun naheliegenderweise die Frage, ob
und gegebenenfalls wie man einer gegebenen differenzierbaren Abbildung
F: M — R™ (mit M C R™) ansehen kann, ob sie eine differenzierbare Um-
kehrabbildung besitzt, also eine Koordinatentransformation definiert. Not-
wendig ist, wie wir eben gesehen haben, jedenfalls die Regularitéit (Umkehr-
barkeit) des Differentials, also das Nichtverschwinden der Funktionaldeter-
minante. Fiir eine differenzierbare Funktion f : (a,b) — R ist die Bedingung
f/(t) # 0 fiir t € (a,b) bekanntlich auch hinreichend fiir die Existenz und
Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion, aber im Fall n > 1 ist die Sachlage
nicht so einfach.

Beispiel. Sei M = R?\ {0} und F : M — R? definiert durch
F(x,y) := (2® — y?, 2zy) fiir (z,y) € R%

Die Funktionalmatrix

2z =2
JF(z,y) = (2y Q;J)

hat die Determinante 4(z2 +y?) # 0, ist also regulér. Wegen F/(X) = F(—X)
ist die Abbildung F' aber nicht umkehrbar.

Die Regularitéit des Differentials an einer gegebenen Stelle reicht jedoch
aus, um zumindest in einer hinreichend kleinen Umgebung dieser Stelle die
Existenz und Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung zu sichern. Diesen
wichtigen Satz wollen wir nun beweisen.

Die Abbildung F' : M — R"™ heifit von der Klasse C", wenn alle Koordi-
natenfunktionen von F' r-mal stetig differenzierbar sind. Wir stellen zunéchst
einen Hilfssatz bereit.
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4.3 Lemma. Sei M C R™ offen, sei F': M — R™ eine Abbildung der Klasse
C', sei L : R — R™ eine lineare Abbildung. Sind X,Y € M Punkte mit
(X, Y] C M, so gilt

FIX)-FY)-LX-Y)|<||X-Y DFy — L||.
IF(X) = F(¥) = L(X = V)| < |X = Y| max | DF, - L|

Beweis. Setze G(X) := F(X)— L(X) fir X € M; dann ist DGz = DFz — L
fir Z € M. Da F von der Klasse C? ist, ist die Funktion Z — || DFz — L||
stetig, daher existiert

max ||DFz — L| =: c.
ZE[X,Y]

Aus dem Mittelwertsatz (Satz 1.8) folgt jetzt
1G(X) = GY)|| < ¢f| X =Y,
also die Behauptung. L]

4.4 Satz (iiber die Umkehrabbildung). Se: M C R™ offen, Xo € M, sei
F: M — R” eine Abbildung der Klasse C" (fiir ein r € N). Das Differential
DFx, von F in Xy sei requldr (d.h. die Funktionaldeterminante von F in Xg
sei # 0). Dann gibt es eine offene Umgebung U C M wvon Xy mit folgenden
Eigenschaften:

(a) die Einschrinkung F|y ist injektiv,

(b) die Bildmenge V := F(U) ist offen,
(c) die Umkehrabbildung (F|y)~t:V — U ist von der Klasse C™.

Beweis. Im folgenden bezeichnet I die identische Abbildung von R™ auf sich.
Zur Abkiirzung wird fiir a > 0

Uy =U(0,0) ={X eR" | | X]|| < o}

gesetzt. Wir machen zunéichst eine spezielle Voraussetzung.
Voraussetzung. X, =0, F(0) =0, DF, = 1.

Nach Voraussetzung ist die Funktion X — ||DFx — I|| in M stetig, und
es ist ||[DFy — I]| = 0. Daher existiert zu vorgegebenem ¢ > 0 ein o > 0 mit

U, € M und
|IDFx —I|| <e fiir alle X € U,.

Aus Lemma 4.3 folgt dann fiir alle X, Y € U,
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[F(X) = F(Y) = (X - Y)[| <e[|[ X - Y| (4.5)
und hieraus durch Anwendung der Dreiecksungleichung
1=g)X Y| < |F(X) - FY)I. (4.6)
Wir wéhlen nun ein positives ¢ < 1 und dazu a > 0 wie oben und so, dass
Uy C M ist.
Behauptung (1). Es gilt Uy_.)o € F(Ua).

Beweis. Sei Y € U—c)a- Es ist ein X € Uy zu finden mit ¥ = F(X). Hierzu
benutzen wir den Banachschen Fixpunktsatz. Definiere @ : U, — R™ durch
X)) =Y-FX)+ X fir X € U,.

Fiir X € U, gilt wegen F(0) = 0 nach (4.5)
[ < Y]+ [[F(X) = X[ < [[Y]| + el X[ < (1 = e)a +ea =,

also ®(X) € U,. Somit bildet @ die Menge U, in sich ab. Fiir X, Z € U, gilt
nach (4.5)

[2(X) = 2(2)|| = [[F(X) = F(Z) = (X = Z)|| < ]| X = Z]],

wegen € < 1 ist also @ kontrahierend. Da U, nach Satz 1.10 aus Kapitel 10
und Satz 2.9 aus Kapitel 9 vollstdndig ist, gibt es nach dem Banachschen
Fixpunktsatz (Satz 3.2 aus Kapitel 9) einen Punkt X € U, mit &(X) = X.
Wie oben gezeigt, ist X = ¢(X) € U, Es ist also ein Punkt X € U, gefunden
mit ¥ = F(X). Damit ist die 1. Behauptung bewiesen. L]

Nun setzen wir V := U_¢)q und U := F~1(V). Dann ist U eine offene
Umgebung von 0 und F'(U) = V. Aus (4.6) folgt, dass F'|y injektiv ist. Fiir
den Moment bezeichne G : V' — U die Umkehrabbildung von F|y.

Behauptung (2). G ist in 0 differenzierbar.

Beweis. Sei e’ € RT gegeben. Wie anfangs gezeigt ((4.5) mit Y = 0) existiert
ein o € Rt mit Uy € M und

&J

1+¢

[F(X) - Xl < Xy i | X < of

und daher
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X[ < (1 +NFX) fiar [| X < o

Sei H € V ein Vektor mit ||H|| < o/(1 —¢). Fiir X := G(H) ist dann X € U,
also || X]| < @ und daher nach (4.6)

1 1
< = !
XN < 37— IFEON = 71 Hll < o,

also
E.I
|G(H) - H| =[X - FX)|| < 1H,IIXII <ENFX)| =<H],
somit
GH)-H
IetH) — Hi <& fir0<||H|| < (1-¢).
I H|l
Damit ist
. GH)-H
= ar =

gezeigt, also (wegen G(0) = 0) die Differenzierbarkeit von G in 0 sowie DGy =
1. ]

Wir lassen nun die spezielle Voraussetzung fallen, dass Xy = 0, F/(0) =0
und DFy = I sein soll.

Es ist also jetzt vorausgesetzt, dass Xo € M ein Punkt ist derart,
dass DFYx, reguldr ist. Durch passende Transformationen gewinnen wir ei-
ne Abbildung F, die die spezielle Voraussetzung erfiillt. Hierzu bezeichne
Tz : R™ — R™ die Translation um den Vektor Z, also Tz (X) := X + Z fiir
X € R™. Wir setzen

L:= DFY,,

M :=(LoT_x,)(M)
F(X) 2:T_F(XO)OFOTXOOL71(X) fir X € M.
Wie man leicht nachpriift, gilt 0 € M, F (0) = 0 und DF, = I. Anwendung

des bereits Bewiesenen auf F' ergibt dann die lokale Umkehrbarkeit und Dif-
ferenzierbarkeit von F'. Hierzu beachte man, dass

F:TF(XO)OFOLOT—XO

ist. Die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung ergibt sich zunéchst nur im
Punkt F(Xj). Nun ist aber in X, die Funktionaldeterminante von F' verschie-
den von Null, und das gilt, da sie stetig ist, noch in einer ganzen Umgebung
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von Xg. Auf jeden Punkt dieser Umgebung kann man das bereits Bewiesene
anwenden, erhélt also die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung. dass mit
F auch die lokale Umkehrung von der Klasse C” ist, haben wir bereits vor
Lemma 4.3 begriindet. ]

Eine injektive Abbildung F': M — R™ (mit offenem M C R"™) der Klasse
C" (fiir ein r € N) mit iiberall reguléirem Differential nennt man auch einen
Diffeomorphismus der Klasse C” von M auf F(M). Ist nun F : M — R”
eine Abbildung der Klasse C" und DFx, regulidr, so gibt es nach Satz 4.4
eine offene Umgebung U von X, derart, dass F'|y ein Diffeomorphismus der
Klasse C” von U auf F(U) ist. Fiir diesen Sachverhalt sagt man auch, F' sei
bei X lokal ein C"-Diffeomorphismus.

Als eine Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung wollen wir
nun eine Aussage iiber sogenannte ,implizite Funktionen“ gewinnen. Dieses
fiir manche Anwendungen wichtige Thema wollen wir zunéchst anschaulich
erldutern.

Verschiedenartige Aufgabenstellungen erfordern die Untersuchung von
Gebilden im euklidischen Raum, wie ,, Kurven® oder ,,Flichen“, die beschrie-
ben werden durch Gleichungen, die zwischen den Koordinaten ihrer Punkte
bestehen. Als einfaches Beispiel betrachten wir im R? die ,,Einheitssphéire®

S% .= {X e R?* | 23 + 23 — 1 = 0}.

Die genauere Untersuchung dieser Punktmenge kann dadurch erleichtert wer-
den, dass man die definierende Gleichung x? + 23 = 1 nach einer Variablen

auflost, indem man etwa
g =1/1—a?

schreibt. Man betrachtet dann die Punktmenge

Sy ={X eR?® |2y =/1-2?} 2] <1}

Allerdings ist Si nur ein echter Teil von S*, die ,obere Halbsphire®. Offen-
bar kann die ganze Menge S! nicht einheitlich dadurch dargestellt werden,
dass man eine Koordinate als Funktion der beiden anderen schreibt. Aber
zur lokalen Untersuchung von S! ist eine derartige Darstellung gut geeignet.
Es stort nicht, dass man zur Untersuchung von S* nicht mit nur einer sol-
chen Darstellung auskommt. Will man S' in einer Umgebung des Punktes
(0,—1) untersuchen, so benutzt man die ,Auflésung” zo = —y/1 — 2%, in
einer Umgebung von (1,0) benutzt man die Auflssung z; = /1 — 23, usw.

Analog kann man Punktmengen untersuchen, die durch mehrere Glei-
chungen zwischen den Koordinaten definiert sind. Als Beispiel betrachten
wir die Punktmenge
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2
1 1
K::{XGRﬂx%-ﬁ-x%—i—x%—leund <x1—2) +x§—4:0},

also den Durchschnitt der Sphire S2 C R? mit einem gewissen Kreiszylinder
mit Erzeugenden parallel zur x3-Achse. Eine ,lokale Auflésung® lautet

_ 2 _ / 2
x1=1—a35, xo=x34/1—23, |r3] <1,

_ 2 _ 2
x1=1—123, xo=—w3\/1—23, |xs| <1

Diese Darstellungen kénnen zur lokalen Untersuchung der Schnittkurve K
benutzt werden.

eine andere

Im allgemeinen wird es nicht moglich sein, eine ,,lokale Auflésung” expli-
zit (formelmifig) zu bewerkstelligen. Hier sind dann Aussagen von Interesse,
die die grundsiitzliche Moglichkeit einer solchen Auflssung (und die Differen-
zierbarkeit der darstellenden Funktionen) gewéhrleisten. Zunéchst soll aber
die Fragestellung allgemeiner und genauer gefafit werden.

Eine Punktmenge N des R" sei definiert und beschrieben durch ein Glei-
chungssystem

fl(xla"'axn) =

(4.7)

fe(z1,...,zn) = 0.
Dabei sei M C R™ eine offene Teilmenge, und
fi: M — R, 1=1,...,k <n,
seien reellwertige Funktionen der Klasse C''. Sodann sei
N={XeM|X=(x1,...,x,) erfiillt (4.7)}.

(Der Buchstabe N soll an ,,Nullstellenmenge® erinnern.) Das Problem besteht
nun darin, die Punktmenge N in einer Umgebung eines gegebenen Punktes
Xop € N zu beschreiben, indem k Koordinaten als Funktionen der iibrigen
n — k Koordinaten dargestellt werden, etwa

Ton—kt1 = 91(Z1, ..., Tn—k),

xn = gk(xlv AR 71;71,—]6)
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fiir (z1,...,2,_x) aus einer passenden Menge V C R"*. Das ist so zu ver-
stehen: Setzt man die so berechneten Koordinaten in (4.7) ein, so soll dieses
System erfiillt sein, also

fi(x17~--amn—kagl(xlw"7:E7l—k)7'"7gk(x17"~7xn—k)) =0

fir (z1,...,2n—%) € Vund i = 1,..., k. Genauer gesagt: Jeder Punkt

@1y ks G1(T1, o T k)y e oy G(T1y e oy Tpk))

mit (x1,...,2n—k) € V soll zu N gehéren; umgekehrt soll aber auch der
Durchschnitt von N mit einer ganzen Umgebung von X, auf diese Weise
erhalten werden. Man sagt dann, die Funktionen g¢1,..., g seien ,implizit
definiert“ durch die Gleichungen

[(X)=0,..., fi(X) =0.

Niitzlich ist die hierdurch gegebene lokale Auflésung im Algemeinen nur,
wenn die Funktionen gy, ..., gi ihrerseits so oft differenzierbar sind wie die
Funktionen fy, ..., fi. Fiir die Moglichkeit einer solchen Auflésung gibt Satz
4.8 eine hinreichende Bedingung.

Es ist im folgenden zweckméflig, die Funktionen fi,..., fi als Koordi-
natenfunktionen einer Abbildung F : M — R* und ebenso die Funktionen
g1, ..., gk als Koordinatenfunktionen einer Abbildung G : V — R* aufzufas-
sen. Unter dem Graphen von G versteht man die Menge

Craph G := {(X,G(X)) e R"* xRF | X € V}.
Der zu beweisende Satz 148t sich dann so formulieren, dass man eine Nullstel-
lenmenge unter passenden Voraussetzungen lokal als Graph darstellen kann.
4.8 Satz (iiber implizit definierte Funktionen). Sei k < n, M C R™ offen,
F: M — R* eine Abbildung der Klasse C" (fiir ein r € N), sei
N:={XeM|F(X)=0}

Sei Xo € N und DFx, vom Rang k. Dann gibt es (nach passender Identifi-
zierung von R™ mit R"~% x R¥) eine offene Umgebung U von Xq in M, eine
offene Menge V in R"™* und eine Abbildung G : V — R* der Klasse C" mit

NNU = Graph G.

Beweis. Das Differential DFx, ist nach Voraussetzung vom Rang k. Die
Funktionalmatrix von F' in Xy hat also k linear unabhéngige Spalten. Wir
diirfen 0.B.d.A. (d.h. nach passender Umnumerierung der Basisvektoren) an-
nehmen, dass dies die letzten k Spalten sind. Wir identifizieren dann R"—*
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mit dem von den ersten n — k Basisvektoren und R* mit dem von den letz-
ten k Basisvektoren des R™ aufgespannten Unterraum, und wir identifizieren
R” mit R"* x R*. Jeder Punkt X aus R" Lifit sich also eindeutig in der
Form (X', X”) mit X’ € R"™* und X" € RF schreiben. Wir definieren die
Abbildung

D:M— R xR (X', X") — (X', F(X)).

Dann ist @ eine Abbildung der Klasse C”. Wegen

1 0--- 0 0 o0
0 1 0 0 - 0
JP = 0 0--- 1 0 e 0

Ofi - On—ifi On—iy1f1 -+ Onfr

Ofe  On—ifi On—iy1f - Onfr

ist J® an der Stelle Xy vom Rang n. Nach Satz 4.4 ist daher & in ei-
ner Umgebung U, von Xj ein Diffeomorphismus der Klasse C". Sei ¥ sei-
ne Umkehrabbildung. ¥ ist definiert auf einer offenen Umgebung W von
P(Xo) = (X{, F(Xo)) = (X{,0). Wir setzen

Vi={X"eR"*| (X',0) € W},

dann ist V' C R"~F eine offene Umgebung von X/. Wegen &(X’, X") =
(X', F(X', X")) ist

EP(X/, Z) = (X/’ QIQ(X/a Z)),
wodurch eine Abbildung ¥, : W — R* definiert wird. Wir setzen nun
G(X') := ¥ (X',0) fir X' e V.

Dann ist G : V C R** — RF eine Abbildung der Klasse C". Anwendung
von ¥ auf die Gleichung

(X, Xg) = (Xp, F(Xo)) = (X;,0)
ergibt

also G(X{) = X{. Fir X' € V gilt ¥(X’,0) = (X', G(X")) (nach Definition
von Y5 und G). Anwendung von @ ergibt

(X',0) = 2(X', G(X")) = (X', F(X', G(X"))),
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also FI(X’,G(X")) = 0 und damit
(X',G(X")) € N.

Wir kénnen 0.B.d.A. V x G(V) C Uy annehmen, denn dies 148t sich durch
Verkleinerung von V' erreichen, da G in X, stetig und G(X() = X{ ist. Setze
U := (V x R¥) N Up. Dann gilt

NNU = Graph G.

Zum Beweis sei (X', Y) € Graph G, also X’ € V und Y = G(X'). Dann ist
(XY) = (X',G(X")) € VxG(V) C U und, wie eben gezeigt, (X',G(X")) €
N.

Ist umgekehrt (X', Y) € NNU, so ist
(X', F(X',Y)) = (X',0) = (X', F(X',G(X"))),
also nach Definition von @
H(X'Y)=d(X' G(X)).

Da @ injektiv ist, folgt Y = G(X’), also (X’,Y) € Graph G. n

Satz 4.4 gibt die Moglichkeit, auch fiir k # n differenzierbare Abbildungen
F : M — R* mit nichtausgeartetem Differential in einer Weise zu beschrei-
ben, die zeigt, dass solche Abbildungen sich lokal qualitativ so wie ihr Diffe-
rential verhalten. Fiir k& < n ist diese Beschreibung im wesentlichen schon in
Satz 4.8 enthalten; fiir £ > n wird sie auf analoge Weise erhalten.

4.9 Definition. Sei F : M C R"™ — R* differenzierbar in Xq € M.
Dann wird der Rang des Differentials DFx, (= Rang der Funktionalmatriz
JF(Xy)) als Rang der Abbildung F' in X, bezeichnet.

Sei nun M C R™ offen und F : M — RF¥ eine Abbildung der Klasse C*.
Der Rang von F in X € M kann dann héchstens gleich min{n, k} sein. Ist
er gleich dieser Zahl, so sagt man, F' sei in X von maximalem Rang. Eine
Teilaussage von Satz 4.4 kann man auch so formulieren: Im Fall £ = n ist jede
C'-Abbildung, die in einem Punkt von maximalem Rang ist, in einer Um-
gebung dieses Punktes ein Diffeomorphismus. Wir wollen analoge Aussagen
fiir kK # n gewinnen. Sie besagen, dass man differenzierbare Abbildungen ma-
ximalen Ranges lokal in sehr iibersichtlicher Weise durch Diffeomorphismen
und lineare Abbildungen beschreiben kann.
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Bemerkung. Sind f: A— B,g: B—C,h:A— B (A, B,C Mengen) Ab-
bildungen mit g o f = h, so driickt man dies auch aus durch die Sprechweise:
,Das Diagramm

C

ist kommutativ.“ [Anschaulich: Man kommt, ausgehend von einem a € A, zu
demselben Element von C, gleichgiiltig auf welchem Wege man den Pfeilen
folgt.]

Bemerkung. Sind A, B Mengen, so sind auf dem kartesischen Produkt A x
B die Projektionen my, mo definiert durch
m:AXxB— A:(a,b)—~a
w2 : AXx B — B:(a,b)—b.
Sind A, B Vektorrdume, so wird die kanonische Injektion i von A in A x B
definiert durch
1:A—>AXxB
a— (a,0).
4.10 Satz (iiber lokal surjektive Abbildungen). Sei k < n. Sei M C R"
offen, sei F': M — RF eine Abbildung der Klasse C™ (r > 1). Sei Xo € M
und F in Xo vom Rang k (also DFx, surjektiv). Dann gibt es eine offene

Umgebung U von Xo in M, eine offene Menge V in R"™* und einen C”-
Diffeomorphismus h : U —V x F(U), so dass das Diagramm

h

V x F(U)

2

kommutativ ist.
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Bemerkung. Die Abbildung F' ist also in einer Umgebung des Punktes X,
in dem das Differential surjektiv ist, dargestellt als Komposition eines C"-
Diffeomorphismus und einer surjektiven linearen Abbildung.

von Satz 4.10. Nach Voraussetzung hat die Funktionaldeterminante JF'(Xj)
k linear unabhéngige Spalten. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass dies die
letzten k Spalten sind. Wir fassen jetzt wieder R™ als das kartesische Produkt
R"* x R* auf und bezeichnen mit 71, 75 die zugehérigen Projektionen. Aus
Satz dem Beweis von Satz 4.8 folgt, dass die Abbildung

©: M =R xR : X s (1(X), F(X))

auf einer offenen Umgebung U’ von Xg ein C"-Diffeomorphismus ist. Das
Bild ¢(U’) enthéilt eine offene Umgebung von ¢(Xg) = (m1(Xo), F(Xp)) der
Form V x W, dabei ist also V offen in R"~*. Setze U := ¢~ }(V x W) und
h:=¢|U. Dann ist F(U) = W, und fiir X € U gilt h(X) = (m(X), F(X)),
also mooh = F. n

Der folgende Satz ist das Gegenstiick zu Satz 4.10 fiir den Fall k > n.

4.11 Satz (iiber lokal injektive Abbildungen). Sei k > n. Sei M C R™ offen,
sei F @ M — RF eine Abbildung der Klasse C™ (r > 1). Sei Xo € M und F in
Xo vom Rang n (also DFx, injektiv). Dann gibt es eine offene Umgebung U
von Xo in M, eine offene Umgebung V von 0 in R¥~", eine offene Umgebung
W wvon F(Xo) in RX und einen C"-Diffeomorphismus h : U x V. — W, so
dass das Diagramm

UxV

(wo i die kanonische Injektion bezeichnet) kommutativ ist.

Bemerkung. Die Abbildung F' ist also in einer Umgebung des Punktes X,
in dem das Differential injektiv ist, dargestellt als Komposition einer injekti-
ven linearen Abbildung und eines C"-Diffeomorphismus.
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Beweis (Satz 4.11). Nach Voraussetzung hat die Funktionalmatrix JF(Xj)
n linear unabhéngige Zeilen. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass dies die
ersten n Zeilen sind. Wir fassen den Raum R¥ als das kartesische Produkt
R"™ x R*=" auf und definieren

Y M xR SRR (X,Y) = F(X) +(0,Y).

Dann ist 1 von der Klasse C", und die Funktionalmatrix von v ist von der

Form
A0
B|E )’

wo A aus den ersten n Zeilen der Funktionalmatrix von F' gebildet ist und
E die (k — n)-reihige Einheitsmatrix ist. Im Punkt (X, 0) ist also die Funk-
tionaldeterminante von 1 ungleich Null. Nach Satz 4.4 gibt es daher offene
Umgebungen U x V' (0.B.d.A. in dieser Produktform) von (Xg,0) und W von
¥(Xo,0) = F(Xp), so dass h := ¢|yxy ein C"-Diffeomorphismus von U x V/
auf W ist. Fiir X € U gilt hoi(X) = h(X,0) = F(X). ]

Es ist nun Gelegenheit, die Untersuchung von Extremwerten reeller Funk-
tionen fortzufithren. Wir wollen eine notwendige Bedingung fiir das Vorlie-
gen eines lokalen Extremums unter Nebenbedingungen aufstellen, die soge-
nannte Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunichst betrachten wir als Bei-
spiel eine typische Aufgabe dieser Art. Es seien die Extrema der Funktion
f(x,y) = x + y zu finden unter der Nebenbedingung 5z2 + 6zy + 2y? = 1.
Mit anderen Worten, es sei

N := {(x,y) € R* | 52% + 6wy + 2y* = 1},

und es sollen die Extrema der Einschrinkung f|y gefunden werden. In diesem
einfachen Fall kann man natiirlich so vorgehen, dass man die Gleichung 522+
6xy + 2y2 = 1 nach x oder y auflést, zum Beispiel

Wir setzen daher

1 1
N* = { (2,) €R? | o] < V3, y = —Swd /2 — 2a2 |,
2 2 4
3 1 1
gi(x)::x—F(—Qx:I: 2—43:2) fiir |z < V2.

Fiir (z,y) € NT gilt dann f(z,y) = g*(z). Fiir (z,y) € NT hat also f in
(x,y) genau dann ein lokales Extremum, wenn g7 in z ein lokales Extremum
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hat. Nun ist (¢7)'(z) = 0 nur fir # = —1. Hat also f in N ein lokales
Extremum, so im Punkt (—1,2). Analog gilt: Hat f in N~ ein lokales Extre-
mum, so im Punkt (1, —2). Man muf} allerdings noch nachweisen, z.B. durch
Auflssung nach z, dass f in den nicht erfaBten Punkten mit |z| = v/2 keine
lokalen Extrema hat. Da f ein Maximum und ein Minimum annimmt, hat f
also genau in den beiden Punkten (—1,2) und (1, —2) lokale Extrema.

Im allgemeinen wird eine solche explizite Auflosung nicht moglich sein.
Sie ist aber auch nicht erforderlich, da man folgendermaflen argumentieren
kann. Wir kénnen (wie spéter allgemeiner gezeigt und verwendet wird), die
Menge N lokal parametrisieren, das heifit die Punkte (z,y) € N darstellen
in der Form o = ¢(t), y = ¥(t) mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢, 1.
Dann setzen wir h(t) = f(p(t),%(t)) und bestimmen die kritischen Stellen
von h. Eine notwendige Bedingung ist h'(t) = 0, also

O1f (o(1), (1)@ (t) + 02 f (0(t), »(8))¥'(t) = 0.

Ist g(x,y) = 0 die Nebenbedingung, so gilt g(p(¢),%(t)) = 0, also

O19((t), ¥ (1))¢' (t) + D29((t), 9 (£))¥' (t) = 0.

An einer kritischen Stelle von A sind also, wenn dort nicht gerade ¢’ =’ =0
ist, die Spaltenvektoren (0 f, d1g) und (92 f, 2g) linear abhéingig. Somit sind
also auch die Zeilenvektoren (9 f,0d2f) und (019, 029) linear abhingig. Es
gibt also, wenn an der kritischen Stelle (019, d2g) # (0,0) ist, eine Zahl A mit

O f —Adg =0,
azf - )\829 =0.

Zusammen mit g = 0 sind das drei Gleichungen, aus denen man im Prinzip
die Koordinaten des kritischen Punktes und den Wert von A bestimmen kann.
Dabei ist die Zahl A, der Multiplikator von Lagrange, in der Regel nicht von
Interesse, sondern hat nur eine Hilfsfunktion.

Im obigen Beispiel ist f(x,y) =z +y, g(z,y) = 522 + 62y +2y*> — 1. Man
erhilt also die Gleichungen
1 —A(10z + 6y) =0,
1— X6z +4y) =0,
522 + 62y +2y —1=0

mit den Losungen (z,y,\) = (1,2, %) und (1, -2, —%)

Wir wollen dieses Verfahren nun auf mehrere Nebenbedingungen ausdeh-
nen und exakt begriinden.
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4.12 Satz (Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei M C R”™ offen, seien
f:M—=Rund F: M — R* mit 1 <k <n Abbildungen der Klasse C*, sei

N:={XeM|F(X)=0}

Die Einschrinkung f|n habe an der Stelle Xo € N ein lokales Extremum,
und die Abbildung F mit Koordinatenfunktionen fi,..., fi sei an der Stelle
Xo vom Rang k. Dann gibt es reelle Zahlen Ay, ..., A\ mit

k
o [ F-S N (Xo)=0  firi=1,...,n.
j=1

Beweis. Nach Satz 4.8 gibt es eine Umgebung U C R"™ von X, eine offene
Menge V' C R™* und eine injektive Abbildung ¢ : V' C R** — R™ der
Klasse C' vom Rang n — k mit U NN = ¢(V) (ndmlich ¢(Z) = (Z,G(Z))
mit G wie in Satz 4.8). Sei Zy das Urbild von X unter der Funktion ¢. Die
Funktion h = f o ¢ hat an der Stelle Zj ein lokales Extremum. Daher gilt
Dhz, = 0, nach der Kettenregel also

Dfx,(Doz,(Y)) =0  firalle Y € R"7".
Wegen F o ¢ =0 gilt auch DFx,(Dyz,(Y)) =0, also
(Dfi)x,(Dpz,(Y)) =0  fiir alle Y € R"7F.

Die im folgenden auftretenden Differentiale von f und f; sind sdmtlich an
der Stelle Xy genommen. Wir haben gezeigt, dass

Df(H)=0 und Df;(H)=0 firi=1,...,kund H € Dz, (R"*)

gilt. Sei L := Dy, (R"*) und L+ der Orthogonalraum in R™. Dann ist
dim L+ = k. Sei (Wy,...,W},), W; € R", eine Basis von Lt. Die Zeilen der
Matrix

Dfi(Wy) --- Dfrp(Wy)

Dfi(Wy) -+ Df(Wy)

sind die Koordinatenvektoren der Bildvektoren DFx, (W1),..., DFx, (W),
sind also linear unabhéingig. Daher sind auch die Spalten der Matrix linear
unabhéngig, und es gibt reelle Zahlen \q,..., \; mit
Df(Wh) Dfi(Wr) D f(Wh)
: =) : +o A :

Df(Wy) D fi(Wy) D fr,(Wg)
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Da jeder Vektor E € R™ in der Form £ = H+ciWi+---+c¢cp;Wp mit H € L
und cy,...,c, € R dargestellt werden kann, folgt

Df(E) =MDfi(E)+ -+ XD fr(E).

Mit E=FE;,i=1,...,n, folgt die Behauptung. [






12 Gewohnliche Differentialgleichungen

12.1 Motivation

Gewdhnliche Differentialgleichungen (ODE’s) beschreiben Prozesse, die zeit-
abhéngig sind. Sie liefern Einsichten in diese Prozesse, die oft anders nicht
zu erhalten sind. Allerdings sind ODE’s nur Modelle fiir die Realitédt. Selbst
wenn man ODE’s exakt 16sen kann, muss dies nicht exakt die Realitdt sein.

Beispiel (Fischpopulation in einem See).

<
o~

Wir betrachten einen See voller Fische. Dabei bezeichnen wir die “Anzahl”
der Fische (in Tonnen) zum Zeitpunkt ¢ mit y(¢). Wie viele Fische kann die
Fischindustrie fangen, ohne dass die Fischpopulation ausstirbt?

Annahme: Der See ist isoliert, d.h. entweder ist die Anzahl der Fische, die
durch Fliisse in den See kommen gleich der Anzahl der Fische, die den See
durch Fliisse verlassen oder es existieren keine zu- bzw. abflieenden Fliisse.

Wir modellieren die Fischpopulation iiber ein Erhaltungsgesetz

Anderung der Population = “Zuwachs” — “Abgang”.
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Dabei identifizieren wir

Anderung der Population 2 ¢/(t),
Zuwachs = Geburtenrate G(t),
Abgang = Todesrate T'(t) + Fischfangrate H(t),

und nehmen an, dass die Geburtenrate und die Todesrate proportional zur
Population sind, d.h. G(¢t) = by(t) und T(t) = my(¢t) fiir b,m > 0. Damit
erhalten wir die Gleichung

y'(t) = (b—m)y(t) — H(t).

Weiter nehmen wir an, dass b — m =: a > 0 gilt. Dabei kann die Grofle a
iiber Beobachtungen gemessen werden und H(t) kann kontrolliert werden.
Zu einen gegebenen Anfangszustand y(tg) = yo zum Zeitpunkt ¢y, kénnen
wir nun berechnen, ob sich das Fischen lohnt. Betrachten wir die einfache
Situation H(t) = H, d.h. die Fischfangrate ist konstant in der Zeit, und
wéhlen ¢ty = 0, so erhalten wir das erste Modell

y =ay—H,

y(0) = yo. 1)

Dies ist eine dhnliche Gleichung wie bei der Zinsrechnung, wir erwarten also
eine Exponentialfunktion als Losung. Diese leiten wir im folgenden heuristisch
her, eine rigorose Herleitung folgt spiter. Multiplizieren wir die erste Zeile
von (1.1) mit dem positiven Wert e~%* so folgt

—e ™ H = e~y (1) — ay(t)
= et (—a)y(t) + ey (1) = (e Py (1))

Integrieren wir diese Gleichung bzgl. ¢ (bzw. bilden wir die Stammfunktion),
so erhalten wir

H
eyt =—e " +C.
a

Multiplizieren wir noch mit e®?, so folgt
H
y(t) =—+ Ceata
a

d.h. falls y eine Losung von (1.1) ist, hat sie diese Form. Da in der Rechnung
alle Operationen umkehrbar sind, 16st das so definierte y(t) die erste Glei-
chung in (1.1). Setzen wir ¢ = 0 in die Gleichung fiir y(¢) ein und verwenden
die Bedingung y(0) = yo fiir den Anfangszustand, so folgt

H H
—+C =y bzw. C=yy——.
a a
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Also ist

v =2+ (yo - g)e“t
a a
fiir ¢ > 0 Losung von (1.1). Betrachten wir diese Losung, so wéchst die Popu-
lation bei einer Fischfangrate echt grofier der Anfangspopulation exponentiell,
bei einer Fischfangrate gleich der Anfangspopulation bleibt die Population
stabil und sonst sterben die Fische aus (vergleiche Abbildung 1.1). Dies ist

y(t) y(t)

wIKn

t t

Abb. 1.1. Lésungen von (1.1) zu verschiedenen Anfangswerten. Die Parameter
wurden im linken Bild mit H = 0, a = 1, im rechten Bild mit H = g, a=1
gewdhlt.

offensichtlich unrealistisch und somit unser Modell zu einfach gewé#hlt. Ins-
besondere die Annahme der Proportionalitidt zwischen der Todesrate und der
Population ist problematisch. In abgeschlossenen Seen ist die Todesrate hoher
als linear abhiingig zur Population, z.B. T(t) = cy?(t). Dies fiihrt zu einem
neuen Modell

y'(t) = by(t) — cy?(t) — H(2), (1.2)
y(0) =yo
Wihlen wir speziell b= 1, ¢ = % und H = %, so gilt
V) = o) - 520 -
- —%(y(t) —10) (y(t) — 2) = f(y(1)).

Wir betrachten zuerst die Gleichung

Y = fy)

heuristisch. Fiir y € (2,10) ist f(y) > 0, d.h. ¥’ > 0 und somit y wachsend,
fiir y € (0,2) oder y > 10 ist f(y) < 0, d.h. ¥’ < 0 und somit y fallend. Fiir
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y(t)

t

Abb. 1.2. Lésungen von (1.2) zu verschiedenen Anfangswerten. Die Parameter

wurden als b=1, ¢ = 11—2 und H = % gewéhlt.

y=2und y = 10ist f(y) = 0 und somit y konstant. Dies ist in Abbildung 1.2
graphisch dargestellt.

Wir verwenden nun die Methode der Separation der Variablen, um diese
Heuristik zu untermauern. So folgt aus

dy _
12
fiir y # 2,10 die Gleichung

dy dt

(y—10)(y—2) 12

bzw.

1 1 1 dt
tn- v
8\y—10 y—2 12
Da auf jeder Seite der Gleichung nur eine Variable vorkommt, kénnen wir auf

beiden Seiten die Stammfunktion (beziiglich der jeweiligen Variablen) bilden
und erhalten

1 t
§(1n|y710|—1n|y72\) :fEJrc.

Verwenden wir nun die Rechenregeln fiir den Logarithmus folgt
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10 2
In Y =8c— <t
y—2 3
Nun wenden wir die Exponentialfunktion auf diese Gleichung an und erhalten
’y— 10} — Bc3t
y—2

Setzen wir ¢y := exp (8 ¢), impliziert diese Gleichung ¢y > 0. Losen wir nun
den Betrag per Fallunterscheidung auf, so miissen wir ¢y € R zulassen. Somit
kénnen wir die Gleichung nach y auflésen und erhalten

10— 2¢pe 5

y(t) ;

1—co e 3
Aus der Forderung y(0) = yo folgt

yo — 10
co="——.
Yo — 2
Setzen wir also
—-10 _2
e 1072—‘1;00_2 e~ st
Y\ = 1 — Y%—10 —2¢
Yo—2
fiir yo # 2,10 (und somit y(t) # 2,10), so 16st y die Gleichung (1.2). Weiter
sind die konstanten Funktionen y(¢) := 2 bzw. y(t) := 10 Losungen der
Gleichung (1.2) zu den Anfangswerten yo = 2 bzw. yo = 10 und stellen somit
ein Gleichgewicht zwischen Fischfang und Populationswachstum dar. Dieses
Modell ist realistischer als das erste und erlaubt Vorhersagen: So stabilisiert
sich der Fischbestand trotz fischen bei einer Anfangspopulation gréfler gleich

2 Tonnen, bei einer geringeren Anfangspopulation stirbt diese aus (vergleiche
Abbildung 1.2).

Fiir allgemeine, aber konstante b,c¢ und H kann man ebenfalls Losungs-
formeln fiir (1.2) herleiten, bei zeitabhéngigen Fischfangraten sind diese nicht
bekannt.

12.2 Existenztheorie

Fiir f: R?*! — R heifit die Gleichung
y ™M) = f(Ly®),y' (1), (1) (2.1)
explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung. Fordert man zusétzlich

y(t()) = Yo, y/(to) =Y, -+ y(n_l)(to) = Yn—1

fiir (to, y1, -+ ., Yn_1) € R*"1 5o spricht man von einem Anfangswertproblem.
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2.2 Definition. Sei I ein Intervall. Fine Funktion y : I — R heifit Losung
von (2.1) im Intervall I, falls y in I n-mal differenzierbar ist und

y"(t) = f(ty), Y (1), ...y (1))

fir alle t € I identisch erfillt ist.

Man beachte, dass die Mengen I = (a,b), I = [a,b) oder I = [a,b], mit
a,b € Rund a < b, alle zuldssige Intervalle sind.

Sei F': 2 CR"™ — R”. Das Gleichungssystem
Yi(t) = F(t,Y(t)) (2.3)

heifit System von Differentialgleichungen 1. Ordnung. Falls F = (f1,..., fn)
und Y = (y1,...,Yn), so kénnen wir (2.3) komponentenweise schreiben

yll(t) = fl(ta yl(t)v cee 7yn(t))

: (2.4)
Yn(t) = fu(t,y1(2), - - yn(t)).
Ergéinzt man (2.3) durch die Bedingung
Y(to) = Yo
fiir ein (o, Yo) € 2 bzw. (2.4) durch
yi(to) =41, -+, ynlto) = yn
fiir ein (to,4?,...,4%) € £, so spricht man wieder von einem Anfangswert-

problem.

2.5 Definition. Sei I ein Intervall. Fine vektorwertige FunktionY : I — R”™
heifst Losung des Systems (2.3) in dem Intervall I, falls Y in I differenzierbar
ist und

Y'(t) = F(t,Y(t))
fir alle t € I identisch erfillt ist.

Bemerkung. (i) Fiir eine Losung von (2.3) gilt insbesondere (¢,Y (t)) € 2
fiir alle t € 1.

(ii) Die gesamte Existenztheorie wird direkt fiir Systeme von Differenti-
algleichungen bewiesen, da kein Mehraufwand im Vergleich zur Behandlung
einer Differentialgleichung entsteht. Man sollte sich die Aussagen trotzdem
fiir den anschaulich einfacheren Fall von einer Differentialgleichung klar ma-
chen.
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(iii) Die explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung (2.1) ldsst sich in
ein System von n Differentialgleichung 1. Ordnung umschreiben:

Y1 (t) = ya(t),
Yo (t) = ys(t),

y’:z—l(t) = Z/n(t)7
Yn(t) = F(ty1(8)s- - yn(t))-

Denn sei y Losung von (2.1). Dann ist Y := (y,v/,...,y" 1) eine Losung
von (2.6). Sei umgekehrt Y = (y1,...,yn) Losung von (2.6), so ist y := 11
Losung von (2.1). Analog transformieren sich die entsprechenden Anfangs-
wertprobleme.

Wir formulieren nun eine Voraussetzung an F, um die Losbarkeit eines
Systems von Differentialgleichungen 1. Ordnung zu sichern.

Grundvoraussetzung (S). Es emistiert eine offene Menge 2 C R™"*! so,
dass F': 2 CR*™1 5 R™ stetig ist.

2.7 Lemma. Sei die Voraussetzung (S) erfillt und sei (to,Yy) € £2, I ein
Intervall und to € I. Dann ist Y genau dann eine Lésung von (2.3) mit
Y (to) = Yo auf dem Intervall I, wenn'Y eine stetige Lisung der Integralglei-
chung

Y(t) = Yo + /t F(s,Y(s)) ds, tel (2.8)

1st.

Das Integral fiir vektorwertige Funktionen ist komponentenweise definiert,
d.h. fiir Y(t) = (y1(t), ..., yn(t)) gilt

/abY(S) ds = (/abyl(S) dS,---,/abyn(s) ds),

falls die Integrale ff y;(s) ds, i =1,...n existieren.

Beweis (Lemma 2.7). 7 = 7 Sei Y Lésung von (2.3) mit Y (¢9) = Yp. Somit
ist Y differenzierbar in I und insbesondere stetig. Damit ist auch die Abbil-
dung t — F(t,Y(t)) stetig. Aufgrund der Gleichung Y’(t) = F(t,Y(t)) fiir
t € I und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis I,
Kapitel 7, Satz 3.1) folgt fiir alle t € T
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Y(t)-Yo=Y () - Y(ty) = / Y'(s) ds = / F(s,Y(s)) ds.

to tO

Also ist Y eine stetige Losung der Integralgleichung (2.8).

7 <7 SeiY stetige Losung von (2.8). Nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung ist Y stetig differenzierbar in I und es gilt

V(1) = % /t F(s,Y(s)) ds = F(,Y (1)),

d.h. Y ist stetig differenzierbar. Weiter gilt fiir den Anfangswert

Y (to) = Yo + /to F(s,Y(s)) ds =Y.

to

Somit ist Y eine Losung von (2.3) auf dem Intervall I mit Y (¢y) = Y. L]

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die Bedingung (S) fiir die Existenz
einer Losung von (2.3) ausreicht. Diese Voraussetzung ist schwécher als die
Lipschitz-Stetigkeit, die wir im Existenzsatz von Picard-Lindelof (Satz 3.5 aus
Kapitel 9) benstigt haben. Doch zunéchst benstigen wir einige Hilfsmittel.

2.9 Definition. Eine Menge M = {fo }aca von stetigen Funktionen auf dem
Intervall [a,b], d.h. M C C([a,b]), heifst gleichgradig stetig, wenn zu jedem
e >0 ein §d > 0 existiert, so dass fiir alle s,t € [a,b] mit |s —t| < 6 und alle
a € A gilt: |fo(s) — fa(t)] <e.

Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall [a, b] ist gleichméBig
stetig (Satz 3.5 im Kapitel 4), d.h.

Ve>030>0:Vs,t €[a,b] mit [s —t| < d:|f(s)— f(t)| <e.

Bei der gleichgradigen Stetigkeit ist neu, dass § unabhéngig von f, ist.
2.10 Lemma. Sei (fn)nen € C([a,b]) eine Folge gleichgradig stetiger

Funktionen, die auf einer dichten Menge M C [a,b] gegen eine Funktion
f:+ M — R konvergiert. Dann existiert eine Fortsetzung f : [a,b] — R der

Funktion f (d.h. es gilt f(x) = f(x) fir allex € M ), so dass (fr) gleichmdfig
auf [a,b] gegen f konvergiert. Insbesondere ist f stetig auf [a,b].

Zur Erinnerung: (i) M dicht in [a,b] bedeutet, dass fiir alle s € [a, b] eine
Folge (sn)neny € M mit s, — s existiert (z.B. Q ist dicht in R). (ii) Die
Funktionenfolge (f,)nen konvergiert gleichmiflig gegen eine Funktion f auf
der Menge D, falls fiir alle € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N
und fiir alle x € D gilt: |f,(x) — f(z)| < e.
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Beweis (Lemma 2.10). Seie > 0und (f,)nen gleichgradig stetig. Somit exis-
tiert ein & > 0, so dass

Vn € NVs,t € [a,b] mit |s —t| < :|fn(s) — fu(t)] <e.

Wir wéhlen nun ein N € N mit % < £ und zerlegen das Intervall [a, b] in

die Intervalle [t;,t;41], ¢ = 0,...,N — 1, wobei ty := a und t; := a + 4 “)]_V—a‘

gewihlt werden (vergleiche Abbildung 2.1). Somit gilt ¢; < ¢;+1, ty = b sowie

to=a ti ti  tiy1 tn=0b

Abb. 2.1. Zerlegung des Intervalls [a,b] in N gleichgrofie Teilintervalle.

|ti—tit1| < 5. Da M dicht in [a, b] liegt, existieren zu den Mittelpunkten der
Intervalle [t;,t;11] eine Folge aus Elementen von M, die gegen diese konver-
gieren. Da die Mittelpunkte einen positiven Abstand zum Rand der Intervalle
haben, existieren insbesondere s; € [t;, t;41] N M firi =0,..., N — 1. Weiter
konvergiert nach Voraussetzung (f,,)nen auf M gegen f und somit ist (f,)nen
eine Cauchyfolge auf M. Da wir nur N viele s; haben, folgern wir

Ing e NVm,n >noVi=0,...,N —1:|fn(s;) — fin(si)| <e.

Wiéhlen wir nun ein beliebiges s € [a,b]. Nach Konstruktion existiert ein
i€{0,...,N—1} mit |s; — s| < 4. Fiir n,m > ng gilt dann

[fn(s) = fm ()] < |fu(s) = Fulsi)l + [fn(si) = fm(s0)| + [fm(si) = fn(s)]

<e+te+e=3e

Bilden wir das Supremum iiber alle s € [a, b] folgt, dass (f,,)nen eine Cauchy-
folge beziiglich der Maximumsnorm ist. Somit konvergiert (f,)nen auf [a,d]
gleichmiiBig gegen ein f € C ([a,b]) (siehe Analysis I, Kapitel 8, Satz 1.1 und
Satz 1.2). Da gleichmiifiige Konvergenz die punktweise Konvergenz impliziert
und der Grenzwert eindeutig ist, folgt ﬂ = f. [

2.11 Satz (Arzela-Ascoli). Sei (fn)nen C C([a,b]) eine Folge gleichgradig
stetiger, gleichmdf$ig beschrdankter Funktionen, d.h. es existiert eine Konstan-
te M, so dass fir allen € N und s € [a,b] gilt |fn(s)] < M. Dann existiert
eine Teilfolge, die gleichmifSig gegen eine Funktion f € C([a,b]) konvergiert,
d.h.

= (fnk)kEN C (fn)nEN’ 3 f € C([a7b]) mit fnk = f f’[j’l‘ k — oo.
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Beweis. Sei M = {x;};en eine Aufzdhlung der rationalen Zahlen aus [a, b]. Da
nach Voraussetzung die Folge (fy,(z1))nen beschrankt ist, existiert nach dem
Satz von Bolzano—Weierstrafl (Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.3) eine Teilfolge
(fni)kGN - (fn)nGN und ein f(ml) € R mit

fnr (1) = f(21) fiir k — oo,

Nun ist die Folge (fy1(22))ren beschrénkt und es existiert wiederum nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine Teilfolge ( Jn2 Jren C ( f"i) ke und ein
f(z2) € R mit

fn2(@2) = f(x2) fiir k — oo.

Fiihren wir dies fiir alle ¢ € N fort, so erhalten wir ein System von Teilfolgen,
die Aufgrund der Schachtelung (fn;;)keN - (fn;;—l)keN C ... C (fu)nen fir
immer weitere Punkte konvergieren:

Jrts fuys fnds oo konvergiert fiir x = a1
fn%v fng, fn%, . konvergiert fiir x = x1, 2
f”i’ fn;, fné, . konvergiert fiir x = z1,x9,...,%;

Wihlen wir nun die Diagonalfolge ( fng)keNa so konvergiert diese fiir alle x;
gegen f(x;), denn ab dem i-ten Folgenglied ist ( fn;;)keN eine Teilfolge von
( fn;’,)keN und somit konvergent. Wir haben also eine Teilfolge gefunden, die
auf einer dichten Menge gegen die Funktion f (gegeben durch f(z;) am Punkt
x;) konvergiert. Wenden wir nun Lemma 2.10 an, so ist der Satz bewiesen.

m

2.12 Folgerung. Sei F}; : [a,b] — R", k € N, eine Folge gleichgradig stetiger
vektorwertiger Funktionen, d.h.

Ve>036>0:Vk €N, Vs, t € [a,b] mit |s —t| <6 || Fu(s) — Fu(®)] < e,

die gleichmdf$ig beschrinkt sind. Dann existiert eine Teilfolge (Fy,)een, die
gleichmapig konvergiert.

Beweis. Schreiben wir F, = (fF,....f5), F = (f1,...,fn), so ist die
gleichméfige Konvergenz von Fj gegen F #quivalent zur gleichméfligen
Konvergenz der fi’“ gegen f;, i = 1,...n. Da nach Voraussetzung die
i’“, i = 1,...n, ebenfalls gleichgradig stetig und gleichméflig beschrinkt
sind, folgt die Behauptung mit Satz 2.11, sukzessive angewendet auf die
Koordinatenfunktionen (fF) und die sich ergebenden Teilfolgen ( fi’ff)geN,

i1=1,...,n. [
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2.13 Satz (Peano). Erfille F die Voraussetzung (S), sei (to,Yy) € 2 und
seien a,b > 0 so, dass

Q:={{tY)eR"™ ||t —to| <a,|Y —Yo| <b}

eine Teilmenge von (2 ist, d.h. Q C £2. Sei K > 0 derart, dass |F(t,Y)|| < K
fiir alle (t,Y) € Q gilt. Dann besitzt das System gewdhnlicher Differential-
gleichungen (2.3) mit Y (to) = Yy eine stetig differenzierbare Lisung Y (-) auf
dem Intervall [ty — c,to + ¢] =: I wobei die Konstante ¢ = min(a, &) gewdhlt
werden kann.

Beweis. Nach Lemma 2.7 geniigt es, eine stetige Funktion Y mit

Y(t):Yo—l—/tF(s,Y(s)) ds, tel

to

zu finden. Wir wollen eine Losung der Integralgleichung per Approximation
finden: Dazu definieren wir fiir ¢ € I die Funktion Yy(t) := Yy und fir n € N
die Funktionen

¢
Yi1(t) =Y, —|—/ F(S,Yn(s)) ds tel.

to

Fiir die Wohldefiniertheit von Y;, 1 : I — R™ reicht es die Stetigkeit von Y,
und (¢, Y,(t)) € Q C 2 fiir t € I zu zeigen. Dies machen wir per vollstindiger
Induktion:

Induktionsanfang: Offenbar ist Y stetig und es gilt (¢,Yy) € @ fir t € [
nach der Wahl von ¢ und der Definition von Q.

Induktionshypothese: Gelte Y, ist stetig und (¢,Y,(¢)) € Q fiir t € I.
Induktionsschritt: Fiir ¢t € I folgt einerseits |t — to| < a wegen ¢ < a und
andererseits

Vasa(t) = Yol = | /ttF(s,Yn(s)) ds|

t
< [P Y] as
0
< K |t —to chgK% =b.

Somit gilt (¢, Y,11(t)) € Q. Da nach Induktionshypothese Y;, stetig ist und F
nach Bedingung (S) auf (2 stetig ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (Analysis I, Kapitel 7, Satz 3.1) die Stetigkeit von Y, 1
und der Induktionsschritt ist bewiesen. Mit der gleichen Rechnung wie im
Beweis der Wohldefiniertheit folgt fiir alle n € N
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sup [[Yy (t)]| < sup [|[Yn () = Yo + [[Yol| < b+ [[Yo|
tel tel

bzw. fiir n =0

sup [[Yo(8)[| < sup [[Yol| < b+ [[Yoll.
tel tel

Also ist die Folge (Y;)nen, gleichmifiig beschrankt. Wir zeigen nun, dass
diese Folge auch gleichgradig stetig ist: Sei dazu € > 0 und ¢ := 5. Dann gilt
fiir alle ¢,t € I mit |¢ —¢| < é und allen € N

Y.(q) — Y"(t)H = HYO + /th(s,Yn_l(s)) ds — Yy + /tF(s,Yn_l(s)) dsH

to
t
<| [ NP Yoo s
q
<Klt—q <K5:K%:s.
Fiir n = 0 folgt trivialerweise
Yo(q) = Yo()[l = [[Yo — Yol = 0 <e.

Wir kénnen also den Satz von Arzela-Ascoli (bzw. Folgerung 2.12) anwenden
und erhalten eine Teilfolge (Y, )ken € (Yn)nen und eine stetige Funktion
Y : I — R" mit

Yo 23Y fiir k — oo.

Wir bemerken zunéchst, dass nach Definition @) abgeschlossen ist und wegen
(s,Yn(s)) € Q fiir alle s € I, n € N sowie der Konvergenz der Y,, gegen Y
damit (s,Y(s)) € @ fiir alle s € I folgt. Da weiter F stetig auf der kompakten
Menge @ ist, folgt die gleichméBige Stetigkeit von F' auf @, d.h. fiir alle e > 0
existiert ein 0 > 0, so dass fiir alle (¢,Y),(s,Z) € Q mit ||(¢t,Y) — (s, Z)]| < ¢
folgt: ||F(s,Z) — F(t,Y)|| < e. Wahlen wir nun zu € > 0 das 6 > 0 aus der
gleichméBigen Stetigkeit und das k¢ aus der gleichméfigen Konvergenz von
Y,, gegen Y mit

Vi (s) =Y(s)[| <6 Vsel, k= ko,

so haben wir die gleichméflige Konvergenz von F(-,Y,, (-)) gegen F(-,Y(-))
gezeigt. Nach Analysis I, Kapitel 7, Satz 2.4 folgt die Konvergenz des Inte-
grals, d.h. mit der Definition der Folge Y,, gilt

Y(t) = lim Yo, (t)

lim
k—o0

¢
= lim Yj —|—/ F(s,Yy,(s)) ds
k—o00

to

=Y, + /t F(s,Y(s)) ds.

to
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Somit 16st Y die Integralgleichung und nach Lemma 2.7 haben wir die Exis-
tenz einer Losung von (2.3) bewiesen. L]

Der Satz von Peano ist ein lokaler Existenzsatz, d.h. er liefert nur die
Existenz einer Losung auf einem kleinen Intervall um den Anfangswert. Wir
stellen uns nun die Frage, ob wir diese Losung fortsetzen kénnen, in dem wir
den Satz von Peano am Ende des Intervalls erneut anwenden, also fiir den
Anfangswert die Losung am Ende des Intervalls auswerten.

2.14 Lemma. Erfille F' die Voraussetzung (S) und sei Y : (a,b) — R™ eine
Lésung von (2.3). Weiter existiere der linksseitige Grenzwert

limY (t) =: Y;
lim (t) 1

und es gelte (b,Y1) € 2. Dann existiert ein 6 > 0, so dass man die Lisung
Y zu einer Lisung auf dem Intervall (a,b+ 6] fortsetzen kann.

Beweis. Da (b,Y7) € 2 gilt und {2 offen ist, existiert eine offene Umgebung
von (b, Y1), die vollsténdig in {2 liegt. Insbesondere existieren also a, 5 > 0,
so dass

Q:={tY)eR™ |t - <a, [Y -Vi|| <8} C 2

gilt (vergleiche Abbildung 2.2). Setzen wir weiter K := sup, y)eq|lF'(¢, Y|,

Abb. 2.2. Schachtelung der Mengen um den Punkt (b, Y7).

so folgt mit dem Satz von Peano die Existenz einer Losung Y von
Y/(t) = F(t.Y (1),
Y(b) =Y

auf dem Intervall I = [b— 4, b+ d], wobei § durch ¢ := min(e, %) gegeben ist
(siche Abbildung 2.3). Wir definieren nun fiir ¢ € (a,b + 9]

(v te(ab)
Z(t) = {f/(t) te[bb+0).
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Abb. 2.3. Losungen Y,Y auf den Intervallen (a,b] bzw. [b— 8,b+ 4]

Offensichtlich ist Z stetig in (a,b + 0] und stetig differenzierbar in (a,b) so-
wie (b,b+ J). Weiter erfiillt Z die Gleichung (2.3) in den Intervallen (a,b)
sowie (b, b+ §]. Wir miissen also nur die Existenz von Z’(b) und die Identitét
Z'(b) = F(b, Z(b)) zeigen. Dazu bestimmen wir die Rechts- und Linksseiti-
ge Ableitung von Z: Nach Lemma 2.7 ist die Gleichung (2.3) dquivalent zur
Integralgleichung

Y(t)=Y(to) + /tF(s,Y(s)) ds to,t € (a,b).

Da man nach Voraussetzung Y durch Y (b) := Y stetig auf das Intervall
(a,b] fortsetzen kann, folgt die Stetigkeit von F(-,Y(-)) auf dem Intervall
(a,b]. Somit gilt die obige Integralgleichung fiir alle ¢ € (a,b]. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis I, Kapitel 7, Satz
3.1) gilt

Y'(t)=F(t,Y(t)  Vte(a,bl.

Wegen Y (b) = Y; = Y (b) folgt Z = Y auf (a,b] und somit die Existenz der
linksseitigen Ableitung im Punkt b mit

Z'(b) = F (b, Y1) = F(b, Z(b)).

Wenden wir analog Lemma 2.7 auf Y und das Intervall [b,b+ 4] an, so folgt

Y(t)=Y1—|—/tF(S,Y(s)) ds t e b b+
b

Wie oben erhalten wir damit
Y'(t)=F(t,Y(t) tebb+0]

und somit die Existenz der rechtsseitigen Ableitung im Punkt b mit
7\, (b) = F(b,Y (b)) = F(b, Z(b)).

Somit existiert Z'(b) und es gilt Z’(b) = F (b, Z(b). Wir haben also eine
passende Fortsetzung der Losung gefunden. [
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Bemerkung. Eine analoge Aussage gilt fiir das linksseitige Fortsetzen:
Erfulle F' die Voraussetzung (S) und sei Y : (a,b) — R™ eine Losung von
(2.3). Weiter existiere der linksseitige Grenzwert limy\ o Y (t) =: Y7 und es
gelte (a,Y7) € £2. Dann existiert ein 6 > 0, so dass man die Losung Y zu
einer Losung auf dem Intervall [a — 4, b) fortsetzen kann.

Nun stellt sich die Frage, wie weit man diese Losungen fortsetzen kann.
Es konnte passieren, dass bei der Anwendung von Peano die Intervalle im-
mer kleiner werden und der Prozess stoppt. Dies werden wir im Folgenden
untersuchen.

2.15 Lemma. Erfille F' die Voraussetzung (S), sei Y : (a,b) — R™ eine
Lésung von (2.3) und sei K eine kompakte Teilmenge von 2. Dann lisst sich
Y dber K hinaus fortsetzen, d.h. es existiert eine Funktion Y (¢,d) - R"
mit ¢ < a < b < d, so dass Y eine Lésung von (2.3) auf dem Intervall
(c,d) ist, Y=Y auf (a,b) gilt und ¢ < 7 < 7o < d existieren, so dass fir
alle t € (¢,m) U (7a,d) gilt: (t,Y(t)) & K. Insbesondere ist graph(Y) ¢ K
(vergleiche Abbildung 2.4).

Y

Q AN

)
b

Abb. 2.4. Fortsetzung der Losung iiber eine kompakte Menge K hinaus.

Beweis. Fiir zwei Mengen A, B C R™*! ist der Abstand voneinander durch

dist(4,B) ;== inf ||X — Y]
X€EA,YEB

definiert. Im Fall dist(4, B) = § > 0 gilt folglich fiir alle X € A und alle
Y € B die Ungleichung || X — Y| > § > 0 (vergleiche Abbildung 2.5).

Da K kompakt in {2 liegt, existiert ein § > 0 mit dist(K, 92) = 39, denn sonst
wire dist(K, 912) = 0. Somit wiirden Folgen (2, )neny € K und (yp,)neny C 912
mit ||z, — yn|| — 0 fiir n — oo existieren. Da K kompakt ist, gébe es ein
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Abb. 2.5. Abstand zwischen zwei Mengen A, B. Links: dist(A, B) = ¢. Mitte und
Rechts: dist(A, B) = 0.

zo € K und eine Teilfolge mit x,, — xo fir k& — oo. Damit wiirde auch
folgen, dass y,, — xo fiir & — oo und somit wire zo € 02 aufgrund der
Abgeschlossenheit des Randes. Da 2 offen ist, ist die Menge 2¢ abgeschlossen
und insbesondere gilt 92 C 2¢. Nun haben wir einen Widerspruch, denn
K C 2 impliziert K N 2°¢ = 0.

Definieren wir nun
Kjs = {X € 2| dist(X, K) < 26},

so folgt K C Kos C {2 nach der Wahl von ¢ und man sieht leicht, dass Kos
beschréankt und abgeschlossen ist. Damit ist Ko5 kompakt und

sup ||F(t,Y)]| = C
(t,Y)EKos

ist endlich. Wir definieren
Qto,Yo) == {(t,Y) e R™" | |to —t| <6, ||Y — Yo < 6}.
Fiir (¢o,Yp) € K folgt fiir alle (¢,Y) € Q(to, Yo)
(o, Yo) = (&, Y)[I* = [to — t]* + ||Y = Yo||* < 26°
und somit dist(Q(to, Yp), K) < v/26 < 26, d.h. Q(to, Yy) C Kos.

Wir wihlen nun ein ¢y € (a, b) und betrachten die Losung Y : (a,b) — R™ von
(2.3) eingeschrinkt auf die Intervalle [tg,b) und (a, to] separat. Wir beginnen
mit Y : [tg,b) — R™ und zeigen, dass eine “rechtsseitige” Fortsetzung Y der
Losung mit graph(f/) Z K existiert. Sei graph(Y) C K, da sonst Y =Y
gewihlt werden kann. Damit gilt: (¢,Y(t)) € graph(Y) C K C Ky fiir
t € [to,b) und es folgt mit der Losungseigenschaft

YOl =IFtY®)| <C  telto,b).
Wéhlen wir eine Folge ¢, b, so folgt mit dem Mittelwertsatz

1Y (tn) = Y (tm) | < Y (@n,m) (tn = to)[| < C [t — Ll
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Somit ist (Y (¢,,))nen eine Cauchyfolge in R™ und es existiert ein Y7 € R™ mit
Y (t,) — Y fiir n — oo. Fiir eine weitere Folge ¢, ,* b mit Y (¢,,) — Y7 fiir
n — oo folgt wieder mit dem Mittelwertsatz

V1 = Y1l < [V = Y ()| + Y (ta) = Y (&) || + 1Y (£) — Y|
<Y =Y () +C (|t = b + b= La]) + Y (£) — Y| === 0.

Somit ist der Grenzwert Y7 unabhéngig von der gewihlten Folge und

}%Y(t) =M
existiert. Da K abgeschlossen ist, folgt mit der Konvergenz (t,,Y (t,)) —
(b, Y1), dass (b,Y7) € K und somit (b,Y7) € 2 gilt. Verwenden wir nun
Lemma 2.14, so existiert eine Fortsetzung Y der Losung auf einem Intervall
[to,b + p|. Betrachten wir den Beweis von Lemma 2.14 genauer, so kann
in unserer Situation p = min(d, %) gewiihlt werden. Gilt nun graph(Y) ¢
K sind wir fertig, ansonsten wiederholen wir den Prozess. Da jede weitere
Fortsetzung wieder um das feste p verlingert wird und K beschrénkt ist, muss
der Prozess nach endlich vielen Schritten abbrechen, d.h. graph(Y) Z K. Fiir
das Fortsetzen iiber den linken Rand betrachten wir Y : (a,tg] — R™ und
argumentieren analog. ]

2.16 Lemma. Erfille F die Voraussetzung (S) und sei (to,Yo) € 2. Sei
(Y.)nen eine Folge von Lésungen von (2.3), wobei Yy, auf dem Intervall I,
definiert ist. Gelte weiter to € I, und Y, (tg) = Yo sowie

Yo(t) =Y(t) Vtel,nI,

und alle n,m € N. Dann ezistiert im Intervall I := J,,cy In eine Losung Y
von (2.3) mit Y (to) =Yy, fir die Y(t) = Y, (¢t) fir allet € I, und allen € N
gilt.

Beweis. Sei t € I. Dann existiert ein n € N mit ¢t € I,. Wir definieren
Y (t) := Y,(t). Diese Definition ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der
Wahl von n, denn fiir ein m € N mit ¢ € I,, folgt nach Voraussetzung
Y, (t) = Y, (t). Weiter ist ¥ auch eine Losung von (2.3), denn fir s € T
existiert ein n € N mit s € I,, und insbesondere [tg, s] C I, (bzw. [s,to] C I,,).
Da Y, eine Losung von (2.3) auf dem Intervall I,, ist und Y (t) = Y, (¢) fiir
alle t € [to, s] (bzw. t € [s,%0])) gilt, ist also auch Y eine Losung auf diesem
Intervall. Da s beliebig war, ist Y also eine gewiinschte Losung. ]

2.17 Definition. Sei Y eine Lisung von (2.3) mit Y (to) = Yy und sei G der
abgeschlossene Graph von'Y, d.h. G := graph(Y). Wir sagen, dass Y nach
rechts dem Rand beliebig nahe kommt, wenn
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GT={(t,2)eG|t>to}
keine kompakte Teilmenge von §2 ist. Analog ist nach links dem Rand beliebig

nahe kommen definiert.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass fiir eine Lésung Y : [to,b) — R™ der
"rechtsseitige” Graph G keine kompakte Teilmenge von {2 ist, falls einer
folgenden Félle eintritt: a) lim; ~, dist(942, (¢, Y (¢))) = 0, oder b) b = oo, oder
c) lim ~||Y(t)|| = oo. Diese drei Fille kann man sich wie folgt vorstellen,
wobei wir nur die Zusammenhangskomponente von {2, die (o, Yp) enthélt,
betrachten:

a)

Y : [to,b) — R™ mit

}% dist (042, (¢, Y (t))) = 0.

2

Y: [t(), b) — R” mit

lim| Y (8)] = oc.

2.18 Satz. Erfille F die Voraussetzung (S) und sei (to,Yo) € 2. Dann
existiert eine Losung Y von (2.3) mit Y (to) = Yo, die sich so fortsetzen lisst,
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dass Y links und rechts dem Rand OS2 beliebig nahe kommt. Fine derartig
fortgesetzte Losung nennen wir maximale Losung.

Beweis. Da {2 offen ist und (to,Yp) € 2 gilt, existieren a,b > 0 mit
Q:={(tY)eR"™ ||t —to| <a, |V - Y| <b} C 12

Offenbar ist ) kompakt und somit sup(, yyeql|F'(¢,Y)[| endlich. Nach dem
Satz von Peano existiert also eine lokale Losung Y von (2.3) mit Y (¢9) = Yp.
Definieren wir fiir n € N die Mengen

1
77 ||

M, :={(t,Y) € 2| dist((t,Y),012) > - (t,Y)|| <n},

so sind diese kompakt und es gilt M,, C M,, 1 sowie UneN M, = 2. Falls Y
rechts dem Rand 02 nicht beliebig nahe kommt, also falls

Gt ={(t,Z) € graph(Y) | t > to}

eine kompakte Teilmenge von §2 ist, folgt wie im Beweis von Lemma 2.15
dist(GT,042) > 0. Somit existiert ein n € N mit G* C M,,. Da M,, kompakt
ist, existiert nach Lemma 2.15 eine Fortsetzung Y, : [to, b,] — R™ von Y iiber
M, hinaus. Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder graph(Y;,) € M,,41,
dann setzen wir Y;,1 := Y,,. Oder graph(Y,,) C M,,41. Da M, kompakt ist,
erhalten wir wieder nach Lemma 2.15 eine Fortsetzung Y;, 11 : [to, bpt1] — R™
iiber M, 11 hinaus. Insgesamt haben wir eine Folge (Y} )ren von Losungen auf
den Intervallen Ij, := [to, bg] konstruiert, die byi1 > by und Yy = Y, auf I,
fiir £ > k erfiillen. Nach Lemma 2.16 existiert eine Losung Y auf [tg, b) mit
b = limy 00 by und Y|y, = Yi. Nach Konstruktion ist graph (V') in keiner der
Mengen M,, und somit in keiner kompakten Teilmenge von (2 enthalten. Also
kommt Y recht dem Rand 0f2 beliebig nahe. Analog zeigt man die Existenz
einer Fortsetzung, die dem Rand 02 nach links beliebig nahe kommt. (]

Beispiele. Die folgenden Losungen von (2.3) kommen dem Rand 012 beliebig
nahe.

1. Betrachte £2 = R?, f(t,y) = y und y(0) = 1,

d.h. (2.3) entspricht y(t)
y'(t) =y(t)
y(0) =1.
Dann ist y(t) := e’ eine Losung auf dem
Intervall I = (—o0, c0), d.h. 0 "
Ji 1) =0

! Hier ist b = oo zugelassen.



294 12 Gewohnliche Differentialgleichungen

2. Betrachte 2 = R2% f(t,y) = 1 + y* und

y(0) =0, d.h. (2.3) entspricht y(t)
y(t) =1+y°(t) 0
) 2
Dann ist y : (=3,%) — R, y(t) = tan(t)
eine Losung, denn es gilt
1 sin?(t) + cos(t)
'(t) = = =1+ tan®(t) = 1 +y(t)?
y(®) cos?(t) cos?(t) + tan(?) +y(t)

und offenbar ist y(0) = 0. Hier haben wir ein endliches Zeitintervall, aber
es gilt lim; 4 = y(t) = +oo.

3. Betrachte 2 =R x (=5,3), f(t,9) = oy

(
und y(0) = 0, d.h. (2.3) entspricht 2 ty(t)
1
/
y(t) = ——~ 0
RANTEG) : -
y(0) = 0. -
Dann ist y : (—1,1) = R, y(t) = arcsin(t) "

eine Losung, denn es gilt unter Verwendung

von t = sin(y(t))

B 1 B 1 B 1
V1—t2 \/1 — sin®(y(t)) cos(y(t))

y'(t)

und offenbar ist y(0) = 0. Hier haben wir ein endliches Zeitintervall und
es gilt lim; 41 y(t) = £7, aber (£1,£7) € 912.

Als néchstes rechtfertigen wir den Namen “maximale Losung”.

2.19 Folgerung. Erfille F' die Voraussetzung (S) und sei (tg, Yy) € §2. Eine
mazximale Losung von (2.3) mit Y (to) = Yy kann nicht fortgesetzt werden.

Beweis. SeiY : (a,b) — R"™ eine maximale Losung. Wir nehmen an, dass fiir
0 > 0 die Funktion Y : (a,b + 0) — R" eine Fortsetzung der Losung Y ist.
Da Y stetig ist und Y|, =Y gilt, folgt

lim ¥ (1) = lim ¥ (1) = ¥ (b)

Da Y eine Losungs ist, gilt (b, Y (b)) € £2. Also folgt
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Gt ={(t.Z) € graph(Y) | t > to} C [to, ] x Bild(Y (s, 4)-

Aufgrund der Stetigkeit von Y ist die rechte Seite kompakt und somit G+
beschrinkt. Da weiter G abgeschlossen ist, folgt die Kompaktheit von GT.
Da Y eine Losung ist, folgt (¢,Y(¢)) € §2, t € [to,b), und mit dem schon
gezeigten (b,Y (b)) € £2 von oben folgt weiter G C 2. Dies ist aber ein
Widerspruch, da Y maximale Losung ist. Analog zeigt man, dass die Losung
nicht nach links fortgesetzt werden kann. L]

Als néchstes stellen wir die Frage nach der Eindeutigkeit der Losungen.
Zunéchst betrachten wir dies an einem Beispiel.

Beispiel. Sei 2 =R? und f(t,y) = |y|2, d.h. (2.3) entspricht

Nl

y'(t) = ly®)>.

Sei y : I — R eine Losung auf dem Intervall I, so ist z(t) := —y(—t) eine
Losung auf dem gespiegelten Intervall, denn

2 () = (—y(=1)) = =/ (=) (=1) = ¥/ (=) = [y(=1)|7 = |2(1)| .

Es geniigt also, positive Losungen zu betrachten - negative Losungen erhélt
man dann durch Substitution. Wir verwenden die Methode der Separation
der Variablen:

[SE

1. Fiir positive Losungen betrachten wir

dy _
dt

1
2

y2.
Separieren wir die Variablen, erhalten wir

d
Y _ ar.
yi

Bilden wir nun die Stammfunktion, so folgt

1
2

2y2 =t+c

Da wir eine positive Losung angenommen hatten, muss weiter t + ¢ > 0
und somit ¢t > —c gelten. Somit ist

(t+c)?
4 b

y(t) == t>—c

eine Losung.
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2. Offenbar ist y(t) = 0 eine Losung

3. Durch Substitution erhalten wir die negative Losung

c—1)?
y(t) == —% t<e

42 t—2)°2
() £ fus

(t+2)?

)
y() =0
_(t+2)?
1
Abb. 2.6. Losungen von y'(t) = 1/|y(t)| zu verschiedenen Konstanten c.

Betrachten wir also das Anfangswertproblem y/(t) = |y(£)|2 mit y(2) = 1, so

sind sowohl
2 >0
y(t) = { N -

0 t<O0
als auch
t2
£ t>0
y(t):=<0 —2<t<0
_42)? t< -2

4

Losungen. Fiir “nur” stetige f ist also das Anfangswertproblem (2.3) nicht
eindeutig.

2.20 Satz. Erfille F die Voraussetzung (S) und sei F' : 2 — R™ lokal
Lipschitz stetig beziiglich Y, d.h. fir alle (to,Yo) € §2 existiert eine Um-
gebung U des Punktes (to,Yy) und eine Konstante L > 0 so, dass fiir alle
(t,2),(t,Y) e U gilt
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IF(L,Y) - F(t,2)| < L|Y - Z].

Dann ist die mazimale Losung aus Satz 2.18 eindeutiq.

Beweis. Sei (to,Yo) € £2 und seien Yy : [} — R", Y5 : I, — R™ maximale
Losungen von (2.3) mit

Yi(to) = Ya(to) = Yo.

Gelte Y7 # Ya, d.h. oBdA existiert ein 7 > to mit Yi(7) # Ya(7r). Wir
definieren die Menge

A={teiNL|t>ty, Yi(t) # Ya(t)}.

Wegen 7 € A folgt A # () und offensichtlich ist A durch #; nach unten
beschriankt. Somit gilt ¢ty < inf A =: t < 7 und fiir alle tg < ¢ < ffolgt
Yi(t) = Ya(t). Aufgrund der Stetigkeit von Y7, Y3 gilt also auch Y; (£) = Ya(2).
Insbesondere folgt (,Y7(t)) € £2. Aufgrund der lokalen Lipschitz Stetigkeit

von F' existiert eine Umgebung U von (¢,Y7(¢)) und ein L > 0 mit

Da U offen ist, existieren r,6 > 0 mit (£ — 28, + 26) x Ba,(Y1(£)) C U. Auf-
grund der Stetigkeit der Y7, Y im Punkt ¢ existieren weiter §; > 0, i = 1,2,
so dass fiir alle t € R mit [t —t| < d; die Abschiitzung |Y;(t) — Yi(t)| < r folgt.
Setzen wir also & := min{dy, 82, 9, -1, so gilt (¢,Y;(t)) € U fiir t € [t,t+ 0]
Nach Lemma 2.7 16sen die Y;, ¢ = 1,2, die Integralgleichungen

Yiit) =Y+ /tF(s,Yi(s)) ds.

to

Verwenden wir Y;(s) = Ya(s) fiir to < s < t, so folgt fiir t € [t, + 0]

|nmnamW[F@meF@%@»“
= [ Pl - P v306) as]
< /;HF(S,Yl(s)) — F(s,Ya(s))l ds

< I [ IMs) = Ya)] ds

<L sup [[Yi(s)—Ya(s)|||t -]

s€[t,t4)
<Ldé sup |Yi(s)—Ya(s)]
s€[,1+3]
1
<5 sw [Yi(s) = Ya(s)ll

sE[E,t+0]
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Bilden wir nun das Supremum iiber alle t € [t~, t+ d], so folgt

sup [|Yi(s) — Ya(s)[| <
SE[L,t+0]

sup [[Y1(s) — Ya(s)|.-
s€[t,t+6]

N | =

Da Y7, Y5 auf dem Intervall [?, t+ d] stetig sind, sind die Suprema endlich
und nach Konstruktion ungleich 0. Somit haben wir einen Widerspruch und
die Aussage ist bewiesen. L]

12.3 Spezialfille fiir Gleichungen 1. Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Funktionen f : 2 C R? — R,
welche die Voraussetzung (S) erfiillen und suchen Losungen des Anfangswert-
problemes

y'(t) = ft,y(t))

y(to) = yo. 3.1)

12.3.1 Ortsunabhiingige rechte Seiten f = f(t)

Falls die rechte Seite f unabhéngig von y ist, so kénnen wir die Losung leicht
berechnen. Sei I ein offenes Intervall mit ¢ty € I. Erfiille f : I x R — R
die Voraussetzung (S) und gelte f(t,y) = f(¢). Wir suchen also nur eine
Stammfunktion von f. Da fiir ¢ € I die Funktion f stetig auf dem Intervall
[to, t] ist, ist sie dort integrierbar und

p(t) == /t f(s) ds, tel

ist wohldefiniert. Mit dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung
folgt

Somit sind die Stammfunktionen von f durch
y(t) == p(t) +c, tel

mit ¢ € R gegeben. Fiir den Anfangswert ergibt sich weiter y(¢p) = ¢. Somit
hat (3.1) fur alle yo € R eine Losung. Wir fassen dies im folgendem Satz
zusamimen.
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3.2 Satz. Sei I ein offenes Intervall, erfille f : I xR — R die Voraussetzung
(S) und gelte f(t,y) = f(t) fir alle (t,y) € I x R. Dann ezistiert fir alle
(to,yo) € I x R eine eindeutige, mazimale Lisung y : I — R von (3.1) mit

y(to) = vo-

Beweis. Wir haben oben gezeigt, dass eine Losung y von (3.1) mit y(to) = yo
auf dem Intervall I existiert. Wegen {2 = I x R ist dies bereits eine maximale
Losung. Da f(t,y) = f(t) Lipschitzytetig beziiglich y ist, folgt mit Satz 2.20
die Eindeutigkeit der Losung und somit die Behauptung. ]

12.3.2 Zeitunabhiingige rechte Seiten f = f(y)

Nun vertauschen wir die Rolle von ¢ und y, wir betrachten also ein Intervall
I = (a,b) und eine Funktion f : R x I — R, welche die Voraussetzung (S)
sowie f(t,y) = f(y) erfiillt. Nehmen wir weiter an, dass f(y) # 0 fiir alle
y € (a,b) gilt. Falls ¢ : (a, 8) — I eine Losung von (3.1) ist, dann folgt

Q)= f(p(t) #0,  te(ap)
bzw.

¢'(t)
fle(®))

Aufgrund unserer Voraussetzungen an f ist % stetig und es existiert somit

=1, t e (o, B).

eine Stammfunktion F' von % auf dem Intervall (o, 8). Es folgt fiir t € (o, )

G0 = Fel0) () = -0k =

dt
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert also ein
c € R mit

Flp(t)=t+c,  t€(ap)

Aufgrund der Stetigkeit von f und
1

f(y)

ist F strikt monoton. Insbesondere existiert die Umkehrfunktion F~'. Somit
erhalten wir als Gleichung fiir ¢

F'(y) #0,  ye(ap)

p(t)=F'(t+c), te(ap).

Wir fassen dieses Ergebnis im folgenden Lemma zusammen.
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3.3 Lemma. Sei I ein offenes Intervall und sei f : R x I — R durch
f(t,y) = f(y) gegeben, wobei die Funktion f : I — R stetig ist und f # 0 auf
I erfillt. Falls ¢ : (o, 8) — I eine Lésung von (3.1) ist, dann existiert ein
c € R so, dass fir alle t € («, B) gilt:

p(t) =F~(t+o),

wobei F' eine Stammfunktion von f ist.
Beweis. Siehe Rechnungen vorher. [

Falls fiir ein § € (a,b) gilt f(§) = 0, ist y(t) := ¢, t € R, eine maximale
Losung von (3.1) im Falle von zeitunabhéingigen rechten Seiten. Es stellt sich
die Frage, ob man in der Situation von Lemma 3.3 immer Loésungen in obiger
Form finden kann.

3.4 Satz. Erfille f die Voraussetzungen von Lemma 3.3. Dann existiert fir
alle (to,y0) € R x I eine eindeutige mazimale Losung y : Jo — R von (3.1)
mit y(to) = yo. Diese Losung ist von der Form

y(t) = F~(t — to), t € Jo,

v
— yel
0= F

wobei F durch

gegeben, ist.

Bemerkung. Das Intervall Jy aus Satz 3.4 ist durch Jy := Bild(F) + to
gegeben.

Beweis von Satz 3.4. Sei I = (a, b). Wir definieren F' : I — R durch

— dw yel
Yo
Aufgrund der Eigenschaften von f ist F' wohldefiniert. Nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung gilt

Fl(y) = #0, yel

1
f)
Wieder mit der Stetigkeit von % folgt die strikte Monotonie von F. Setzen wir

J := Bild(F), so ist J aufgrund der strikten Monotonie ein offenes Intervall
und die Umkehrfunktion =1 : J — T existiert. Wegen F(yo) = 0 folgt 0 € J.
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Verschieben wir das Intervall J um t(, so existieren «, 8 € R mit @ < 8 und
(o, B) = J + to, d.h. es gilt ¢ € (o, 8) genau dann, wenn t — tg € J gilt. Wir
definieren nun

y(t) == F 1t —ty), te(a,pB).

Dann gilt nach dem Satz iiber Ableitungen inverser Funktionen (Analysis I,
Kapitel 6, Satz 1.4) fiir t € («, 8)

1 1
S FE G n)  Fm) )

y'(t) = (F'(t —to)
Wegen 0 € J und somit ¢y € («, 8), sowie F(0) = yo folgt weiter

y(to) = F~'(0) = wo.

Somit ist y eine Losung der gesuchten Form von (3.1) mit y(¢o) = yo auf dem
Intervall («, 8). Nach Satz 2.18 existiert eine maximale Losung ¢ : (@, E) =1
von (3.1) mit to € (&,5) und ¢(ty) = yo. Nach Lemma 3.3 folgt (mit der
spezieller Wahl der Stammfunktion als unser konkretes F') die Existenz eines
c € R mit

o(t)=F Yt+c), te(@fp).

Wegen tg € (a, 8) N (@, 8) folgt insbesondere
F~H(to + ¢) = ¢(to) = yo = y(to) = F~1(0).

Aufgrund der Injektivitédt von F~! folgt 0 = tg + ¢ baw. ¢ = —to. Es gilt
also y = ¢ auf (a, §) N (&, B) und nach Konstruktion der a, 8, d.h. (o, 8) =
Bild(F') + to, bzw. den Eigenschaften einer maximalen Losung folgt o =
a sowie 8 = E Damit ist y eine maximale Losung. Analog zeigt man die

Eindeutigkeit dieser Losung. ]

Beispiele. Wir verwenden nun Satz 3.4, um Losungen von (3.1) zu finden.

a) Wihlen wir f(t,y) = 1+ y? und (to,y0) € R x R. Wir suchen also eine
Loésung von
! 2
y() =14y,
y(to) = vo-
Da arctan die Stammfunktion von (1 + y?)~! ist und Bild(tan) = R gilt,
b

existiert fiir alle yo € R ein ¢ € (—7, §) mit yo = tan(c). Wir berechnen
firyeR
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v
F(y) = /yo 1522 dx = arctan(y) — arctan(yg) = arctan(y) — c.

Wegen Bild(arctan) = (-7, 7) folgt

und F~1 ist auf Bild(F) durch
F~Y(t) = tan(t + ¢)

gegeben. Somit ist die maximale Losung
nach Satz 3.4 auf dem Intervall y(t)

™ ™
J(] = (—§+t0—c,§+t0—c)
Yo +

durch

y(t) = tan(t — to + ¢)

gegeben. Die maximale Losung ist folglich
nur auf einem beschrénkten Zeitintervall
definiert. Obwohl f also auf ganz R? definiert ist, kann hier keine Losung
fiir alle Zeiten t € R gefunden werden.

Wiéhlen wir f(t,y) = 3y3, so gilt f(y) = 0 genau dann, wenn y = 0 gilt.
Somit erfiillt f nicht die Voraussetzungen von Satz 3.4 auf dem Intervall
I = R. Wenden wir fiir (¢g,y0) € R x (0,00) stattdessen Satz 3.4 auf
flio,00) an, so ist F auf (0,00) durch

Yy 1 1 1
F(y)=/ 5 dx =y3 —yg.
yo 33

1
gegeben. Damit ist fir t € (—yg, 00)
1
FH(t) = (t+yg)°

und die (zu f|(,00) : R % (0,00) = R maximale) Losung geméf Satz 3.4
durch

1 1
yt) =t —to+y¢ )37 t € (—yé + to,0)

gegeben. Allerdings ist dies keine maximale Losung des urspriinglichen
Problems, denn

1
0 t < —yd +to,
yo<t>::{ Yo o

1 1
(t—to+yd)? t>-yd +to
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ist eine (maximale) Losung auf R. Betrachten wir analog f|(_oc,0), 50 ist

1 1
yi(t)=(t—ti+y7)?,  te(—o0,—yi +t1)

eine Losung fiir (t1,y1) € R x (—00,0). Welter ist fur alle (to,yo) €
R x (0,00) und (t1,y1) € R X (—00,0) mit yO +to > y1 +t

1
(t—t1 +y)? t< y1+t1
ya2(t) := < 0 —y1+t1<t< y0+t07
1
(t—to+ys)® t> y0+t0

eine Losung auf dem Intervall R. Es gibt folglich zu dem Anfangswert
(to,yo) unendlich viele maximale Losungen.

¢) Das Fischpopulationsmodell aus der Einfiihrung hatte die Form f(y) =
y(b—cy) — H fiir b,¢, H > 0 und kann folglich mit dem Satz 3.4 gelost
werden. Die Losungen haben wir schon dort mit derselben Methode be-
rechnet.

12.3.3 Separierbare rechte Seiten f = h(t)g(y)

Eine weitere Klasse von Gleichungen sind separierbare Differentialgleichun-
gen erster Ordnung. Hierbei besitzt f : JxI — R die Form f(¢,y) = h(t) g(y),
wobei I = (a,b) und J = (¢, d) offene Intervalle sind und die Funktionen g,
h dort stetig sind. Weiter gelte g(y) # 0 fiir alle y € I. Wir kénnen dabei
ghnlich wie in Abschnitt 12.3.2 vorgehen. Falls ¢ : (a,5) C (¢,d) — (a,b)
eine Losung von (3.1) ist, d.h.

gilt, so folgt

———— = h(t), te(a,pB).

Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen g, h auf I bzw. J, sowie g # 0 auf I
existieren Stammfunktionen G von % und H von h. Damit folgt fiir ¢ € («, )

d . n_ P d
5 G@) = G'(e()p (t)—m—h(t)—%

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert eine
Konstante ¢ € R mit

H(t).
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Glp(t) =H(t)+c, te(ap)

SchlieBlich ist G aufgrund der Stetigkeit von g und G’ = % 2 0 strikt monoton
und die Umkehrfunktion G~! existiert. Somit folgt

o) =G Y H() + ¢), t e (a, ).

3.5 Lemma. Seien I,J offene Intervalle und sei f : J x I — R durch
f(t,y) = h(t)g(y) gegeben, wobei die Funktionen g : I — R, g # 0 und
h:J — R stetig sind. Falls ¢ : (o, ) C J — I eine Lisung von (3.1) ist,
dann ezistiert ein ¢ € R so, dass fir alle t € (o, B)

gilt, wobei G eine Stammfunktion von % und H eine Stammfunktion von h
15t.
Beweis. Siehe obige Rechnung. n

3.6 Satz. Erfille f die Voraussetzungen von Lemma 3.5. Dann existiert fiir
alle (to,yo) € J x I eine eindeutige mazimale Losung y : Jo — I von (3.1)
mit y(to) = yo. Diese Ldsung ist von der Form

y(t) = G (H (D),

wobei G(y) = [¥ L du firy eI und H(t) = [}

— Jyo g(=) to

h(s) ds firt € J ist.

Bemerkung. Das Intervall Jy aus Satz 3.6 ist dabei das grofite offene Inter-
vall, welches in H~1(Bild(Q)) liegt und ¢y beinhaltet.

Beweis von Satz 3.6. Sei I = (a,b), J = (¢,d) und (to,y0) € J x I sowie

G(y)::/yg(i)dx, yel

t
H(t) := / h(s) ds, teld
to
Wir definieren K := Bild(G). Es gilt G' = % # 0 auf I und folglich ist
G : I — K strikt monoton sowie K ein offenes Intervall. Insbesondere exis-

tiert die Umkehrfunktion G=! : K — I und wegen G(yo) = 0 folgt 0 € K.
Definieren wir

M:={teJ|H({) e K}=H"(K),
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so ist aufgrund der Stetigkeit von H die Menge M offen. Weiter folgt wegen
H(tyg) =0, dass tg € M gilt. Sei nun («, 8) das groBite offene Intervall, welches
in M liegt und ty beinhaltet. Damit ist

y(t) =G (H(t), te(af)

wohldefiniert und es folgt mit dem Satz iiber die Ableitung einer inversen
Funktion fiir t € (a, §)

y'(t) = (G (H(t)H'(t) =
Weiter gilt

y(to) = G~ (H(to)) = G(0) = yo.

Somit ist y eine Losung von (3.1) mit y(to) = yo auf dem Intervall (o, 5).
Nach Satz 2.18 existiert eine maximale Losung ¢ : (&, ) — I von (3.1) mit
y(to) = yo. Nach Lemma 3.5 existiert ein ¢ € R mit

¢(t):G*1(H(t)+C), te (avg)a

wobei G und H wie oben definiert sind. Insbesondere gilt ¢y € (a, 5) N (e, B)
und somit

G™'(H(to) + ¢) = ¢(to) = yo = y(to) = G~ (H(to)) = G~(0).
Aufgrund der Injektivitit von G~! folgt

0=H(ty)+c=c

und somit ¢ = 0. Damit gilt ¢ =y auf (&, 8) N (a, B). Nach der Definition

des Intervalls (o, 8) und (@, 8) C M folgt (&, 8) C («, 3) und somit @ = &
bzw. § = 8. Wir haben also gezeigt, dass y eine maximale Losung ist. Analog
zeigt man die Eindeutigkeit dieser Losung. [

Falls fiir ein g € I gilt g(g) = 0, ist y(t) := ¢, t € J, eine maximale Lésung
von (3.1) im Falle von separierbaren rechten Seiten.

Beispiel. Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'(t)=2t(1+y?),
y(to) = Yo

mit (to,y0) € R%. Mit der Notation von Satz 3.6 gilt g : R — R :y > 1 + 32
sowie h : R — R : ¢ +— 2¢. Damit folgt
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Yo
G(y) = /yo 5.2 dx = arctan(y) — arctan(yo) =: arctan(y) — co,
¢
H(t) = / 25 ds = t? — t2.
to
Weiter gilt Bild(G) = (=5 —co, 5 —co) mit co € (=3, §). Zu der Bestimmung

von H~1(Bild(G)) benétigen wir nun eine Fallunterscheidung:

1. Fall —tg > —7 — co: Die Urbildmenge ist in diesem Fall durch ein In-

tervall gegeben (vergleiche Abbildung 3.1). Setzen wir v = /5 — ¢ + £,
so gilt H~1(Bild(G)) = (—a, ). Die maximale Losung gem#f Satz 3.6
ist also durch

y(t) = tan(t? — t3 + arctan(yo)) te(—a,a)
gegeben. Offenbar gilt

tl% y(t) = o0 und t{rzlay(t) =00

(vergleiche Abbildung 3.1).

H(t) y(t)
T o L
i 2 0 i t
—a «
i i t
s -0 —Q s o
2 " Ct 2

Abb. 3.1. Die Graphen von H und y mit co = 7 und t2 = 1.5.

2. Fall —tg < —3% — co: Die Urbildmenge besteht aus zwei Intervallen
(vergleiche Abbildung 3.2). Setzen wir

a::”—g—co—&—t?} und 5121/g—00+t3,

so ist H}(Bild(G)) = (=8, —a) U (a, B). Sei oBdA tg € (a, 3), so ist die
maximale Losung geméfl Satz 3.6 durch

y(t) = tan(t* — t3 + arctan(y)) te (a,p)
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gegeben. Offenbar gilt

lim y(t) = oo und lim y(t) = —oco
Jim y (0 lim (1)

(vergleiche Abbildung 3.2).

H{(t) y(t)
5 —¢Co |
t
| | | ‘t @ 5
B _2ae | ¥ 8
—t3

Abb. 3.2. Die Graphen von H und y mit co = —7F und to = v/1.5.

12.3.4 Lineare Gleichungen

Wir betrachten rechte Seiten der Form f(t,y) = h(t)y + p(t), wobei die
Funktionen p, h : I = (a,b) — R stetig sind und somit f : I xR — R die Vor-
aussetzung (S) erfiillt. Dabei unterscheiden wir zwei Typen von Gleichungen:

Gilt
i) p(t) =0, so nennen wir (3.1) eine homogene Gleichung,

ii) p(t) # 0, so nennen wir (3.1) eine inhomogene Gleichung.

Der Name lineare Gleichung entspringt dabei folgende Anschauung: Schrei-
ben wir (3.1) zu

um, so erhalten wir Losungen dieser Gleichung, wenn wir das Urbild der
rechten Seite p € C°(I) besiiglich des Operators

L:CYI)=C'I):y—1vy —hy,

d.h. L(y)(t) :=y'(t) — h(t)y(t), t € I, y € C*(I), suchen. Der Operator L ist
linear, es gilt also

Llay+pBz)=aLly)+BL(z) a,BER, yz€C ()
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Suchen wir nun eine Losung der homogenen Gleichung, so ist dies ein Spezial-
fall der separierbaren Differentialgleichungen. Mit der Notation aus Abschnitt
12.3.3 gilt “h(t) = h(t)” sowie g(y) = v, allerdings kénnen wir aufgrund von
g(0) = 0 den Satz 3.6 nicht anwenden. Wir argumentieren dennoch dhnlich,
um einen Kandidaten fiir die Losung zu erhalten. Eine Stammfunktion von g
ist auf R\ {0} durch G(y) := In|y| gegeben und es folgt G~1(t) = e. Weiter
sei H eine Stammfunktion von h. Fiir y # 0 kénnen wir (3.1) wieder zu

@:hdt
Y

umschreiben. Bilden wir die Stammfunktionen auf beiden Seiten, so existiert
ein ¢ € R mit

In|y(t)| = H(E) +c
bzw.
[y(6)] = e,
Wir kénnen wir den Betrag vernachléssigen, falls wir e¢ durch eine Konstante

¢ € R\ {0} ersetzen. Wir suchen also eine Losung der Form

y(t) =cefl®,

Daher definieren wir zu einen Anfangswert (¢, yo) € I x(R\{0}) die Funktion

y(t) = yo eﬁ(t), tel

mit der speziellen Stammfunktion

H(t) := /tt h(s)ds, tel

von h. Da y auf ganz I definiert ist, sieht man sofort, dass die Funktion
y : I — R eine maximale Losung von (3.1) mit y(to) = yo und y # 0 ist. Fiir
den Anfangswert (f9,0) € I x {0} ist offensichtlich die Funktion

y: I =R, y(t):=0

maximale Losung von (3.1) mit y(t9) = 0 = yo. Tatsichlich wird dieser Fall
ebenfalls von obiger Formel abgedeckt. Schliellich bemerken wir, dass die
Funktion g Lipschitz-Stetig in y ist und nach Satz 2.20 die gefundenen Losun-
gen eindeutig sind. Bevor wir uns den inhomogenen Gleichungen zuwenden
betrachten wir folgendes Lemma.

3.7 Lemma. Seil = (a,b) und fir f : xR — R gelte f(t,y) = h(t) y+p(t),
wobei p und h auf I stetig sind. Seien y1,y2 Losungen der inhomogenen
Gleichung (3.1) und seiyg eine Lisung der homogenen Gleichung (3.1). Dann
gilt:
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i) y1 — y2 ist eine Ldosung der homogenen Gleichung.

1) y1 + yo ist eine Losung der inhomogenen Gleichung.
Beweis. Dies folgt durch triviales Einsetzen. ]

Anders formuliert bedeutet dies

Losung inhomogene Gleichung = Losung homogene Gleichung

+ Losung inhomogene Gleichung,

man kann also eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung suchen und
dazu alle Losungen der homogenen Gleichung addieren.

Um die inhomogene Gleichung zu l6sen, verwenden wir folgende, auf La-
grange zuriickzufithrende Idee der ” Variation der Konstanten”: Wir benutzen
die Formel fiir die homogene Gleichung, wobei wir die Konstante ¢ durch eine
Funktion c¢(t) ersetzen. Wir betrachten also folgenden Ansatz

y(t) = c(t) 1,
Damit gilt
y'(t) = () e 4 ¢c(t) eT® h(t).
Um die Gleichung (3.1) zu erfiillen, muss also
p(t) +h(t)y =y (t) = () "V + (1) T h(t)

gelten. Wir miissen also ¢/(t) = p(t)e 7 wihlen, d.h. wir wihlen c als
Stammfunktion von p(t) e~ (). Dies fassen wir in folgendem Satz zusammen.

3.8 Satz. Sei I = (a,b) und fiir f: I xR — R gelte f(t,y) = h(t)y + p(t),
wobei p und h auf I stetig sind. Dann existiert fiir alle (to,yo) € I X R eine
eindeutige mazimale Lisung y : I — R wvon (3.1) mit y(to) = yo. Diese
Lésung ist von der Form

t
y(t) = e (yo +/ p(s) e ) ds),

to

wobei H : I — R durch

gegeben ist.



310 12 Gewohnliche Differentialgleichungen
Beweis. Es gilt
y(to) = e (yo +0) = €* yo = yo.

Zusammen mit den obigen Rechnungen ist y : I — R folglich eine maximale
Losung von (3.1). Seien weiter y1,y2 Losungen von (3.1) mit y;(to) = vo,
1 = 1,2, so ist yg := y1 — y2 eine Losung der homogenen Gleichung mit
yo(to) = 0. Wir hatten bereits gesehen, dass yo(t) = 0 die eindeutige Losung
der homogenen Gleichung mit yo(tg) = 0 ist. Damit folgt y; = y2 und die
Losung y ist eindeutig. [
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13.1 Grundlagen

Wir betrachten Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung der Form
Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t) (1.1)

mit A(t) € R™ " B(t) € R" sowie Y (t) € R™ auf einem Intervall I = (a,b).
Definieren wir F' : I x R" — R"™ durch F(t,Y) := A(t)Y + B(t), so ist
dies ein Spezialfall der Gleichung (2.3) aus Kapitel 12. Fordern wir also die
Stetigkeit der Funktionen A : I — R"*™ und B : I — R", so erfiillt F'
die Voraussetzung (S) auf I x R™ und ist insbesondere lokal Lipschitz stetig
beziiglich Y. Nach Satz 2.20 aus Kapitel 12 existiert also fiir alle ¢ty € I und
Yy € R™ genau eine maximale Losung von (1.1) mit Y (¢9) = Y. Wir wollen
nun zeigen, dass diese Losung auf ganz I definiert ist.

1.2 Lemma (Gronwall). Sei J ein Intervall, ty € J und o, € [0,00).
Ferner sei x : J — [0,00) stetig und erfiille

x(t)Soz—l—ﬁ‘/tx(s)ds‘ tedJ
to

Dann gilt

z(t) < el lt=tol telJ

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall ¢t > ¢ fiir ¢ € J. Dazu definieren
wir

h(s) := B el (to=s) /Sx(T) dr s € [to,t].
to

Dann gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

L Wir lassen hier a = —oco sowie b = co zu.
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S
W(s)=pelto=)(—1)3 | z(r)dr+ pel to=3)g(s)
to

= —Bh(s) + B’ 07)a(s)

< —Bh(s)+ ape’ (to—s) 4 BBe’ (to—s) /S x(7) dr ’
to

— Bh(s) +aBeP @) 4 Bh(s)

_ i _ B (to—s)

= ds( aellt )

Integrieren wir nun iiber das Intervall [to, ¢] so folgt

/t W (s) ds = h(t) — h(to) = h(t) = 3 0= / o(r) dr

to

bzw.

t
/ i( —aeé? (t"*s)) ds = —ael o=t 4 qef(to—to) — o _ g ef (o=t
ds
to

Damit folgt mit der Monotonie des Integrals

t
Beﬁ (to—t) / z(r)dr <a-— aef (to—t)

to

und somit

t
B[ x(r)dr <aett) _q.
to

Verwenden wir noch die Voraussetzung, so haben wir

t
z(t) <a+p | z(r)dr <aelltto)
to

gezeigt. Analog folgt der Fall ¢ < tg fiir ¢t € J. [

1.3 Satz. Seien A, B stetige Funktionen auf dem Intervall I = (a,b). Dann
ist jede mazimale Losung von (1.1) auf ganz (a,b) definiert.

Beweis. SeiY : (a, 8) — R™ eine maximale Losung von (1.1) mit Y (¢9) = Yo
fiir ein ¢ty € (o, ) und ein Yy € R™. Da Y eine maximale Losung ist kann
lim; 3 Y () nicht existieren. Anderenfalls gibe es nach Lemma 2.14 aus Ka-
pitel 12 eine Fortsetzung von Y iiber 8 hinaus. Dies ist aber nach Folgerung
2.19 aus Kapitel 12 ein Widerspruch zur Maximalitéit der Losung. Gelte nun
(a, B) € (a,b), wobei wir oBdA 8 < b und somit insbesondere § < oo anneh-
men koénnen. Zu n € N definieren wir
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Ky :={(tY)eR"" | tety,B], |V <n}.

Offenbar ist K, eine kompakte Teilmenge von (a, b) x R™. Nach der Definition
der maximalen Losung (siehe Satz 2.18 aus Kapitel 12) ist

Gt ={(t,Z) e graph(Y) [t > to}

keine kompakte Teilmenge von 2 = (a,b) x R™. Es gilt also G ¢ K,,. Da
lim; »g Y (¢) nicht existiert, muss 7,, € [to,3) existieren mit ||Y (7,)|| = n.
Somit existiert der Grenzwert

i [[Y ()| = oo

Dies wollen wir zum Widerspruch fithren. Dafiir definieren wir

n(t) = HY(t)H, le (a76>7
6:: max A.t nxn,
te[toﬁ]ll )=
= max ||B(t)||r~.
te[to’mﬂ (®)]lr

Aufgrund der Stetigkeit von Y, A und B ist n stetig sowie J,y wohldefiniert
und endlich. Da Y Lésung von (1.1) ist, 16st Y nach Lemma 2.7 aus Kapitel 12
die Integralgleichung

Y(t) =Y (o) +/ A(s)Y(s)+ B(s) ds, t € [to, B).

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Monotonie des Integrals
folgt

V@I < 1Y (o)l +/t [AGITY () + 1B(s)l ds,  t € [to, 5)

und somit

n(t) < [IY(to)ll + (B—to)y+0 [ n(s)ds,  tE€to,B).

to
Wenden wir nun das Gronwallsche Lemma mit z(t) = n(t), 8 = ¢ und
a = |Y(to)|| + (B — to)y an, so folgt
Y@ =) < (I (o)l + (8~ to)y) ™5l t e [to. ).

Dabei ist die rechte Seite stetig auf dem Intervall [tg, 5] und somit gleichmiflig
beschrénkt, ein Widerspruch zu lim, . [|Y(7,)]] = oo. Die Annahme
(a, B8) € (a,b) war somit falsch und die maximale Losung ist folglich auf dem
ganzen Intervall (a,b) definiert. ]
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1.4 Definition. Das System (1.1) heiffit homogen, falls B(t) = 0 gilt. Das
homogene System (1.1) reduziert sich also zu

Y'(t) = A(t) Y (t). (1.5)

Ist B(t) # 0, so heifit das System inhomogen.

Wir wenden uns zunéchst den homogenen Systemen zu.

13.2 Homogene Systeme

Die (maximalen) Losungen des homogenen Systems (1.5) bilden einen Vek-
torraum. In der Tat, seien Y7, Y5 Losungen von (1.5), so folgt fiir « € R

L vi(t) + Yalt) = Y{(0) + Vi)

dt
=A(t) Ya(t) + A(t) Ya(?)
= A(t) (N (t) + Ya(t))

L (a¥i(0) = a¥{(1) = a Al) Yil1) = A() (aVi(1).

Dieser Vektorraum ist ein Teilraum von C*([).

2.1 Lemma. Sei I = (a,b) und A : I — R™ " eine stetige Funktion. Dann
hat der Vektorraum der mazimalen Lisungen des homogenen Systems (1.5)
die Dimension n.

Beweis. Sei I = (a,b) und tg € I fest und sei F;, i = 1,...,n die Standard-
basis von R™. Dann gilt:

1. Es existieren n linear unabhéngige Losungen:
Seien Z; : [ — R™*" die maximalen Losungen von

Zi(t) = A(t) Zi(t)
Zi(to) = E;

firi = 1,...,n. Dann sind die Z; als Funktionen auf I linear unabhéngig,
da diese in ty linear unabhéngige Vektoren sind.
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2. Die Z;,i=1,...,n bilden eine Basis:
Sei Y eine Losung des homogenen Systems mit

Y (to) = (y1(t0), - - - Yn(to))-

Dann ist
Z(t) =Y wilte) Zi(t) tel
i=1
Losung des homogenen Systems und es gilt

Z(to) = Y uilto) Es = Y (to).

i=1
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung mit Anfangswert (tg, Y (¢o)) folgt

Y = 7. Die Z;,i=1,...,n bilden also eine Basis. ]

2.2 Definition. Sei I = (a,b) und A : I — R™ " eine stetige Funktion.
Jede Basis des Losungsraumes des homogenen Systemes (1.5) nennen wir
Fundamentalsystem von (1.5). Sei YW, i=1,...,n ein Fundamentalsystem
von (1.5), dann heift die Matrix

Yl(l) .. Yl(n)
Y= (YW, ,y™) = ;
vy

Fundamentalmatrix von (1.5).

Bemerkungen. 1. Sei Y = (Y} ;) =1

(1.5). Setzen wir Y’ := (Y}

,,,,, »n eine Fundamentalmatrix von
)i j=1,...n, so folgt Y = AY.

2. Sei tg € I und Y eine Fundamentalmatrix von (1.5). Gilt Y (t9) = E,
wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet, so ist die Losung von

Y =AY, Y()=Y,

durch Y (t) := Y (¢) Yy gegeben (vergleiche Beweis von Lemma 2.1).

3. Sei tgp € I und Y eine Fundamentalmatrix von (1.5). Fiir alle ¢, ist die
Matrix Y (o) invertierbar. Anderenfalls giibe es eine nichttriviale Line-
arkombination der Spaltenvektoren Y@ (to), d.h. 20 A YD (¢y) = 0.
Dann wiirde Y () := >°1; A YD (¢) das System Y/ = AY mit Y (t5) =0
losen. Da die Losungen von (1.5) eindeutig sind, folgt Y'(¢) = 0, was ein
Widerspruch zur Definition des Fundamentalsystems wire. Definieren wir
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Z(t) = Y (1) Y (1),
so gilt
Z =YY U t)) =AYY (t,) = AZ

Insbesondere gilt Z(tp) = E. Damit ist Z wieder eine Fundamentalmatrix
von (1.5). Die Losung von

Y' =AY, Y (to) = Yo

ist also durch

gegeben.

4. Im Allgemeinen existiert keine Methode die Fundamentalmatrix zu be-
stimmen, falls n > 1 gilt und A(t) nicht konstant ist.

2.3 Definition. Sei I = (a,b) und A : I — R™*" eine stetige Funktion. Sei
Y eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems (1.5). Wir nennen

W(t):=detY(t), tel

die Wronski-Determinante.

2.4 Satz. Sei I = (a,b), to € I und A : I — R"™ " eine stetige Funktion.
Sei Y eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems (1.5). Dann gilt fiir
die zugehorige Wronski-Determinante

W(t) = Wi(t) el "AG o5 e
wobei fir A = (a;j)ij=1...n die Spur der Matriz durch tr A = >0 a;
definiert ist.

Beweis. Es gilt tr A € R sowie W = detY € R, wir betrachten also eine
skalare Gleichung. Nach der Theorie der linearen Gleichungen (siehe Satz 3.8
aus Kapitel 12) gilt die gewiinschte Formel (als Losungsformel von (3.1) aus
Kapitel 12 mit Anfangswert W (tg)) genau dann, wenn

W'(t) =tr A(t) W(t), tel

gilt. Wir benétigen also eine Formel fiir die Ableitung der Determinante. Es
gllt fur B = (Bl, ceey Bn) = (bij)i,j:L...,n

detB = Z sgn(o) bla(l) e bno’(n)v
g€Sy,
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wobei S,, die symmetrische Gruppe vom Grad n ist und das Signum der

Permutation o durch sgn(o) := det(Ey(1), ..., Eqn)) € {—1,1} gegeben ist.
Somit gilt

(det B)' Zngn J010(1) v+ Digiy e+ o (n)

i=1 o0c€S,

n
= det(By,...,B],..., By).
=1

Waihlen wir nun ein beliebiges ¢; € I, so kénnen wir wie in den obigen
Bemerkungen eine Fundamentalmatrix Z(t) = (Z1(t),..., Z,(t)) des homo-
genen Systems (1.5) mit Z(¢;) = E, also Z;(t1) = E; konstruieren. Wie wir
gesehen hatten gilt Z/(t1) = A(t1) Z;(t1) = A(t1) F; sowie
Y(t) =Z()Y(t1), tel

Fiir die Wronski-Determinante folgt

W(t) =detY(t) =det Z(t) det Y(¢1) = det Z(t) W(ty1), tel
und somit

W'(t) = (det Z(t)) W(t), tel.

Mit der Formel fiir die Ableitung der Determinante erhalten wir

(det Z(t1)) Zdet Zy(t1), .. ZU(t), - . Zn(t1))

—Zdet Ei,...,A(t\)E;, ..., E,)

Es gilt folglich
W’(tl) =tr A(tl) W(tl).
Da t; € I beliebig war, folgt also mit Satz 3.8 die Behauptung. [

2.5 Folgerung. Die Wronski-Determinante einer Fundamentalmatriz ist
tberall ungleich Null.
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13.3 Inhomogene Systeme

Man sieht leicht, dass eine analoge Version von Lemma 3.7 aus Kapitel 12
auch fiir Systeme von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung gilt: Falls
Y1, Y5 Losungen des inhomogenen Systemes sind, so ist Y7 — Y5 eine Losung
des homogenen Systemes. Falls weiter Y; eine Losung des homogenen Sys-
temes ist, so ist Yy + Y7 eine Losung des inhomogenen Systemes. Anders
ausgedriickt:

Losungen des inhomogenen Systems
= spezielle Losung des inhomogenen Systems

+ Losungen des homogenen Systems.

Wir kénnen also wie im Fall n = 1 die Methode der Variation der Konstanten
verwenden. Ersetzen wir die Konstante Yy mit C(¢) in der Losungsformel,
betrachten wir also

Z(t) =Y ()Y~ (to) C(1),

so kommen wir auf die Losungsformel im folgenden Satz.

3.1 Satz. Sei I = (a,b) und A : I — R"™ "™ B: I — R" stetige Funktionen.
Sei Y eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems (1.5). Dann gibt es
fiir alle (to,Yo) € I x R™ eine eindeutige maximale Losung von (1.1) mit
Y (tg) = Yo. Diese Lisung hat die Form

Y(t) = Y)Y (to) Yo + Y(2) /tYl(s) B(s)ds, tel.

Beweis. Die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung wurde schon be-
wiesen (vergleiche die Einleitung des Kapitels bzw. Satz 2.20 aus Kapitel 12).
Ist Y wie im Satz definiert, so gilt

Y(to) = Y(to) Y_l(to) Yo + Y(to) /to Y_l(S) B(S) ds = Yj.

Weiter ist aufgrund der Eigenschaften der Fundamentalmatrix die Funkti-
on Y(t) = Y(t) Y 1(to) Yo eine Losung des homogenen Systems (1.5) mit
Y (t9) = Yo. Wir miissen also nur zeigen, dass

Z(t) :==Y(t) tY_l(s)B(s) ds, tel

to

eine Losung des inhomogenen Systems (1.1) ist. Dazu berechnen wir
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Z'(t) =Y'(t) tY’l(s) B(s) ds +Y(t)Y'(t) B(t)
=At)Y(t) tY_l(s) B(s) ds + B(t)

= A(t) Z(t) + B(t).

Damit ist Z eine spezielle Losung von (1.1) mit Z(¢p) = 0 und folglich Y die
maximale Losung von (1.1) mit Y (¢o) = Y. L]

13.4 Systeme mit konstantem A

Wir betrachten Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung der Form
Y'(t) =AY (t) (4.1)
mit konstanter Matrix A € R™*". Betrachten wir die lineare Abbildung
A:R" >R": Y — AY,
so gilt
A =M (A),

wobei ME(A) die Darstellungsmatrix von A beziiglich der Standardbasis
ist. Dabei ist fiir zwei Basen B = {By,...,B,}, C = {C1,...,Cy,} mit
B;, C; € R™, i=1,...,n, die Matrix MZ(A) durch die Koordinatenspalten-
vektoren beziiglich C, die sich aus den Bildern A(By),...,A(B,) der Basis
B ergeben, gegeben. Beziiglich der Basis B hat die Abbildung A also eine
andere Darstellungsmatrix M3 (A). Wir suchen nun eine solche Basis, so dass
MZE(A) méglichst einfach ist. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass

M (A) = M (id) ME (A) ME(id)

gilt. Weiter ist die Matrix MZ(id) =: B invertierbar und es gilt ME(id) =
(M2 (id))~!. Es folgt also

ME(4A)=B'AB=:D.
Setzen wir
Z(t):=B7lY(t) und somit Y (t) =BZ(t),
so folgt aus (4.1) die Gleichung

Z't)=B7'Y'(t) =B 'AY(t) =B 'ABZ(t) = D Z(1). (4.2)
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13.4.1 Symmetrische Matrizen A

Betrachten wir nun den speziellen Fall, dass A symmetrisch ist. Dann exis-
tiert, wie in der Linearen Algebra gezeigt wurde, eine Matrix B, so dass
D = diag(Ay, ..., Ay) gilt. Die Gleichung

Z'(t) = diag( M1, ..., A\n) Z(2)
lésst sich also als System

21 (t) = A 21(2),

20 (1) = Ay 20 (1)

n

von n linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung schreiben. Diese haben
nach Satz 3.8 aus Kapitel 12 die Losungen z;(t) = ¢;e*t, i = 1,...,n. Mit
der Wahl von Z(t) := (21(t),...,2,(t)) haben wir somit eine Losung der
Gleichung (4.2) gefunden. Mit der Notation Z;(t) := e !'E; ist

e)‘lt 0 O
0 e)xgt .
Z(t) = (Zi(1), ... Za(t)) = | |, teR  (43)
. t. '.. O
0 0 eMt?

eine Fundamentalmatrix von Z’ = D Z. Um zuriick zur Gleichung (4.1) zu
kommen, setzen wir mit der Notation B = (By, ..., By)

Y=BZ=(BZ,...,.BZ,) = (BieM,... B, e*?").

Offenbar ist Y eine Fundamentalmatrix von (4.1) und wir koénnen die
Losungsformel aus Satz 3.1 fiir inhomogene Systeme anwenden.

13.4.2 Matrizen A mit nur reellen Eigenwerten

Betrachten wir nun den allgemeineren Fall einer Matrix A, welche nur reelle
Eigenwerte besitzt. In diesem Fall liefert die Lineare Algebra die Existenz
einer Matrix B, so dass

D VRN | R 0
J o -0
) 1 N\
D= (.)JZ , wobei Ji=1o
S0 oL
0--- 0J, N
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fir i = 1,...,m gilt. Dabei wird J; € R*** Jordan Block der Ordnung k
genannt. Insbesondere sind mehrfache Eigenwerte, also A; = A; fir ¢ # j
moglich. Analog zum Fall der symmetrischen Matrizen reicht es, sich die
einzelnen Jordan Blocke anzusehen: Fiir einen Jordan Block miissen wir also
die Gleichungen

() = 21 (t) + Az (2)
16sen. Wir hatten schon gesehen, dass 21 (t) = ¢; e} ®) eine Losung der ersten
Gleichung ist. Fiir die zweite Gleichung verwenden wir wieder die Methode
der Variation der Konstanten: Betrachten wir

so folgt
2t) = () e 4+ Ae(t) et = (1) eM + N z(t).

Wihlen wir also ¢/(t) = ¢; bzw. ¢(t) = c1t + co, 50 ist z3(t) = (c1 t + o) eM
eine Losung der zweiten Gleichung. Analog erhalten wir, dass

z1(t) = 1 e’\t,

za(t) = (c1t + ¢2) M,

tk—l
zi(t) = <01 ] —l—...—i—ck) et

eine Losung des obigen Gleichungssystemes ist. Eine (Teil-) Fundamentalma-
trix von Z’ = D Z beziiglich dieses Jordan Blocks J; ist also durch

erit 0 e 0
. . telit elit o
(/tf:l)!eAit (/ik;;zQ)!eAit et

gegeben. Setzt man nun die Jordan Blécke zusammen, so ist
VA 0
Z:(Zla"'vzn): .
0 Z,,
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eine Fundamentalmatrix von Z’ = D Z. Beispielsweise erhalten wir aus der
unten gegebenen Matrix D die Fundamentalmatrix Z

Die Riicktransformation
Y=BZ

ist im Allgemeinen schwer aufzuschreiben, kann aber in jedem konkreten Fall
ausgefiithrt werden.

Beispiele. (a) Sei die Matrix A durch

=(45)

gegeben. Wir miissen zunéchst die Matrix A in Jordan Normalform brin-
gen. Dazu berechnen wir das charakteristische Polynom

1-Xx 4

det(A)\E)‘ e

‘ =—(1-N@B+N)+4=\+1)?
und erhalten A = —1 als doppelten Eigenwert von A. Um eine Basis des
Eigenraumes E(—1) = Ker(A + E) zu bestimmen, betrachten wir

(55)(0)-6)

Dieses System wird z.B. von u = —2 sowie v = 1 erfiillt und wir erhalten
den Eigenvektor V; = (—2,1)T, der eine Basis von E(—1) ist. Insbe-
sondere ist dim E(—1) = 1. Zur Bestimmung der Nilpotenzordnung des
Eigenwertes A = —1 betrachten wir

(A+E) = (21 42) (21 42) - (8 8)‘

Die Nilpotenzordnung ist also gleich 2 und der verallgemeinerte Eigen-
raum F(—1) = Ker(A + E)?. Dieser enthélt den Eigenraum E(—1). Eine
Basis von F'(—1) ist z.B. durch (Va, V1) mit V5 = E; gegeben. Beziiglich
dieser Basis muss die Darstellungsmatrix von F'(—1) allerdings nicht die
Gestalt eines Jordan Blockes haben. Um dies sicherzustellen modifizieren
wir den Basisvektor V7 wie folgt:

mwemi- (44 ()-(2)
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Somit ist (Va, Vi) eine Basis von F(—1) beziiglich derer die Darstellungs-
matrix von F(—1) die Gestalt eines Jordan Blockes hat. Wir erhalten

somit die Basiswechselmatrix B und die Darstellungsmatrix D von A
beziiglich dieser Basis als

s-(3%)  o-(7Y)

Die Fundamentalmatrix von Z’ = D Z ist also durch

Z(t) = ( tee__tt e&)

gegeben. Die Riicktransformation ergibt

1 2 et 0 e P4 2tet 2et
Y(t)=BZ(t) = (O —1) (tet et> - ( —tet —et>

als Fundamentalmatrix von Y/ = AY. Um die Losungsformel mit tg = 0
anwenden zu kénnen, miissen wir noch Y (0)~! berechnen. Offenbar gilt

Y(0) = (é _21) —Y(0)".

Damit ist fiir alle Yy € R?

Losung von (4.1) mit Y (0) = Y.
Sei die Matrix A durch
-1 -3

A= 4
0

S =N

-1
gegeben. Wir berechnen wieder das charakteristische Polynom

2-x -1 -3
det(A—XE)=| 1 4-X 4

0 0 —1-—2)\
2- A 1’

:(_1_”‘ 14—

e R CERCEPYERY
=—(1+N)(\-3)?
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und erhalten A\; = —1 als einfachen Eigenwert sowie Ay = 3 als doppelten
Eigenwert. Zur Bestimmung des Eigenraumes E(3) und des verallgemei-
nerten Eigenraumes F'(3) betrachten wir

—1-1-3 00 11
(A-3E)=|1 1 4|, (A-3E)’={00-15],
0 0 —4 00 16
sowie
00 —44
(A-3E)’= {00 60
00 —64

Die Nilpotenzordnung ist also 2. Weiterhin gilt: F(3) = Ker(A — 3E),
F(3) = Ker(A — 3E)? sowie dim E(3) = 1,dim F(3) = 2. Eine Basis von
E(3) ist z.B. durch

1
Vi=1-1
0
gegeben. Diese ergénzen wir durch
1
Voi=11
0

zu einer Basis von F(3). Um sicherzustellen, dass die Darstellungsmatrix
ein Jordan Block ist, modifizieren wir V; wie folgt:

B -1-1-3\ /1 -2
Vi=(A=3E)Vo=|(1 1 4 1= 2
0 0 -4/ \0 0

Weiter bendtigen wir eine Basis von E(—1). Mit
1

3-1-3
A-(-DE=(15 4
00 0
sieht man leicht, dass
11
Vs=1-15
16

cine Basis von Ker(A + E) = E(—1) ist. Beziiglich der Basis (Vs, Va, V1)
ist nun die Darstellungsmatrix D von A sowie die Basiswechselmatrix B
durch
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11 1 -2 —-100
B=|-151 2 D=1| 030
16 0 0 013

gegeben. Damit erhalten wir die Fundamentalmatrix von Z’ = D Z als

et 0 0
Zit)=| 0 et 0
0 tedt et
Die Riicktransformation ergibt
11 1-2\ [et 0 0 1let (e3t —2tedt) —2¢3¢
Yt)=|-151 2 0 €3t 0 | =|—-15¢ef (e3t +2te3t) 2€3¢
16 0 0 0 tedt 3t 16 €t 0 0

Fiir eine Losung von (4.1) kénnen wir also wieder die Losungsformel
anwenden.

13.4.3 Matrizen A mit komplexen Eigenwerten

Falls A = a + ib ein (komplexer) Eigenwert der (reellen) Matrix A ist, so ist
auch A\ = a—ib ein Eigenwert der Matrix A. Falls die Dimension des Systems
n < 3 ist, kann es folglich hochstens die einfachen komplexen Eigenwerte
A =a+ibund A = a — ib geben. Wir werden im weiteren nur den speziellen
Fall n = 2 betrachten. Gehen wir nun wie im Fall symmetrischer Matrizen
vor (und erlauben dabei komplexe Koeffizienten), so transformieren wir die
Matrix A mithilfe der komplexen Matrix B2 in die komplexe Jordanmatrix

()

und erhalten die komplexe Fundamentalmatrix

20)= (%, 5)

von Z' = A Z. Wir suchen nun eine reelle Darstellung dieser Fundamental-
matrix bzw. der Fundamentalmatrix des urspriinglichen Systems Y’ = AY.
Sei dafiir V € C? ein (komplexer) Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
d.h. AV = AV. Fiir den (komponentenweise) komplex konjugierten Vektor
V gilt die Gleichung AV = AV. Somit ist T ein Eigenvektor von A zum Ei-
genwert \. Wir betrachten nun die Darstellung des komplexen Eigenvektors

2 Die Matrix B besteht aus den Spaltenvektoren V und V, wobei V ein komplexer
Eigenvektor von A ist.



326 13 Systeme linearer Differentialgleichungen

und Eigenwertes V = U 4+ iW mit U,W € R%2 und A\ = a + ib fiir b > 0.
Damit zerlegen wir die Gleichung AV = AV in den Imaginér- und Realteil:

AU =aU — bW,
AW =aW +bU.

Dies kénnen wir auch als Matrixmultiplikation schreiben:
Auw)y=ww)(%?
—ba

Da V und V linear unabhiingig sind, folgt auch die lineare Unabhiingigkeit
von U und W. Somit ist B := (U W) reguldr und es gilt

—1 a b A
B AB = (—b a) = A. (4.5)
Die Matrix B transformiert also A in die reelle Normalform A. Wir kénn-
ten jetzt direkt die Fundamentalmatrix des Systems Z’ = A Z ausrechnen.
Aufgrund folgender Uberlegung kann man diese aber direkt aus der kom-
plexen Fundamentalmatrix des Systems Z’ = A Z ablesen. Wenn man das
Transformationsverhalten der Matrix A beachtet, d.h.

a+1 b 0 X Transformation Transformation 3 a b
) =A A A= ,
0 a—1ib mit B mit B —ba

und vermutet, dass sich dieses Transformationsverhalten auf die Fundamen-
talmatrix Y (¢) des Systems Y/ = AY iibertrigt, so erwarten wir

at (bt) 4 i sin(bt) 0 _
e (Cos 0 S cos(bt) —1 Sin(bt)) =Z(t)

Transformation Transformation

Fundamentalmatrix Y (¢)
mit B mit B

_ at [ cos(bt) sin(bt)
Z(t) = (—shﬂbﬂc@dbﬂ)'

Durch Nachrechnen kann man leicht iiberpriifen, dass

~ at [ cos(bt) sin(bt)
Z(t) =e (— sin(bt) cos(bt))

in der Tat die reelle Fundamentalmatrix von Z’ = A Z ist. Um zum urspriing-
lichen Problem zuriickzukommen, beachten wir die Identitit B-'AB = A.
Setzten wir also

Y(t):=BZ(t), tel,
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so ist Y eine reelle Fundamentalmatriz des Systems Y’ = A'Y. Da die Matrix
B = (U, W) aus dem Realteil sowie Imaginirteil des Eigenvektors V aufge-
baut ist, haben wir also eine reelle Darstellung einer Fundamentalmatrix von
Y’ = AY gefunden.

Beispiel. Sei die Matrix A durch

A= (43)

gegeben. Fiir das charakteristische Polynom berechnen wir

-1 3-)
=(1-NB-XN)+2=X—4)1+5.

det(A — \E) = det (1_A 2 )

Die Eigenwerte sind also durch A; o = (2 + /4 —5 =)2 £ i gegeben. Wir
setzen A := 2+ 4 und A = 2 — 4. Wir suchen nun Eigenvektoren zu diesen
Eigenwerten. Dazu betrachten wir (A — AE)V = 0:

()= (2 ) () -5 2) ()

Diese Gleichung wird offenbar von V' = (1 iz

2 0 . 20
U= (1) , W = (1> und somit B = (1 1> .

Die Fundamentalmatrix von Z' = A Z

Z(t) = 2! ( cos(t) sin<t>>

— sin(t) cos(t)

> erfiillt. Es folgt

transformiert sich also zur Fundamentalmatrix

B Y 2 cos(t) 2 sin(t)
Y(t) =BZ(t) =€ (cos(t) — sin(t) cos(t) + sin(ﬂ)

von Y’ = AY. Fiir den Anfangswert zum Zeitpunkt ¢y = 0 bendtigen wir
eine Fundamentalmatrix Y (¢) mit Y(0) = E. Dazu bestimmen wir Y (0)~!:

Y(0) = G (1)) und somit Y (0)"! = (% ?) :

Damit erhalten wir als gewiinschte Fundamentalmatrix

Y(t)=Y(t)Y(0) ! = (C°S(f)smf§§1 g cos(Qt)Si—IFl(sti)n(t)) '
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13.4.4 Reelle Systeme fiir n = 2

Sei A € R™ ™ mit det A # 0. Fiir die Jordan’sche Normalform gibt es fol-
gende Moglichkeiten:

1. (3 2) mit A\, € R, A, # 0 (A = p moglich)
A0 :
2. (1 /\) mit A € R\ {0}

3. (“ b) mit \€ C, \=a-+ib
—ba

Wir hatten bereits gesehen, dass fiir alle t € R und alle Anfangswerte Yy € R?
maximale Losungen existieren. Es stellt sich nun die Frage nach dem asymp-
totischen Verhalten der Loésungen fiir ¢ — oo. Wir werden dabei die Félle
1. - 3. einzeln betrachten.

Zu Fall 1: Die Losung der auf eine Basis von Eigenvektoren transformierten

Gleichung (4.1) ist durch
() =(aa) o)

gegeben. Um uns einen besseren Uberblick iiber das qualitative Losungsver-
halten zu verschaffen, betrachten wir das Phasenportrait der Losung. Dazu
interpretieren wir die Losungsformel (4.6) als Parameterdarstellung zu ver-
schiedenen ci,cy einer Kurve im R?, den sogenannten Phasenkurven oder
Trajektorien der Gleichung. Fassen wir nun mehrere Trajektorien in einem
Diagramm zusammen und orientieren diese mit der iiblichen Orientierung
von R, so sprechen wir von einem Phasenportrait. Dazu unterscheiden wir
die folgenden vier Félle.

(a) Gelte A, < 0. Direkt aus der Losungsformel sehen wir

lim z(t) =0, lim y(¢) = 0. (4.7

t—o0 t—o0
Fiir den Fall ¢1, ¢y # 0 erhalten wir aus der Losungsformel die Trajekto-

rien

y(t) = coe’t = ¢y (e”)% = (%?)



13.4 Systeme mit konstantem A 329

Man beachte, dass & > 0. Fiir ¢; = 0 ist die Trajektorie z(t) = 0, fiir
co = 0 erhalten wir y(t) = 0 und fiir ¢; = c2 = 0 ist die Trajektorie
durch z(t) = y(t) = 0 gegeben. Damit erhalten wir das Phasenportrait
in Abbildung 4.1. Die Richtung der Pfeile ist durch (4.7) gegeben. Insbe-
sondere laufen alle Trajektorien in den Ursprung (0, 0). Deshalb nennen
wir (0,0) einen stabilen Knoten. Das Phasenportrait (Abbildung 4.1) ist
beziiglich der Basis aus Eigenwerten gezeichnet.

<
<

o

Abb. 4.1. Phasenportrait im Fall 1 und A < p < 0. Links £ = 2, Rechts £ = 1.

Betrachten wir die Standardbasis (und somit das urspriingliche Problem
(4.1)), so ist das Phasenportrait durch eine affine Deformation des obigen
gegeben (siehe Abbildung 4.2).
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Es
Va

1%

Abb. 4.2. Phasenportrait im Fall 1 und A < g < 0 beziiglich der Standardbasis
(% = 2, V1, V> Eigenvektoren).

(b) Gelte A, ;> 0. Dann gilt fiir ¢;,¢2 # 0

Jim Jo() = o0, Jim [y(t)] = oc. (4.8)
Ansonsten sind die Rechnungen aus dem vorherigen Fall auch hier giiltig.
Insbesondere ist & > 0. Durch (4.8) drehen sich allerdings die Pfeile um.
Das Phasenportrait ist in Abbildung 4.3 veranschaulicht. Da jetzt alle
Trajektorien aus (0,0) heraus laufen, nennen wir (0,0) einen instabilen
Knoten.

(¢) Gelte A < 0 < p. Dann gilt fiir ¢1,¢0 #0

Jim () =0, lim |y(t)] = oc.

Man beachte, dass in der Darstellung

u
u(t) = o (12)* (19)
C1

der Exponent & jetzt negativ ist. Dadurch ergibt sich ein vollig anderes
Phasenportrait. Die Richtung der Pfeile ist durch (4.9) gegeben. Das
Phasenportrait ist dann in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Der Ursprung
wird als instabiler Sattelpunkt bezeichnet, da die Trajektorie auf der ”z”-
Achse in ihn hineinlauft und die Trajektorie auf der ”y”-Achse aus ihm
heraus lauft.
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Y Y

Abb. 4.3. Phasenportrait im Fall 1 und A > g > 0 mit £ = 0.5 (links) und § =1
(rechts).

o

Abb. 4.4. Phasenportrait im Fall 1 und A <0 < g mit § = —0.5.

(d) Gelte < 0 < A. Dann gilt fiir ¢1,¢0 # 0

lim |z(t)| = oo, tlir(r)lo y(t) = 0.

t—o00

In diesem Fall vertauschen sich gerade die Rollen von = und y. Das Pha-
senportrait ist dann in Abbildung 4.5 dargestellt. Auch hier wird der
Ursprung als ein instabiler Sattelpunkt bezeichnet.

Zu Fall 2: Wie wir im Abschnitt 13.4.2 gesehen haben, ist die Losung der
auf eine Basis von Eigenvektoren transformierten Gleichung (4.1) durch

(28) - (c1 thlr 02> M teR (4.10)

gegeben. Auch hier betrachten wir unterschiedliche Félle.

(a) Gelte A < 0. Dann folgt aus (4.10)
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o

Abb. 4.5. Phasenportrait im Fall 1 und p < 0 < A mit § = —0.5.

lim «(¢) =0, lim y(t) = 0. (4.11)

t—o0 t—o0

Weiter erhalten wir fiir ¢; # 0

y(t) crtert fegett

= =t 2
z(t) cpert S
und somit
c
y(t) = ta(t) + = a(t).

C1

Weiter folgt aus %f) = e* > 0 die Gleichung ln(%f)) = At. Somit
konnen wir die explizite t-Abhéngigleit eliminieren und erhalten fiir die
Trajektorien

C1 E
Das Phasenportrait ist in Abbildung 4.6 veranschaulicht. Die Richtung
der Pfeile ist durch (4.11) gegeben. Insbesondere ist der Ursprung ein

stabiler Knoten.

Gelte A > 0. Dann folgt fiir ¢; # 0 aus (4.10)

Jim o) =0, lim [y(0)] = oo, (4.12)
Das Phasenportrait ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Die Richtung der
Pfeile dreht sich aufgrund von (4.12) im Vergleich zum vorherigen Fall
um. Insbesondere ist der Ursprung jetzt ein instabiler Knoten.

Zu Fall 3: Wie wir in Abschnitt 13.4.3 gesehen haben, ist die reelle Funda-
mentalmatrix fiir das transformierte System durch
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Y

Abb. 4.6. Phasenportrait im Fall 2 und A = —1.

Y

Abb. 4.7. Phasenportrait im Fall 2 und A = 1.

_ at cos(bt) sin(bt)
Z(t) = (— sin(bt) cos(bt))

gegeben. Zur Veranschaulichung der Losungen ist es sinnvoll R? und C zu
identifizieren, d.h. (z,y) € R? wird mit z+iy € C identifiziert. Unter Beriick-
sichtigung von

cos(bt) — i sin(bt) = et
erhalten wir die komplexen Basislosungen

Zl(t) — eate—ibt7

Zg(t) = iZl (t)

Es reicht also die Basislosung z; zu veranschaulichen, da z; durch eine Dre-
hung aus z; hervorgeht. Es kénnen nun die folgenden Fille auftreten.

(a) Gilt a =0, so folgt
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|21(t)| = const.

Das Phasenportrait ist dann durch Abbildung 4.8 gegeben und wir nen-
nen den Ursprung ein stabiles Zentrum.

Im Im

() ()
\\J Re \F// Re

Abb. 4.8. Phasenportrait im Fall 3 fiir a = 0 und links b < 0, rechts b > 0.

(b) Gilt a > 0, so folgt fiir Anfangswerte ungleich Null
lim |21 (8)] = ox.

Das Phasenportrait ist dann in Abbildung 4.9 veranschaulicht. Der Ur-
sprung wird instabiler Strudel genannt.

Im Im

N N

_/ Re

Abb. 4.9. Phasenportrait im Fall 3 fiir a > 0 und links b < 0, rechts b > 0.

(c) Gilt a < 0, so folgt

lim z(¢) = 0.

t—o00
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Das Phasenportrait ist dann in Abbildung 4.10 dargestellt. Der Ursprung
wird stabiler Strudel genannt.

Im Im

N N

\_/ Re

Abb. 4.10. Phasenportrait im Fall 3 fiir a < 0 und links b < 0, rechts b > 0.

13.5 Exponentialfunktion fiir Matrizen

Fiir eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
y' = ay haben wir eine explizite Losungsformel mithilfe der Exponentialfunk-
tion hergeleitet, ndmlich y(t) = ce*. Um diese Formal auf lineare Systeme
mit konstanten Koeffizienten Y’ = A'Y zu verallgemeinern bendtigen wir die
Exponentialfunktion fiir Matrizen.

5.1 Definition. Sei A € R™"*". Wir definieren die Exponentialfunktion fiir
A durch

et = Z % (5.2)

n=0
Bemerkungen. 1. Fiir A € R™"*" gilt

[A"] = [|AA.. Al < [|A]-...-[[A]l = [[A["

Somit folgt

”Z ” < Z HAII”_

Also konvergiert die Reihe in (5.2) absolut, da die reelle Exponentialreihe

o AT . . .
Y omeo = eine Majorante ist.
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2. Analog kann man Funktionen von Matrizen fiir beliebige Potenzreihen
definieren, z.B. fiir sin(A), tan(A) oder In(A). Diese konvergieren absolut
innerhalb des Konvergenzradius der Reihe.

5.3 Lemma. FEs gilt:
(i) eATB =M. eB =eB.eA fulls AB=BA.
(i) B AB = B-1¢A B, falls det B # 0.

(iil) e®a9 Airdn) = digg (M, ..., ern).

Beweis. (i): Aufgrund unserer Voraussetzung folgt
(A+B)A+B)=A’+ AB+BA+B?=A+2AB+B%

Da die Reihen absolut konvergieren ist weiter insbesondere das Cauchypro-
dukt dieser Reihen wohldefiniert. Somit folgt analog zum Beweis fiir die reelle
Exponentialreihe

A+B Bk A"k
Am oy RSy A

n=0 n=0 k=0
EEE

A+B _ B A

Vertauschen wir die Rolle von A und B, so folgt e
(ii): Es gilt
(BT'AB)’=(B 'AB)B"'AB)=B 'A’B

uns somit induktiv

Also folgt
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(iii): Es gilt offenbar diag (A1,...,\,)? = diag (A\?,...,A2). Somit folgt
analog zum Beweis von (ii) die Behauptung. ]

5.4 Satz. Fiir A € R™"*"™ setzen wir
S(t) :=e”, teR. (5.5)

Dann gilt:

Mit anderen Worten: S ist eine Fundamentalmatriz vonY' = AY.

Beweis. Nach Definition gilt

Somit folgt

= 0" A" OOAO _1E
n=

Es gilt also 1. Weiter folgt mit der Binomialformel und dem Cauchyprodukt

S(s +1) i s—|—t”A"

n tknkAn kAk
=22 i wy

Vertauschen wir die Rolle von s und ¢, so haben wir 2. gezeigt. Verwenden
wir diese Aussage, so erhalten wir
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d _ . S(to+h) —S(to)
dts(t t=to ilzlg%) h
= S(to) hn% M
hk Ak
=80 Uﬂ%h( i F)

k=1 Ak
=S(t )hm(A—i-Z%)
k=2 )
:S(tO)Aa

wobei wir die absolute Konvergenz der Reihe verwendet haben. Im letzten
Schritt haben wir auch benutzt, dass

& hk—l Ak hk 1Ak
|2 == = m H
k! N—>oo '
k=2
. hkfl Ak:
S
N
: w1 A"
SA}EHOO;W !
PN
< lim |h[||A|?
< Jim_|nl|A] kZ:O(,HZ)!
N-2
hFIIA|*
. 2
< Jim [R{lA]* Y — 5

k=0
< |h[|A |2 e IIAl h=0,

Wir haben also 3. gezeigt und somit den Satz bewiesen. ]

Wir haben somit die Analogie zum Fall n = 1 gerechtfertigt. In diesem
Fall wussten wir schon, dass die Gleichung

y'(t) =ay(t)
die Losung

y(t) = ce’

besitzt. Jetzt haben wir gezeigt, dass



13.5 Exponentialfunktion fiir Matrizen 339
eine Fundamentalmatrix des Systems Y/ = AY ist und Y(0) = E erfiillt.
Somit hat das Anfangswertproblem

/() =AY (1), Y(0)=Y,
die Losung
Y(t) = ey,

Wir haben auch eine neue Berechtigung fiir (4.4) gefunden. Wir kénnen einen
Jordan Block der Ordnung & wie folgt zerlegen

AN 0O - - 0 00 - --- 0
1 X . 10
J=1|¢g . . . 1| =AE+|g -, - - [ =AE+F.
0 .0
0 0 1 A 0 0 10
Somit folgt
0 0 v cen - 0
0 0 «vo v 0 0 0 oo vn- 0
0 0
10 10
) 1
F =19 0 = ,
0 0
.0 0
0 0 1 0/ \o 0 1 0 Do e e e 0
0--- 0 1 00

und insbesondere F¥ = 0. Fiir die Exponentialfunktion erhalten wir also

o0
Fn Fl tl kal tkfl
Ft
= =E+—+...+———+0+...
e Zn! et T YOt
n=0
1 0 -+ --- 0
t 1
_ 1,42
=| 1 ¢
: ) .0
th—1 142
w2ttt 1
Da EF = FE, gilt mithilfe von Lemma 5.3
et 0 e 0
te)\t e)\t
Jt — AEt Ft _ Mg Ft _ . 7
: 0
k=1 oxt %72t At
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also die Formel (4.4). Gilt J = B~ A B, so folgt A = BJB™! und wir

erhalten mit Lemma 5.3

eAt=Bel B



A Anhang

A.1 Die Jordan’sche Normalform

In Kapitel 13 haben wir mehrfach die Jordan’sche Normalform verwendet
und berechnet. Diese wurde bereits in der Linearen Algebra behandelt, der
Vollstindigkeit halber werden wir sie an dieser Stelle ebenfalls einfiihren.
Die grundlegende Zielsetzung ist dabei, einen nilpotenten Endomorphismus,
d.h. eine lineare Abbildung f : K™ — K" eines Vektorraumes in sich selbst
mit

fF=0
fiir ein k € N bzw. deren Darstellungsmatrix in eine moglichst einfache Ge-
stalt zu transformieren.

1.1 Definition. Sei K eine Kérper und n € N. Die Matrix

0 0 oo --- 0
10

Jn:: O ..' ." ." E EKTIXTL
: o 0
0--- 0 10

heifit Jordanmatrix der Grofle n zum Eigenwert 0.

1.2 Folgerung. (a) Fir das charakteristische Polynom gilt x5, = T". Ins-
besondere ist 0 der einzige Figenwert von J,.

(b) Sei A = J,,. Der zugehérige Endomorphismus fa ist durch

e; 1< n
fa: K" —= K", 6¢H{OH1 ’

1=n

gegeben. Es folgt fir £ € N
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T 1+ 4 <n,
fA(e’)_{o i+0>n.

Insbesondere gilt fx =0 und damit A™ = 0. Also ist fa bzw. A nilpotent.
Insbesondere entsteht der i-te Basisvektor durch (i—1)-malige Anwendung
von fa auf den ersten Basisvektor, also

ei = fa (e).

Es folgt
n T
Ker( X_l):@K-ei:{(O, aq, ...,an) ‘ai GK,i:Q,...,n}.
i=2

Der erste Basisvektor ey zeichnet sich also dadurch aus, dass er jede Basis
von Ker(fy~') zu einer Basis von K™ erginzt.

Die einfachste Gestalt nilpotenter Endomorphismen ist durch die Jordan-
matrizen gegeben. Genauer gilt:

1.3 Satz (Struktur nilpotenter Matrizen). Sei g : V. — V ein nilpotenter
Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraumes. Sei d := min{i €
N|g* = 0}. Dann ezistiert eine (nicht eindeutig bestimmte) Basis B von V,

so dass

Ja 0

rq — mal
Ja
Ja—1
M,?(g) _ . rq—1 — mal
. ’

r1 — mal

0 J1

eine Blockdiagonalmatriz aus Jordanmatrizen ist. Dabei gilt
o = 2dim(Ker(g*)) — dim(Ker(g*~1)) — dim(Ker(g**1))

fir alle 1 < ¢ <d.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz von B.
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i) Idee: Finde einen Basisvektor w; € Ker(g9) \ Ker(g?!). Setzen wir
w; = g (wy), 1 <i < d so erhalten wir Jg.
Finde nun wqy;, € Ker(g?) \ Ker(g¢~1), welches linear unabhiingig von
(wi,...,wq) ist und setze wqy; = ¢ H(wgy1), 1 < i < d. Damit er-
halten wir die néchste Jordanmatrix J,. Fiihre dies solange fort, bis alle
Jordanmatrizen gefunden sind.

ii) Betrachte d := min{i € N| g’ = 0}. Aufgrund der Nilpotenz von g ist d
wohldefiniert und endlich. Weiter gilt

{0} C Ker(g) C Ker(g?) C ... C Ker(g?™!) C Ker(g?) = V.

iii) Algorithmus:

a) Wiihle eine Hilfsbasis von Ker(g¢~1) und ergiinze diese zu einer Basis
von V, also wéhle eine Basis (@Ell), e ,@fisd)) von Ker(9%) /Ker(g¢~*) und
wiihle v((il), . ,vésd) € Ker(g?) mit vl(f) +Ker(g? 1) = ﬁ((ij). Definiere

Wy ::Kvél)@...GBKv((;d).

b) Setze ) = gd_i(vg)) fir alle 1 <i < dund 1 < j < s4. Definiere

i
weiter Bd = (vclb e '71}9)7 s 7vg(lSd)7 . 7'1155(1))-

Damit gilt v} € Ker(g') \ Ker(¢" ") fiir alle 1 <i < d, 1 < j < s4,
denn

) = g g wh)) = g% H(wlh)) # 0

Es gilt also

{0} C Ker(g) C ... C Ker(g%) C ... C Ker(g?!) C Ker(g?) = V.

w w w w

1 1 1 1
i o SUR
g0 CEIE

¢) Fiihre fiir £ =d —1,...,1 die folgenden Schritte aus:

3i) Wibhle eine Hilfsbasis von Ker(g‘~!) und erginze diese durch die

1 . 1
schon bekannten vé ), .. UE,S““) sowie neuen vé H[“), ot



344

A Anhang

3ii)

zu einer Basis von Ker(g*). Wiihle also eine Basis (7, RN

von Ker(¢")/(Ker(g*~ 1)+ KoV +..+Kv. ") und wihle véj) € Ker(g")
mit

véj) + Ker(¢* 1) + Kvél) +...+ Kvész“) = *éj)

fiir j =1+ spa1,--.,8¢ (hier gilt sy > syy1). Beachte dabei, dass

die benotigte lineare Unabhéngigkeit von vél), . ..vés“l) spéater

gezeigt wird. Definiere nun W, := KUEHS’Z“) S...d Kvésg).

Setze v\ = ge’i(véj)) fiiralle 1 <i </, 14 sp11 <j <spund

i

By := By U {vé1+8“1)7 o ,U§1+S“1)7 . ,v§52)7 . 71};8@)}_

Wir zeigen, dass B := B; die gesuchte Basis ist.

iv) Wir behaupten, dass fiir alle 1 < /£ < d

Ker(g') = Ker(¢" ) @ g"*(Wa) & ... & g(Wes1) & We

gilt. Dies zeigen wir mit Hilfe der absteigenden Induktion nach £.
¢ =d, Ker(g*) = V = Ker(g*~1) ® Wy nach iii)a).
Induktionshypothese: Ker(g/™!) = Ker(¢") g~ (Wy)@. .. Wi 1.
Induktionsschritt:

— Aus W; C Ker(g*) folgt g*~*(W;) C Ker(g%).

— Die Abbildung g : (¢ 1 (Wy) @ ... ® Wii1) = V, v = g(v) ist

injektiv, denn sei v € Ker(g) N (¢ "1 (Wy) @ ... ® Wyi1), so folgt
mit Ker(g) C Ker(g*) und der Induktionshypothese v € Ker(g‘) N
(g Y (W) @...©Wei1) = {0}. Somit zerfillt das Bild g?—*(W,) @
... ® g(We41) in die entsprechende direkte Summe.

— Es gilt Ker(g*=1) N (¢ *(Wy) @ ... ® g(Wyy1) = {0}, denn sei w €

(g (Wy) @ ... ® g(Wiy1) mit v = g(w) € Ker(g'™!), so folgt w €
Ker(g%) und mit der Induktionshypothese w = 0 sowie v = 0. Somit
ist die Summe Ker(g‘~!) @ g~ ¢(Wy) @ ... @ g(W,) direkt.

— Nach Konstruktion ist Ker(¢*) = (Ker(¢™!) @ ¢?‘(Wy) & ... &

9(Weyr)) @ We.

v) W; hat die Basis vf(iH)M, e ,vf(i), denn fiir alle £ > 1 ist

ein Isomorphismus. Somit hat ¢ ~*(W;) die Basis v

g Wi L gy B L g W)

k(i+1)+L LR

i y ooy Uy

ﬁgH—SHl) —(s¢)

)
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vi) Der Vektorraum

V = Ker(g%)
= Ker(¢"H e Wy
=Ker(g?" ) @ g(Wa) ® Wa & Wy_y

=(Wa®gWa) @ ... 0 g " (Wa)) @ ... 0 (Wa @ g(Wa)) & W)

hat Basis B.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit der sq,...,s1: Es gilt

54 =1rq = dim(Wy) = dim(V) — dim(Ker(g¢™1)),
Sd-1="Ta_1 +rq=dim(Wy_1 @ g(W,)) = dim(Ker(¢? ")) — dim(Ker(g?~?)),

s$1="14 ... +rg=dim(W, ©...® g¥ 1 (Wy)) = dim(Ker(g")).
Somit sind rekursiv rg, ..., 71 eindeutig durch g bestimmt:
re = 50— se1 = 2dim(Ker(g")) — dim(Ker(g*)) — dim(Ker(g“+))
fir alle 1 </¢<d. n

Wir haben also folgenden Algorithmus zur Bestimmung der Jordan-
Normalform: Sei A € K™*" nilpotent.

0. Berechne A%, A3, ..., A? mit d := min{i € N| A’ = 0}. Bestimme die
Dimension und Basis von Ker(Ae), 1</<d-—1. Setze
50 := dim(Ker(A*)) — dim(Ker(A*"1)) 1<e<d

(beachte dabei A := Id,,). Setze weiter 7y := s, — sp41 fiir 1 < £ < d.

1. Erginze die Basis von Ker(A49~1) durch vt(il), e ,vc(lsd) zu einer Basis von

Ker(A?) = K™

2. Setze v(j) = Ad_iv((ij) fir alle 1 < ¢ < d und alle 1 < j < s4. Setze

%

By = {U((il),...,vgl),...,v((isl),...,vgsl)}.
3. Fir/=d—1,...,1 tue folgendes:

— Falls r, = 0 gilt, mache nichts und gehe zum néchsten ¢
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— Falls ry > 0 gilt:

3 a) Erginze die Basis von Ker(g‘~!) durch die schon bekannten

1 Lo 1 : . .
fué ), .. ,vés“l) sowie die neuen vg +8“1), . ,vé”) zu einer Basis

von Ker(g*).
3 b) Setze By := Byy1 U {UEHSZ“), ce vf”, ce vf@), ce vg‘”)}

— Erhalte B = B; Basis von K™ mit M5 (fa) = B 1AB wie in Satz 1.3.
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