FREIBURGER FUNKTIONALIST

PROF. DR. M. RUZICKA, DR. M. KREPELA . WOCHE 11 . ABGABE BIS 15.7.2019, 12 UHR

Aufgabe 39 5 Punkte
Sei H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-) und der Norm ||-||. Sei (¢ )xez €in Ortho-
normalsystemin Hund f € H.Fir n € Nsei B,f:= ) ;__(f, @x)@k. Zeigen Sie das Folgende:
(@) Es gilt limg_.oo(f, k) = 0.
Tipp: Bessel.
(b) Es existiert ein h € H so, dass lim,,_,, ||P,f— h|| = 0. Was ist h, wenn (@y)xez zusatzlich
vollstandig ist?
Tipp: Cauchyfolgenargument und Bessel.

Im Folgenden sei L°((—7t, 7t)) der komplexe normierte Vektorraum der messbaren Funktio-
nen f: (-7, ) — C, wobei die Norm || -||> durch das Skalarprodukt

(F,g):= [ f(x)g(x)dx
induziert ist.

Aufgabe 40 4 Punkte

Zeigen Sie, dass die Funktionen

1 ikx
e, .= —e keZ
k /;27'! » »

ein Orthonormalsystem in L?((—7, 7)) bilden.

Aufgabe 41 6 Punkte
Sei f: R — C eine 2m-periodische Funktion so, dass Ref, Imf € C}(RR) gilt. Sei xg € [-7, 7].
Fur jedes n € N definieren wir P,f:= Y ;___(f, ex)ek. Zeigen Sie das Folgende:

(a) Fur jedes n e N gilt

(Pnf)(XO)— f(Xo) = % Z J: (f(XO +Z)— f(xo))e—ikz dz

k=—n
1 (T f(xo+2z)—f(x0)
2n)., l-eiz

(62inz _ e—i(n+l)z) dz.

Tipp: Zﬂ}n e~k summiert man als eine geometrische Reihe.
(b) Die Funktion g: (0,271) — C, definiert durch
f(xo + 2) — f(xo)
1-eiz

ist beschréankt auf (0, 27), d.h. es gilt sup,¢(g,25) 8(2)| < co.

g(z):=

’

(c) Es gilt (P,f)(xg) — f(xg), d.h. die Fourierreihe konvergiert punktweise.
Tipp: Wenn g € L?((-7, ) ist, kann man Aufgabe 39(a) auf (g, e_»,) und (g, €,,1) anwenden.

Aufgabe 42 5 Punkte

Zeigen Sie, dass das Orthonormalsystem (ey)xen Vollstandig in L2((=7, 7)) ist.
Tipp: Nutzen Sie die Dichtheit glatter Funktionen und die restlichen Aufgaben.
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