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Aufgabe 1 (s—Young'sche Ungleichung) (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir alle a,b >0, e > 0 und ¢ € (1, 00)

ab < eal + cq(e)bq/,

(g2)' =7
q/

wobei ¢ = q%l und ¢,(e) == , gilt. Zeigen Sie dazu zunéchst den Fall ¢ = %

Aufgabe 2 (A-priori Abschatzung fiir die g—Navier-Stokes—Gleichungen) (7 Punkte)
Sei 2 C R%, d > 2, ein beschrinktes Gebiet.
Wir betrachten die stationdren g—Navier—Stokes-Gleichungen
—div(T?(Du)) 4 div(u ® u) + V7 = div(F) in Q,
div(u) =0 in Q, (1)
u=20 auf 0f1,

wobei F € C1(Q)4*? mit F(z) € RZ*? fiir alle z € Q und

Sym

TP(A) = (0 + |A])T?A  fiir alle A € R

sym

wobei gy > 0, 6 > 0 und ¢ € (1,00). Eine schwache Formulierung von (1) lautet:
Gesucht sind ein 7 und ein u mit
div(u) =0 in €,
u=20 auf 0€2,

sodass fiir alle ¢ € W,*(2)¢ gilt

/ TP (Du) : Dy + div(u®u) - ¢ — wdive dz = / div(F) - ¢ dz. (2)
Q Q

Folgern Sie fiir eine Losung 7 € C°(Q) und u € C1(Q)? N C(2)? von (2), dass es
ein ¢ = ¢(p, o, F, q,9) > 0 gibt, sodass

1w < 3)

Hier bezeichnet CJ(€2) die Menge aller stetigen Funktionen v auf € deren Spur ver-
schwindet, das heifit v5o = 0.
Gehen Sie dazu in den folgenden Schritten vor:

1. Schritt: Folgern Sie aus (2), dass

/TD(Du):Dudw——/F:Dudx.
Q Q



2. Schritt: Zeigen Sie, dass

—/F:Dudxg cq(e)/|F\q/ d:v—l—s/ |Dul? dz,
Q Q Q

wobei ¢,(e) 1= % fiir alle € > 0.

Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 1.

3. Schritt: Zeigen Sie, dass
/TD(Du) :Dudz > co/ |Dul|? dz — ¢|Q]
Q Q
fiir Konstanten cg, ¢; > 0.
Tipp: Zeigen Sie, dass es Konstanten ¢y, ¢; > 0 gibt, sodass
(6 +a)"%a* > cya? — ¢ fiir alle a > 0.
Unterscheiden Sie hierzu die Fille ¢ € (1,2) und ¢ € [2,00).

4. Schritt: Zeigen Sie, dass es ein ¢ = ¢(p, uo, F, q,9) > 0 gibt, sodass (3) gilt.
Tipp: Kombinieren Sie die Schritte 1 bis 3 und wahlen Sie € > 0 geeignet.



