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Notation und Bezeichnungen

Wenn wir von einem Vektor bzw. Tensor sprechen, ist typischerweise ein
(orts- und ggf. zeitabhéngiges, nicht notwendigerweise konstantes) Vektor-
bzw. Tensorfeld gemeint. Genauso meint "ein Skalar” eine (orts- und ggf.
zeitabhéingige) reellwertige Grofie (also eine Funktion). Wir unterscheiden
hier nicht zwischen Tensoren 2. Ordnung und Matrizen. Die verwendete No-
tation gibt bereits Aufschluss iiber die Art eines mathematischen Objekts:
Vektoren werden kursiv und fett geschrieben, Tensoren fett und nicht
kursiv, Skalare, Komponenten eines Vektors und weitere Objekte wie z.B.
Flachen werden kursiv dargestellt. Speziell unterscheiden wir in der Notation
zwischen einem Punkt P und seinen Koordinaten X im euklidischen Raum
(nur die Koordinaten, nicht der Punkt selbst sind vektorwertig).

Wir benutzen die Einsteinsche Summenkonvention: wenn ein Index in ei-
nem Term sowohl oben als auch unten auftritt, wird {iber diesen Index sum-
miert. Sowohl fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren, als auch fiir das Pro-
dukt zwischen Matrizen oder Matrix und Vektor wird kein Malpunkt notiert.
Fiir u,v € R3 und A € R¥3 ist also definiert

wvi=u' v =yt = g uv',  Avi= A

Fiir zwei Matrizen A, B € R3*3 haben wir aulerdem das innere Produkt
A:B:=tr(ATB)=A'B/.

Auflerdem gehen wir in der Modellierung davon aus, dass alle behandelten
Groflen messbar und hinreichend glatt sind.

Mit den meisten Variablen werden physikalische Groéfen bezeichnet, die im
Unterschied zu Variablen in der Mathematik nur einmal und nicht in jedem
Satz von neuem definiert werden. Um die Ubersicht zu erleichtern, werden
hier die verwendeten physikalischen Groflen aufgelistet. Allerdings lassen sich
die meisten dieser Groflen nicht durch eine geschlossene Formel definieren,
sondern es ist eine aufwendigere Konstruktion notig, weshalb wir in diesen
Féllen nur auf die entsprechenden Abschnitte verweisen kénnen.
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Kapitel 1

Einleitung

In der Vorlesung wollen wir Modellgleichungen herleiten, die physikalische
Vorgange wie z.B.
e Deformation einer Saite, einer Membran oder eines elastischen Korpers,
e Stromung von Wasser,
e Wirmeleitung,
e Umstromung von Tragflachen,
beschreiben. Dies fiithrt auf Anfangs-Randwertprobleme fiir partielle Diffe-

rentialgleichungen (PDE’s). Prototypen, die die Entwicklung der Theorie der
PDE’s entscheidend beeinflusst haben, sind

—Au=f elliptisch,

% —Au=f parabolisch,
0%u .

o Au=f hyperbolisch.

Unser Interesse an diesen Gleichungen kommt daher, dass sie die einfachsten
Approximationen fiir eine Vielzahl von Vorgédngen in der Natur sind. Thr
Versténdnis tragt zur besseren Einsicht in die Vorgénge selbst bei.

Unser Ziel ist die Herleitung der ”allgemeinsten” Gleichungen (wir
vernachldssigen chemische Prozesse (Massenerzeugung), elektromagnetische
Vorgénge, relativistische Effekte), die die Bewegung von deformierbaren
Koérpern beschreiben, aus wenigen Grundprinzipien: der Massenerhaltung
(braucht man eigentlich gar nicht), des ersten und zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik, sowie aus den Prinzipien der Objektivitdt und Forminvari-
anz.
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Hinzu treten Materialeigenschaften wie z.B. das Hookesche Gesetz, das
besagt, dass die Spannung 7 proportional zur relativen Ausdehnung ist, d.h.

Al

T~
Solche linearen Gesetze besitzen jedoch oftmals nur einen eingeschrankten
Giiltigkeitsbereich.

Vereinfachungen der Gleichungen treten auf, wenn sich das betrachtete
System in einem stationdren Zustand befindet oder wenn nur kleine Ge-
schwindigkeiten bzw. Geschwindigkeitsinderungen auftreten etc.

Unser Schwerpunkt liegt auf der Untersuchung von Fluiden, allerdings gel-
ten die meisten Uberlegungen auch fiir Festkorper. Im Rest der Einleitung
wollen wir einige Betrachtungen zur Giiltigkeit und Anwendbarkeit der zu
entwickelnden Theorie machen und einige wichtige Begriffe intuitiv einfiihren.

1.1 Materialverhalten

Eine fiir das mechanische Verhalten eines Objekts wichtige Eigenschaft
ist sein Aggregatzustand. Wir versuchen nun, Kriterien zu finden, wann
ein Objekt fest/ fliissig/ gasformig ist. Intuitiv gelingt uns das einfach:
Ein Festkorper hat ein bestimmtes Volumen und eine Form, wéhrend ei-
ne Fliissigkeit zwar ein bestimmtes Volumen, aber keine bestimmte Form
hat (sie passt sich ihrer Umgebung an). Dagegen sind weder Volumen noch
Form eines Gases fest. Diese makroskopische Charakterisierung ist allerdings
unbrauchbar fiir theoretische Untersuchungen, die das unterschiedliche Ver-
halten der Materialien gerade wiedergeben sollen. Wir verwenden daher einen
anderen Ansatz.

Dafiir wahlen wir ein Testvolumen V', mit einem Punkt P auf der Ober-
fliche und einer Kraft f, die in P auf unser Objekt wirkt. Wir zerlegen
f = f,+ f: in Anteile, die normal bzw. tangential zum Rand 0V stehen.
Festkorper und Fluide (Fliissigkeiten und Gase) unterscheiden sich nun in
ihrer Reaktion auf die Tangentialkraft: Ein Festkorper wird deformiert und
kommt evtl. in ein neues statisches Gleichgewicht. Ein Fluid reagiert dagegen
mit kontinuierlicher Verédnderung von Volumen und Form, ist also in steter
Bewegung. Wenn sich also ein Fluid in einem statischen Gleichgewicht be-
findet, dann wirken nur Normalkréfte. Fliissigkeiten und Gase unterscheiden
sich in ihrer Reaktion auf Normalkréfte, d.h. auf Druck: Gase reagieren kom-
pressibel, d.h. ihr Volumen &ndert sich. Fliissigkeiten hingegen sind (fast)
inkompressibel, ihr Volumen &ndert sich nicht. Da diese Unterscheidung des
unterschiedlichen Materialverhaltens ohne ein Studieren der mikroskopischen
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Eigenschaften stattfand, nennen wir dies einen makroskopischen Zugang. Die-
ser hat den Vorteil, dass er es erlaubt, mit makroskopisch mess- und beob-
achtbaren Grofien zu arbeiten.

Nichtsdestotrotz lassen sich die festgestellten Unterschiede zwischen
Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen als Manifestationen der unterschied-
lichen mikroskopischen Eigenschaften auffassen. Und zwar bestehen Mate-
rialien aus einer Vielzahl von Molekiilen, die im Falle eines Festkorpers in
einem nicht unbedingt regelméfligen Gitter geordnet sind, feste Absténde
und wenig Bewegungsfreiheit besitzen. In Fliissigkeiten sind die Molekiile
auch geordnet, haben aber schon mehr Bewegungsfreiheit, denn die intermo-
lekulare Kraft (und damit die Ordnung) nimmt mit zunechmendem Abstand
der Molekiile ab. In Gasen bewegen sich die Molekiile sehr frei, es findet fast
keine Interaktion zwischen ihnen statt.

Nachteil des makroskopischen Zugangs ist, dass Vorgéange auf molekularer-
und intermolekularer Ebene (z.B. intermolekulare Krifte und Sto8e zwischen
Teilchen) nicht dargestellt werden konnen. Deshalb miissen einige physika-
lische Grundprinzipien, wie z.B. das Energieerhaltungsgesetz, als Axiom/
Annahme formuliert werden. Auf niedrigeren Modellebenen, d.h. wenn die
intermolekulare Ebene im Modell beriicksichtigt wird, kénnen diese Prinzi-
pien bewiesen werden.

Desweiteren sei noch darauf hingewiesen, dass unsere Begriffe fest/ fliissig/
gasformig (so wie all unsere Untersuchungen) auch von den Zeitskalen
abhéngen, auf denen wir unser Material beobachten. So gibt es ”"langsame”
Prozesse wie die Bewegung eines (an sich aus Eis bestehenden, also festen)
Gletschers, die nicht recht zum typischen Verhalten eines Festkorpers passen.
Auf kurzen Zeitskalen, z.B. wenn ein Wanderschuh auf die Gletscherober-
flache trifft, verhélt er sich sehr wohl wie ein gewohnlicher Festkorper.

1.2 Die Kontinuumshypothese

Ein Material besteht aus einer enormen Anzahl von Molekiilen, die sich in
permanenter Bewegung befinden. Da wir in der Kontinuumsmechanik nicht
das Verhalten jedes einzelnen Molekiils modellieren méchten, ist hier der Be-
griff des ”Materialpunkts” zentral. Bei diesem handelt es sich um eine extrem
kleine Menge von Material, so klein, dass wir sie als Punkt betrachten konnen.
Dieser Ansatz stimmt offenbar nicht mit der Realitét iiberein, sondern ist ein
vereinfachtes Modell, das aber gute Ergebnisse liefert.

Um diesen Begriff zu entwickeln, betrachten wir ein Fluid und wollen des-
sen Dichte in einem Punkt P, den das Fluid umschliet, bestimmen. Sei
dafiir V' ein kleines Volumen, das P umschlieit, und M (V) die Masse dieses
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Volumens (alle diese Groflen seien messbar). Wir definieren die gemittelte
Dichte

M)

T
Eine Vielzahl von Experimenten ergibt folgendes Bild: Oberhalb eines ge-
wissen Schwellwerts Vj ist die gemittelte Dichte p annidhernd konstant, fiir
sehr kleines V' héngt es jedoch vom Zufall ab, wie viele Molekiile sich in V'
befinden. Fiir V' — 0 wird p also zufillige Werte annehmen. Die fiir unsere
Anschauung "richtige” Dichte im Punkt P ist der konstante Wert oberhalb
von V.

2.1 Definition. Ein Materialpunkt (oder Teilchen) ist ein Volumen, das

o klein genug ist, um als infinitesimal beziiglich ortlicher Verdnderungen
von beliebigen physikalischen Materialeigenschaften zu gelten, und

e grofl genug ist, um gentigend Molekiile zu enthalten, so dass die physi-
kalischen Eigenschaften statistisch stationdr sind.

Es stellt sich die Frage, ob diese Definition zu restriktiv ist, ob sich al-
so die beiden obigen Bedingungen (fast) ausschliefien. Betrachten wir zum
Beispiel Luft. Ein Volumen von 1072 ¢m? (das entspricht einem Wiirfel mit
Kantenléinge 1073 mm) enthilt unter normalem Druck bei normaler Tempe-
ratur 3-10” Molekiile. Das Volumen ist damit klein genug, dass physikalische
Groflen nicht mehr variieren und auf dieser Menge als konstant angenommen
werden konnen. Andererseits ist die Zahl der Molekiile grof§ genug, dass die
Groflen statistisch stabil sind.

Diese Definition funktioniert in vielen Féllen gut. In manchen Situationen,
z.B. fiir diilnne Gase (wo die Dichte zu niedrig ist) und in der Mikrofluidik
(wo Mikroeffekte eine tragende Rolle spielen), funktioniert sie eher nicht.
Dort sind die Bedingungen zu restriktiv.

Physikalische Groflen kénnen nun punktweise definiert werden. Fiir die
Dichte setzen wir beispielsweise
M)
P):= 1
p(P) = lim —>=,
fiir andere Groflen analog. Fiir die mathematische Theorie ist die Anwesen-
heit einer Unbekannten Vj in einer Definition unschén. Wir nehmen V) = 0
an und nennen dies Kontinuumshypothese.
Die Masse M (V') hat nun idealerweise folgende Eigenschaften:

1. M(UUV)=MU)+M(V) fallsUNV =0,
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2. M(V) >0,
3. M(V) =0 fir|V|—0,
4 MUZ Vi) =22, M(V) falls ViV =0,0 # .

Aus dem Satz von Radon-Nikodym folgt nun die Existenz einer Dichte-
funktion. Es existiert also eine nicht-negative L'-Funktion p mit

M) =: /Vpdx

fiir Borelmengen V. In der Realitdt kann man in 4. nur endliche disjunkte
Vereinigungen benutzen, d.h. wir haben nur ein endlich additives Maf}. Es
existieren Varianten des Satzes von Radon-Nikodym die nur dies benutzen.

Der Zugang, den wir hier fiir die Dichte benutzt haben, ldsst sich in
dhnlicher Weise auch fiir andere physikalische Grofien anwenden (indem z.B.
der Mittelwert der Geschwindigkeiten der Molekiile in einem Testvolumen
betrachtet wird etc.).

1.3 Thermodynamik

Wir méchten mit thermodynamischen Gréflen wie Temperatur und innerer
Energie arbeiten. Diese lassen sich gut unter Gleichgewichtsbedingungen fiir
homogene Materialien definieren, was fiir Materialien in Ruhe kein Problem
erzeugt. Fiir Materialien in Bewegung liegt i.A. jedoch gerade kein Gleich-
gewicht (z.B. der Temperatur) vor!

Man kann allerdings annehmen, dass sich jedes Teilchen in lokalem thermo-
dynamischen Gleichgewicht mit seinen umgebenden Teilchen befindet, vor-
ausgesetzt, die ortliche und zeitliche Variation der verschiedenen Groflen ist
nicht zu grof. Das bedeutet: die Zeitspanne, die Teilchen brauchen, um lo-
kal ins Gleichgewicht zu kommen, ist wiel kleiner als die Zeitskala der ma-
kroskopischen Verdnderung der betrachteten Groflie dadurch, dass Teilchen,
aufgrund der Geschwindigkeit, durch das Volumen transportiert werden.

Diese Annahme ist in der Regel erfiillt, wenn die Voraussetzungen fiir die
Kontinuumshypothese gegeben sind. Sie ist fragwiirdig bspw. falls Schockwel-
len (z.B. in der Dichte) auftreten. Allerdings ist die Dicke von Schockwellen
wiederum so klein, dass dort auch die Kontinuumshypothese hinterfragt wer-
den muss.

Kompressibilitdt und Wiarmeausdehnung

Fiir das Verhalten von Fluiden ist die Verdnderung von Volumen oder Dichte
unter Einfluss von Temperatur und Druck von zentraler Bedeutung. Sei im
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Folgenden ¢ die Temperatur und p der (thermodynamische) Druck. Es gelte
p = p(0,p), wir nehmen also an, dass die Dichte genau von Temperatur und
Druck abhéngt. Fiir die zeitliche Verdnderung der Dichte erhalten wir

d d _ Opdp n dp db

a’ " a P = e

Fiir die relative Verdnderung ergibt sich daraus

ldp _10pdp 10p db

S = (3.1)
dt — pdp dt ' pdd dt
p p_ﬂp 4

Wir nennen [ den isothermalen Kompressibilitidtskoeffizienten (fir 6 =
const.) und a den Warmeausdehnungskoeffizienten (fiir p = const.). Die Vor-
zeichenkonvention in der Definition von a und ( ergibt sich durch folgende
Uberlegung: Fiir steigende Temperatur steigt das Volumen und damit fillt

die Dichte; deshalb wird o := —%% gewahlt, um eine positive Konstante o zu
erhalten. Umgekehrt sinkt das Volumen und steigt die Dichte fiir wachsenden

Druck, weshalb wir 3 := %g—z > (0 bekommen.

Fiir Wasser gilt nun bspw.

Br107", a~107'%,

wahrend fiir Luft
~ 10-2-L ~ 1031
Br1072 L ax107%L

ist. Die Variation der Dichte ist fiir Gase also viel hoher als fiir Fliissigkeiten.
Durch die Konstante 3 erhalten wir demnach eine Bedingung, wann ein Fluid
oder eine Stromung als inkompressibel angesehen werden kann. Die Unter-
scheidung zwischen Fluiden und deren Bewegungen ist wichtig. Es gibt Flui-
de die inkompressibel sind, d.h. § ist in allen Stromungen vernachlassigbar.
Es gibt aber auch Fluide, die im Allgemeinen kompressibel sind, sich aber
in konkreten Stromungen als inkompressibel betrachten lassen. Dies werden
wir im Detail in Abschnitt 3.6 diskutieren.

Viskositat

Wir stellen uns ein grofles Becken gefiillt mit einem Fluid vor, in dem sich
verschiedene Schichten des Fluids mit Geschwindigkeit v in z-Richtung be-
wegen. Die Geschwindigkeit ist eine vom Ort abhéngige Funktion, die hier
innerhalb jeder Schicht konstant sei. Zwischen den Schichten herrscht Interak-
tion: einserseits durch intermolekulare Kréafte, andererseits konnen Molekiile
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der einen Schicht mit einer anderen Schicht kollidieren und dort bremsen
oder beschleunigen, es findet eine Impulsiibertragung statt. Dadurch entste-
hen Krifte bzw. Spannungen 7 (ein Begriff fiir Kraft pro Oberfliche). Das
Beispiel, wenn ein Korper auf einen anderen prallt, macht die Annahme plau-
sibel, dass ein linearer Zusammenhang zwischen Geschwindigkeitsdifferenz
und erzeugter Kraft besteht. In Beispiel mit dem Becken gilt also

ov
T :/'La_y7

und den Proportionalitatsfaktor p bezeichnen wir als Viskositit.

In allgemeinen Stromungen ist die Situation deutlich komplexer, aber die
Viskositét als Proprotionalitédtsfaktor in der Beziehung zwischen Spannung
und Geschwindigkeitsgradient bleibt.

Eine Erhchung der Temperatur fithrt zu einer héheren Fluktuation der
Molekiile und damit zu mehr Austausch und Kollision der Teilchen. Die Vis-
kositdt hangt also von der Temperatur ab. Mehr Bedeutung als die Grofle
hat die kinematische Viskositat v := %, wie wir spater sehen werden.

Fiir einige typische Materialien kann man die folgenden GroBenordnungen
feststellen (bei Normbedigungen 15°C', 1M Pa):

Luft | Wasser | Quecksilber | Olivensl
p[2] 1075 1073 103 10~!
p [%] 1 10 10* 10
v[=] 105 10°° 1077 1071

Diffusion und Wéarmeleitung

Die im vorigen Abschnitt dargestellte Impulsiibertragung durch Viskositét
ist nur ein mogliches Beispiel fiir einen Transportmechanismus auf mikro-
skopischer Ebene. Allgemeiner gilt: falls irgendeine Grofie in einem Prozess
nicht-gleichméBig verteilt ist, so liegt eine Tendenz zum Ausgleich, zur Gleich-
gewichtsbildung, vor. Dieses physikalische Grundprinzip basiert wieder auf
intermolekularen Kriften. !

Betrachten wir als Beispiel ein inhomogenes Fluid, z.B. eine Mischung
zweier mischbarer Fluide. Dann haben wir einen Konzentrationsgradienten,
der zu Massetransport, zur Vermischung der beiden Fluide fiihrt. Diesen

T Auf mikro- und auf mesoskopischer Ebene, d.h. auf Modellebenen, die die intermole-
kularen Kréfte einbeziehen, kann dieses Prinzip unter geeigneten Voraussetzungen bewie-
sen werden. Da die in der Kontinuumsmechanik untersuchte makroskopische Ebene die
Vorgénge auf Teilchenebene nicht kennt, ist das Gelten des Prinzips hier eine Annahme.
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Vorgang nennen wir auch Diffusion. In diesem Skript werden vorwiegend
homogene Fluide betrachtet, wo dieser Effekt weniger wichtig ist.

Eine wichtigere Rolle spielt die Warmeleitung. Wérme entspricht kineti-
scher Energie der Molekiile und die Temperatur 6 ist damit Maf fiir den
Energielevel. Wenn die Temperatur in einem Material nicht gleichméfig ver-
teilt ist, so herrscht auch hier wieder die Tendenz zum Ausgleich, zum Tem-
peraturgleichgewicht.

Um dies zu quantifizieren, betrachten wir wieder ein Material, von
dem verschiedene zur x-Achse parallele Schichten verschiedene Tem-
peraturen besitzen. Die unterschiedlichen kinetischen FEnergien fiithren
zu Austausch durch Kollision und intermolekulare Kréfte, d.h. es fin-
det ein Warmetransport statt. Makroskopisch manifestiert sich das als
Wirmeleitung. Der Wéirmefluss q, definiert als Anderung der Wirmemenge
pro Einheitsflache pro Einheitszeit, ist die physikalisch sinnvolle Grofie, um
den Warmetransport zu messen. Wir nehmen wieder an, dass die einfachst-
mogliche Beziehung zwischen Temperaturdifferenz und Warmefluss vorliegt,
namlich eine proportionale Abhéngigkeit. Es gilt also

mit dem Warmeleitkoeffizienten k als Proportionalitdtskonstante. Das Mi-
nuszeichen kommt daher, dass Wirme von warm zu kalt flief3t.

In der allgemeinen Situation ist der Wéarmefluss q eine vektorwertige
Grofle, und statt der partiellen Ableitung % miissen wir den Temperatur-
gradienten V@ betrachten. Wir erhalten dann das Fouriersche Gesetz

q=—-kVo.

1.4 Randbedingungen

Geeignete Randbedingungen sind in vielen Situationen sowohl aus physikali-
scher als auch aus mathematischer Sicht erforderlich, um sinnvolle (wohlge-
stellte) Probleme zu erhalten.

Um einige typische Randbedingungen herzuleiten, betrachten wir ein
Fluid, das iiber eine feste Oberflache stromt. An der Oberfliche befinde sich
ein Materialpunkt P, d.h. ein sehr kleines Volumen mit sehr vielen Molekiilen
darin (Kontinuumshypothese), der sich mit Geschwindigkeit v bewegt. Die
Oberfléche habe die Normale n und sie bewege sich selbst mit der Geschwin-
digkeit vo. Wir konnen v in normalen und tangentialen Anteil zerlegen

V= Uy, + Vg
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Da die Oberfliache fest ist, kann das Fluid sie nicht durchdringen. Wir
erhalten die Nicht-Durchdringungsbedingung

(v—v9)-n=0

an den normalen Anteil von v.

Wiéhrend die Behandlung der normalen Komponente relativ intuitiv
moglich ist, ist sie fiir den tangentialen Anteil komplizierter. Sie ist immer
noch Gegenstand wissenschaftlicher Diskussionen, ist noch nicht vollig ge-
klart und auch vom genau untersuchten Prozess abhéngig. Eine typische
Moglichkeit ist die folgende: So wie innerhalb des Fluids Interaktion und
Ausgleich der Geschwindigkeiten zwischen Schichten (Viskositét) herrscht,
geschieht dies analog zwischen Randschicht des Fluids und Randschicht des
Festkorpers. Teilchen (des Fluids) haften somit an der Oberfliche, und wir
erhalten die no-slip boundary condition

(v —v0): = 0.

Das heifit, die charakteristische Zeit, die Fluidteilchen ben6tigen, um in me-
chanisches Gleichgewicht mit festen Oberflichenteilchen zu kommen, ist viel
kleiner als die charakteristische Zeit, dass Teilchen ihre makroskopische Ge-
schwindigkeit dndern.

Betrachten wir bspw. einen Flug von Frankfurt nach New York. Die no-
slip boundary condition impliziert nicht, dass dieselben Molekiile, die sich
in Frankfurt an der Tragfliche befanden, dies auch in New York tun. Ein
Teilchen (Materialpunkt) enthélt viele Molekiile, die sich austauschen kénnen
(Fluktuation), trotzdem das Teilchen immer dieselbe Geschwindigkeit wie
die Tragfliche hat. Die Geschwindigkeit des Teilchens gibt sozusagen den
Mittelwert der Geschwindigkeiten der enthaltenen Molekiile an.

Es gibt allerdings Ausnahmen fiir diese Randbedingung, z.B. wenn die in-
termolekularen Kréfte innerhalb der Fliissigkeit viel groler sind als zwischen
Fluid und Wand. Eine mogliche slip boundary condition, die wir in dieser
Situation ableiten konnen, ist

t; = 0.

Dabei ist t der Spannungsvektor, definiert durch ¢ := Tn mit dem Span-
nungstensor T, der durch ein Gesetz wie z.B. T = pu (Vo + Vo) + pl
bestimmt ist, wobei v die Geschwindigkeit ist.
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Kapitel 2

Kinematik

2.1 Konfiguration und Deformation

Wir wollen Kérper und deren Bewegungen und Deformationen untersuchen.
Dies geschieht in einer vierdimensionalen Raum-Zeit. Wir beschréanken uns
hier auf die Newtonsche Raum-Zeit W, d.h. relativistische Effekte werden
vernachlissigt. W wird mit R x R? identifiziert, d.h. es gibt eine bijektive
Abbildung

$: W - R xR,

die wir Bezugssystem nennen.

1.1 Definition. Ein Korper B ist eine Menge von Materialpunkten P, die
mit einer Topologie und einem nichtnegativen Borelmafl versehen ist.

1.2 Definition. Eine Konfiguration eines Korpers B ist eine bijektive Ab-
bildung von B in eine Teilmenge des R3.

Um der Konfiguration des Korpers eine mathematische Struktur zu ge-
ben, versehen wir R? mit dem Standardskalarprodukt, der Standardbasis und
einem Koordinatenursprung. Man kénnte auch beliebige andere Skalarpro-
dukte und -basen nehmen. Man kann z.B. das Koordinatensystem beziiglich
eines Labors, eines Fixsterns oder eines fahrenden Zuges betrachten.

Es ist nun zweckméfig, eine bestimmte Konfiguration als Referenzkonfi-
guration zu wéhlen. Sei

k:B—R P X :=k(P) (1.3)
eine Referenzkonfiguration. Die Koordinaten von X bzgl. der Standardbasis,

d.h. X = X'e;, nennt man Referenzkoordinaten. Der Korper B in einer
Konfiguration x wird mit B, bezeichnet.

15
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B
NS

1.4 Definition. Sei k eine Referenzkonfiguration und x eine beliebige wei-
tere Konfiguration. Die Abbildung

Xe =XOoK 1 Be =By, X xe(X) (1.5)
heifst Deformation des Kdrpers B von & nach x. Wir notieren
x = xx(X) = x(k(X)). (1.6)

Per Konstruktion ist die Abbildung x, bijektiv. Wir beschranken uns im
Weiteren auf C'-Diffeomorphismen x,,.

1.7 Definition. Der Deformationsgradient von x relativ zu k ist durch
FK = VXX;@ (18)
definiert.

Wenn klar ist, welche Referenzkonfiguration gemeint ist, wird F, auch
einfach als F bezeichnet. Aus der Bijektivitdt von x,, folgt mit dem Satz
itber die Umkehrabbildung, dass det F,, # 0 ist. Es gilt

O \ =L
VxX.=VxT = <8Xj>j1 :

Die Taylorformel liefert nun
T — 2o = Xu(X) — X (Xo) = Fiu(X0)(X — Xo) + 0| X — Xo|). (1.9)
Wir definieren die Vektoren
dX =X — X, und dr =FdX. (1.10)

Aus (1.9) folgt, dass da eine Approximation 1. Ordnung an & — xg ist.
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1.11 Lemma. Seien d X1, d X, zwei linear unabhdngige Vektoren und seien
dx,, dxs durch (1.10) definiert. Dann gilt fir dA = dX; x dX, und
da := dx, X dxy die Bezichung

da = det(F)F~"dA. (1.12)

d A ist derjenige Vektor, der senkrecht zum von d X, d X5 aufgespannten
Parallelogramm steht und als Léange gerade den Flécheninhalt dieses Paral-
lelogramms hat.

BeEweIs: Es gilt da := dz1 x dz2 = (F dX1) x (F dX2). Wir tiberpriifen (1.12)
komponentenweise:

da' = e;jx FL,dX]" FYdX%
= 6leqjn FI,FF dXTd XY
= (B FFy g dXTdXE
= ermpdet F(F Y dX"d XY
— detF (F~'dA)". O
1.13 Lemma. Seien dX;, 1 = 1,2, 3, linear unabhdingige Vektoren, dx;, i =

1,2,3 die durch (1.10) definierten deformierten Vektoren und dV bzw. dv
die jeweils aufgespannten Parallelepipede. Dann gilt

vol(dv) = det F vol(dV).
BEWEIS: Es gilt

vol(dv) = dx1 - (dxa X dx3)
=FdX; - (FdX2; x FdX3)
= eijn B, dXT" FI dXY FF dX}§
= Empq det Fd X" dX¥ d X
=detFdX; - (dX2 x dX3)
= det Fvol(dV). 0

Lemma 1.13 zeigt, dass det F ein Maf fiir die lokale Deformation eines
Korpers ist.

2.2 Bewegung

2.1 Definition. Eine Bewegung eines Korpers ist eine stetige Parameter-
familie von Konfigurationen, d.h. eine Abbildung x: I x B — R3, sodass
xt == x(t,-) fir allet € I CR eine Konfiguration ist.
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Wir nehmen [ = [0, 7] an, wihlen xo := x(0, -) als Referenzkonfiguration
und identifizieren Materialpunkte P mit ihrer Position zum Zeitpunkt 0.
Ferner notieren wir

X =x(0,P), X=:X'e; (2.2)

und nennen dies die Referenz- oder Lagrangekoordinaten.
Mithilfe von Definition 1.4 kann man eine Bewegung auch als eine stetige
Parameterfamilie von Deformationen auffassen:

Xxo(l,) =Xtox0 i Bo = B, Xz (2.3)

Da die Referenzkonfiguration schon gewahlt ist, werden wir den Index x, in
Zukunft weglassen. Damit konnen wir die Fulerkoordinaten definieren:

=z(t,X):=xtX), x=12"€. (2.4)

Fiir die Fahrt mit einem Auto beschreiben die Lagrangekoordinaten die Sicht-
weise der Fahrers im Auto und die Eulerkoordinaten die Sichtweise eines
feststehenden Beobachters, der die vorbeifahrendes Autos verfolgt.

Mit dieser Notation gilt fiir den Deformationsgradienten

oz’ (t, X))Z 25

F:F(t,X):VX:E:( aX]

J

Jede physikalische Grofle, die mit der Bewegung in Zusammenhang steht,
d.h. eine Funktion G: I x B — R*, k € N, kann beschrieben werden bzgl. den
FEulerkoordinaten (t,x) oder den Lagrangekoordinaten (t, X), welche durch
die Transformation x ineinander iiberfithrt werden. So hat G die Beschrei-

bungen N N
G(t,P) =G(t, X) = G(t, x)

wobei G: T x By — R¥ und G: T x B; — R¥ ist. Zwischen G und G gelten
somit die Beziehungen

G(t,X) = G(t,x(t, X)),

G(t.x) = G(t,x'(t,z)).
Wir nennen G die Lagrangebeschreibung und G die Eulerbeschreibung der
GroBe G. Da es ja nur verschiedene Beschreibungen derselben Grofie sind,

ist es in der Kontinuumsmechanik iiblich, nicht zwischen G und G zu un-
terscheiden. Dies kann jedoch zu Unklarheiten fithren, wenn die Grofie bzgl.
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Zeit oder Ort abgeleitet wird, denn das Ableiten héngt von der Wahl der Ko-
ordinaten ab. Dies wird dadurch vermieden, dass unterschiedliche Symbole
fiir die verschiedenen Ableitungen verwendet werden:

oG ‘
Grad G :=VxG = <8XJ (t, X))J

grad G .=VG :=V,G = (aﬁ(t,w)> )
J

oxJ
G .  0G dG
o =G X =g (%)
G oG

Wir bezeichnen G als materielle Zeitableitung.
2.6 Definition. Die Geschwindigkeit einer Bewegung ist definiert als

_dx
: t, X
v d( )

Es gilt dann v =v(t,x) = v(t,x(t, X)) = v(t, X).
2.7 Definition. Die Beschleunigung einer Bewegung ist definiert als
v _ax
dt dt?’
d.h. es gilt a = a(t,x) = a(t,x(t, X)) = a(t, X).
2.8 Definition. Der Geschwindigkeitsgradient einer Bewegung ist definiert

durch
L := Vv =gradw.

Wir kénnen die (tensorwertige Grofie) L eindeutig in ihren symmetrischen
und ihren antisymmetrischen Teil zerlegen, d.h. wir schreiben

L=D+W
mat
=1 (Vo+Vo'), W:=1(Vo-Vu').

Wahrend die kanonische Darstellung der Geschwindigkeit, der Beschleuni-
gung und des Geschwindigkeitsgradienten die Eulerbeschreibung ist, ist die
kanonische Darstellung des Deformationsgradienten die Lagrangedarstellung,
dh.v=3(tx), a=a( z), L=Lz) und F = F(t, X).

Wir wollen nun einige hilfreiche Relationen herleiten.
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2.9 Lemma. Fir jede (skalare) Grifie G gilt folgende Beziehung zwischen
materieller und partieller Zeitableitung:

dG  0G 8G oG
—%—E—F %_EJFU (VG)

BeEwEIs: Es gilt

dG
@
dG
- %f( Lt X)) + 0 (1 (1, X)) O 1, X)

—_———

=07 (t,x)

t, X)

e

PN ]
=2 —(t,x) + vV (t,x) — B (t,x).

O

Wir kénnen Lemma 2.9 auch komponentenweise auf Vektoren/ Tensoren
anwenden. Fiir ein Vektorfeld © = u’e; erhalten wir

u:§+[VU]

wobei ([Vuv)' := d;u'v’.

2.10 Lemma. FEs gilt die folgende Beziehung zwischen dem Fuler- und dem
Lagrangegradienten einer Grifie G:

oXi 7 i’
GradG =F'gradG =F' VG.

oG _ ,;0G

BEWEIS: Fiir die partiellen Ableitungen gilt

oG 9G aé’
oG oxJ
= (X X)) e
~—~
=F/
= F’ZJ% = (FT VG)i'
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Fiir ein Vektorfeld w ergibt sich also

ou’ L ou'
0xXi Fj ozk’
d.h.
Gradu = VuF.

: dx _ d
Indem wir Grad X =

Geschwindigkeit v, dass

Grad x benutzen, erhalten wir insbesondere fiir die

F=VoF (2.11)

bzw.
L=Vv=FF! (2.12)

gilt.
In der linearen Algebra wird folgende Implikation gezeigt: Da F inver-
tierbar ist, existieren eindeutig bestimmte Matrizen U, V, R, wobei U, V
symmetrisch und positiv definit sind und R orthogonal ist (d.h. RR" =1),

sodass
F=RU=VR

gilt. Mit (2.12) folgt dann

L=FF'=(RU)RU)™
= (RU+RU)U 'R
=RR"+RUU'R".
Analog zeigt man L = VV~'4+VRRT V! anhand der Zerlegung F = VR.
Wir fixieren ¢ und wéhlen die aktuelle Konfiguration als Referenzkonfigura-

tion. Wir benutzen den Index 0, um dies anzuzeigen. Es gilt nun Fy = I und
damit Uy = Vy = Ry = I. Daraus folgt

L=Ry,+Uy,=V,+Ry.

Man kann nachrechnen, dass RO antisymmetrisch ist und UO, Vo symme-
trisch sind. Vergleichen wir dies mit der eindeutigen Zerlegung L = D + W
in symmetrischen und antisymmetrischen Anteil aus Definition 2.8, so folgt

D=U,=V, W =R, (2.13)

Wir kénnen diese Beobachtung folgendermafien interpretieren: Dass U
symmetrisch und positiv definit ist, ist dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte
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positiv sind. Es existiert also eine Orthonormalbasis b;, 7 = 1, 2, 3, von Eigen-
vektoren mit U b; = Ab;. R ist orthogonal und damit eine Rotationsmatrix
(falls det R > 0 ist). Fiir die Vektoren dx, dX aus Abschnitt 2.1 folgt

de =FdX = R UdX = 'V RdX.
N~ S ~N~ S——~

Rotation Verzerrung Verzerrung Rotation

U und V heiflen deshalb auch Verzerrungstensoren.
B (ZER
SO SN

Dass wir die aktuelle Konfiguration als Referenzkonfiguration gew&hlt ha-
ben, impliziert L = Fy. Der Geschwindigkeitsgradient L misst also die De-
formationsgeschwindigkeit. Wir erinnern uns an die Darstellung (2.13) und
konnen deshalb den symmetrischen Anteil D des Geschwindigkeitsgradien-
ten als Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und den asymmetrischen Anteil
W als Rotationsgeschwindigkeitstensor auffassen.

2.14 Lemma. Sei J die Determinante des Deformationsgradienten,
d.h. J :=detF. Dann qilt

J=JtrL = Jdivw.

BEwEIS: Wir erinnern an die Notation A : B := tr (ATB) = A;B; Mit (2.11)
gilt dann

. d OdetF .. OdetF , , OJdetF
J=—detF = — [ = — L FY = : (LF).
dt oF 7~ 9F 1T T oF (LF)
Andererseits gilt fiir alle C, dass
d Odet F
— det(F C = :
ds (F+sC) s=0 OF

Weiter haben wir

det(F +sC) =det (sF (s 'I+F'C)) = s’det F det(s ' I+ F~'C).
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Aus der linearen Algebra kennen wir die Darstellung des charakteristischen Poly-
noms det(AT+ A) = X3 + A2 I;(A) + A I2(A) + I3(A), wobei I;(A) die Hauptin-
varianten von A sind, d.h. I;(A) =tr A, I(A) = 1 ((trA)? — tr (A?)), I3(A) =
det A. Es folgt

det(F + sC) = detF (1 +s[[(F'C) + s> L(F'C) + s 3(F'C)).
Wir berechnen

L(F'C)=tx(F'C)=(F ), C/=F":C

J 7
und erhalten
OdetF

—detFF .
OF det

Insgesamt folgt

J=JF T :(LF)=Jtr (FYLF))=Jtr (LF)F')=JtrL. -

2.15 Satz (Transporttheorem). Sei Vy C By und sei V; = x¢(Vo) eine
Bewegung eines Teils des Korpers B. Weiter sei G eine Grife der Bewegung
von B. Dann gilt

4 G(t,x) dx = / ié(t,m)+é(t,x)divv(t,m)dx. (2.16)
dt Jy, v, dt

BEWEIS: Aus dem Transformationssatz folgt

Gt,x)de = | G(t,x(t, X)) J(t, X)dX.
Vi o ——~——
=G(t,X)

Daraus folgt mit dem Satz iiber die Differentiation parameterabhéngiger Integrale
und Riicktransformation

d d

i) 6= | G(t, X) J(t, X)dX
d~ _ d
= | LGt X)JtX)+Gt,X) —JtX) dX
v, dt dt
—_——

=J(t,X) divo(t,X)

B / (%a(t’X(t’X)) + atvX(th))divﬁ(t,x(taX))) J(t, X)dX
Vo

— [ LG4 2) + Gt x) divolt, ) da.
, dt
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Bemerkung. Im Falle zeitabhingiger Gebiete ist es nicht maglich, Diffe-
rentiation und Integration im Stile parameterabhingiger Integrale zu vertau-
schen. Wir betrachten dazu folgendes Beispiel: Sei B;(0) C R® ein Ball mit
Radius t. Dann gilt einerseits

d d
— 1dz = —vol(B,(0)) = ¢(d) t?1
it o 1= OB = el
und andererseits J
/ —1dx = / 0dx = 0.
B¢(0) dt B¢(0)
Offensichtlich gilt also
d d
— 1d# —1dx.
dt J g, By(o) 4t

Aus Lemma 2.9 folgt mit der Produktregel
G+ Gdive = 8,G + div(Gv).

Wir setzen dies in (2.16) ein und erhalten mit dem Satz von Gauf

d
— Gdx = 0,G + div(Gw) dx = atde+/ Gv - ndo.
dt Jy, Vi Vi ovi

Wir haben also die zeitliche Anderung der Gréfle G in einem zeitabhingigen
Volumen V; als zeitliche Anderung bei festem Gebiet V; (linkes Integral) plus
dem Fluss durch den Rand 0V; (rechtes Integral) dargestellt.

2.17 Definition. Fine Starrkorperbewegung eines Korpers ist eine Bewe-
gung, bei der der Abstand zweier beliebiger Punkte invariant (konstant) ist.

Das folgende Lemma aus der linearen Algebra charakterisiert
Starrkdrperbewegungen als affine Transformationen:

2.18 Lemma. FEine Bewegung ist genau dann eine Starrkérperbewegung,
wenn

r=x(tX)=c(t)+Q(t)X
gilt, wobei ¢(t) ein Vektor und Q(t) ein orthogonaler Tensor ist.

BEwEIS: "<«<": Klar.
7=": Sei x eine Starkdrperbewegung und seien

;= X (X5), fir i =0,1,2.
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Dann gilt
lx; — x| = | X5 — X, fir 4,5 =0,1,2.
AuBlerdem gilt
|y — x2)? = |21 — @o|* — 2 (11 — x0) - (X2 — T0) + |@2 — o>
und analog
X1 — Xa* = | X1 — Xo|* —2(X1 — Xo) - (X2 — Xo) + | X2 — Xo|*.

Insgesamt erhalten wir aus diesen Gleichungen, dass

(r1 — x0) - (2 —20) = (X1 — X0) - (X2 — X0) . (2.19)

Sei nun (eq) die Standardbasis des R?, X # 0 klein und die Materialpunkte P, so
gewahlt, dass
Xo + Aeq = X(O, Pa) =: Xq.

Mit x4 bezeichnen wir die Bilder von X unter x; und stellen sie in der Form
To = To + Aba

dar, wobei b, ein passend gewihlter Vektor des R? ist. Ersetzen wir nun Xo und
X1 in (2.19) nacheinander durch X, und Xz erhalten wir

(1 — o) - ba = (X1 — X0) - €a,
ba -bg =eq €5 =dup
fiir o, 3 = 0,1,2. Somit sind die (by) eine Orthonormal-Basis des R3. Es folgt
r1 — I ( ry — mo a)ba
= ((X1 — Xo) - €%)ba
= (ea ® bg) (X1 — Xo)
= Q (Xl - X()) .

Dass es sich bei Q um einen orthogonalen Tensor handelt ist klar aus der Definition
iiber das Tensorprodukt. Nun definieren wir noch fiir ein festes X

c:=xo — Q (Xo)

und haben damit fiir ein festes aber beliebiges ¢ einen Vektor ¢ und einen ortho-
gonalen Tensor @ gefunden, so dass fiir beliebige X gilt

— x(t,X) = ¢+ Q(X).

Da t beliebig war beweift dies die Behauptung. O
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Kapitel 3

Grundgleichungen der Thermo-
dynamik

3.1 Massenerhaltung

In Abschnitt 1.2 haben wir gesehen, dass die Eigenschaften der Masse die
Existenz einer Dichte p implizieren. Sei x eine Bewegung eines Kérpers und
sel

p: I xB =R, (t,x)— p(t,x)

die zugehorige Dichte. Dann ist die Masse eines beliebigen Teils des Korpers
V C B zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

M(V) = /V pdz,

wobei V; := x, (V).

Wir betrachten im Folgenden nur Prozesse ohne chemische und kernphy-
sikalische Reaktionen, das bedeutet, es wird weder Masse erzeugt noch ver-
nichtet. Wir wissen damit:

1.1 Prinzip (Prinzip der Massenerhaltung). Die Masse jedes beliebigen
Teils V' des Korpers B ist in jeder Bewegung zeitlich konstant, d.h.

% thd:c:(]. (1.2)
Das Transporttheorem 2.15 liefert dann fiir alle Zeiten ¢, dass
Vt%—kpdivvdxzo (1.3)
bzw.
g Owp + div(pv) dz = 0. (1.4)

27
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In der Modellierung nehmen wir an, dass alle auftretenden Groflen glatt sind.
Diese Annahme wird erst bei der mathematischen Theorie der entsprechen-
den Gleichungen wieder aufgegeben werden. Da V; beliebig ist und der Inte-
grand als glatt angenommen wurde, erhalten wir aus (1.3), (1.4) die lokalen
Gleichungen der Massenerhaltung

Op +div(pv) =0 (1.5)
bzw.
p+pdive =0 (1.6)

in der Eulerbeschreibung.
Das Prinzip der Massenerhaltung 1.1 liefert auch, dass die Masse eines
Teils V' des Korpers zu jedem Zeitpunkt gleich ist, d.h.

M(V):/ pdX = [ pdx.
Vo

Vi
Mit der Transformationsformel folgt
[ A0.x)0x = | pex(t. X)) g X)ax.
Vo S——

Vo —
=p(t,X)

Da Vj beliebig war, folgt fiir alle t € I, X € By
p(0, X)) = p(t, X) J(t, X), (L.7)

die Massenerhaltungsgleichung in der Lagrangebeschreibung.

3.2 Energieerhaltung

Wir vernachléssigen chemische Prozesse und elektromagnetische Effekte und
postulieren das Energieerhaltungsgesetz: !

2.1 Prinzip (1. Hauptsatz der Thermodynamik). Fir jeden beliebi-
gen Teil V eines Kirpers B ist in jeder Bewegqung die Anderung der totalen
Energie E gleich der zugefiihrten Wédrme H plus der geleisteten mechani-
schen Arbeit P, d.h.

E(V;) = P(V}) + H(V,). (2.2)

L Auch dieses Gesetz kann auf niedrigeren Modellebenen, d.h. auf mikro- oder mesosko-
pischer Ebene unter Beschreibung der molekularkinetischen Vorgénge, bewiesen werden.
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Um aus dem Prinzip 2.1 brauchbare Schliisse ziehen zu koénnen, bringen
wir die neu eingefiihrten Gréflen F, P, H nun mit bekannten Groflen in
Zusammenhang. Die totale Energie E ist selbst Summe aus kinetischer und
innerer Energie, wobei gilt

1
kinetische Energie: K(V,) = / 5P |v|? du,
Vi
innere Energie: UWV) ::/ pedz.
Vi

Dabei ist e die spezifische innere Energie, d.h. innere Energie pro Masse.

Nun betrachten wir Leistung und Arbeit. Arbeit ist definiert als Kraft mal
Weg. Geleistete Arbeit, also Leistung, ist Arbeit pro Zeit und damit gleich
Kraft pro Geschwindigkeit. Auf einen Koérper wirken fiir alle Testvolumina V;
Volumenkriifte (wie Gravitation, Zentrifugalkrifte), sowie Oberflichenkrifte
(wie Druck, Zug oder Spannung). Wir bezeichnen mit b die spezifische dujfSere
Volumenkraft und mit ¢t die Kontaktkraft auf den Rand von 0V; und schreiben
die Gesamtkraft F' als

F(Vt)—/ pbdx—i—/ t do.
Vi vy

2.3 Satz (Spannungsprinzip von Cauchy). In jedem geschlossenen Sys-
tem gibt es einen Spannungsvektor t, sodass er die Wirkung der aktuellen
Krdfte, die vom Material auf das Testvolumen V; einwirken, ausgleicht. Der
Spannungsvektor hingt nur von der Position und der dufleren Normalen der
Oberfliche des Testvolumens ab, d.h.

t=t(t,z,n).

Fiir die mechanische Leistung folgt damit

P(Vt):/pb-'udx—i-/ t-vdo.
Vi vy

Fiir die Warme gehen wir analog vor. Wir unterscheiden zwischen spe-
zifischen Volumenwirmequellen r (z.B. durch Radiation/ Warmestrahlung)
und Warmefluss durch die Oberflache h. Fiir die Warmezufuhr ergibt dies

die Zerlegung
H (V) :/ prdx—i—/ h do.
Vi vy

Analog zum Cauchyschen Spannungsprinzip postulieren wir das
Wiérmeflussprinzip von Fourier:
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2.4 Satz (Wirmeflussprinzip von Fourier). Der Wirmefluss h hingt
nur von der Position und der dufleren Normalen ab, d.h.

h = h(t,z,n).
Insgesamt liefert der 1. Hauptsatz also:

2.5 Folgerung. Es gilt

1
i(/ —p|v|2+ped:p>:/pb-v+prdz+/ t-v+hdo. (2.6)
dt \ Jy, 2 v, oV

3.3 Invarianzen

Prinzip der Objektivitiat (PMFI)

Das Prinzip der Objektivitat oder PMFI (Principle of material frame indif-
ference) gibt Auskunft iiber die Invarianz der Materialeigenschaften und der
Materialgesetze.

Um fundamentale Groflen wie Zeitintervalle oder Abstdnde messen zu
konnen, benotigen wir ein Bezugssystem (z.B. Labor, Fixstern). Nur wenn
ein solches Bezugssystem zu allen Zeiten gegeben ist, kann man die relative
Bewegung von Teilchen bestimmen und damit Geschwindigkeiten, Beschleu-
nigungen usw. berechnen. In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dass dieses
Bezugssystem mathematisch beschrieben wird durch eine Abbildung

& W =R xR (3.1)

Im Prinzip ist nicht das Bezugssystem an sich wichtig, sondern vielmehr
die Anderung desselben, welche die Eigenschaft haben sollte, dass Abstéinde,
Zeitintervalle und die zeitliche Reihenfolge erhalten bleiben. Seien ® und ®*
zwel Bezugssysteme. Dann nennen wir

x =0 0@ L RxR* >R xR} (t,x) > (t"2%) (3.2)

eine Bezugssysteminderung. Wenn eine Bezugssyteménderung die
obigen Bedingungen erfiillt, dann kann man genau wie fiir die
Starrkorperbewegungen (vgl. Lemma 2.18) zeigen, dass dann gelten muss:

2 = Qt)z + clt),
t"=1t—a,

wobei Q(t) ein eigentlicher orthogonaler Tensor ist, d.h. Q(#)Q'(t) = I,
det Q =1, ¢(t) ein Vektor und a ein Skalar.

(3.3)
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3.4 Definition. Sei * eine Bezugssystemdanderung der Form (3.3). Wir nen-
nen eine zeitabhingige Grifie Bezugssystem-indifferent bzw. objektiv, wenn
qilt:

b*(t*) = b(t) fiir Skalare,

uw*(t") = Q(t)u(t) fiir Vektoren, (3.5)

S*(t) = Q()S()Q'(t)  fiir Tensoren.

Fiir einen Vektor u im Bezugssystem ® existieren Punkte &1, 2 € R? so,
dass u = &1 — x2. Seien xj, x5 die zugehorigen Punkte bzgl. des Bezugssys-
tems @ und sei u* := @} —x5. Aus (3.3) folgt dann u* = Q u. Dies bedeutet,
dass w und w* denselben Vektor, beobachtet in verschiedenen Bezugssyste-
men, darstellen. Analog argumentiert man bei Tensoren, die ja mit linearen
Abbildungen identifiziert werden. In der Tat soll fiir alle Vektoren v, w gel-
ten: w - Av = w* - A*v*, aber w- Av = Q'w* - AQ v* = w* - QAQ T v*,
d.h. A* = QAQ". Eigentlich ist (3.5) nichts anderes als ein Basiswechsel.

Ein Spezialfall hiervon sind die Galilei-Transformationen

¥ = Qx +ct+d,

3.6
t"=t—a, (3.6)

wobei Q ein eigentlicher orthogonaler Tensor ist, ¢, d Vektoren sind und a
ein Skalar ist. Wir haben also in (3.3) Q(t) = Q, ¢(t) = ct+d gesetzt, d.h. es
kommen keine beschleunigten Transformationen vor. Wenn man nur Galilei-
Transformationen betrachteten wiirde, wére ein Beschreibung der Drehung
eines Karussels aus der Sicht einer mitfahrenden Person nicht mdoglich.

Sei nun eine Bewegung x(t, X) = x(t, X) gegeben. Wir wissen, dass die
Geschwindigkeit und die Beschleunigung vom Bezugssystem (Beobachter)
abhéngen und somit nicht objektiv sein kénnen. Wir berechnen die Trans-
formation einiger kinematischer Groflen fiir den Fall a = 0. Es gilt

z* = c(t) + Q(t) x(t, X) = x"(t, X), (3.7)
dx* de d d .

v = df* :d—§+d—?x(t,X)+Qd—f=é+Qm+Qv, (3.8)

CZ: = Qb+ é+2Qu + Qu, (3.9)

Vor=QVeQ +QQT, (3.10)

F* = QF, (3.11)

D*=QDQ". (3.12)

Da Q orthogonal ist, folgt, dass QQT antisymmetrisch ist. In der Tat,
wenn man die Zeitableitung von QQ' = I berechnet, erhilt man

QQ'=-QQ"=-(QQ")", (3.13)
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was beweist, dass QQT antisymmetrisch ist. Daraus folgt auch, dass divv
objektiv ist, denn

divio* = tr Vo' =tr (QVe Q' + QQ") = tr Vo = divw. (3.14)

Man beachte, dass die Beschleunigung und der Geschwindigkeitsgradient in-
variant unter Galilei-Transformationen sind.

Ubung: Man leite eine Formel fiir den Gradienten eines objektiven Vektors
her und fiir die materielle Zeitableitung objektiver Grofien.

3.15 Prinzip (Prinzip der Objektivitit). Alle Materialeigenschaften
sind unabhdngig vom Bezugssystem, d.h. sie sind objektiv. Insbesondere gilt
unter einer Bezugssystemdnderung (3.3):

p*(t*,x*) = p(t,x), h*(t",x*)=h(t,x), (" x*)=e(tx),

t(t*, %) = Q(t) t(t, ). (3.16)

Forminvarianz

Physikalische Gesetze sind unabhéngig vom Bezugssystem. Dies ist die Kon-
sequenz dessen, dass man nicht in der Lage ist, ein bevorzugtes Bezugssystem
zu finden, oder anders, dass es unmoglich ist, durch Experimente innerhalb
eines Bezugssystems die relative Bewegung dieses Bezugssystems beziiglich
eines anderen Bezugssystems zu bestimmen. Dariiber gibt das PFI (Principle
of form invariance) Auskunft:

3.17 Prinzip (Prinzip der Forminvarianz). Fin physikalisches Gesetz
hat in zwer beliebigen Bezugssystemen die gleiche Form, d.h. es ist invari-
ant unter Bezugssystemdnderungen. Hierbei wird vorausgesetzt, dass sich die
spezifischen Volumengquellen unter Bezugssystemdnderungen (3.3) wie folgt
transformieren:

r(t*, ") =r(t, @),
b (t*, ") = Q(t) b(t, ) + ¢(t) + 2Q(t) v(t) + Q(t) .

Die letzten 3 Terme in (3.18) sind sogenannte Scheinkrdfte, die durch Be-
schleunigungen in der Bezugssysteménderung auftreten. Sie beinhalten ins-
besondere die Corioliskraft und Zentrifugalkréfte. Man beachte, dass die Ter-
me fiir Galilei-Transformationen verschwinden und somit die Volumenkréfte
unter Galilei-Transformationen objektiv sind.

Man kann leicht iiberpriifen, dass das Massenerhaltungsgesetz

(3.18)

p+ pdive =0
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(vgl. (1.6)) das Prinzip der Forminvarianz erfiillt. In der Tat, das Prinzip
der Objektivitdt besagt, dass p objektiv ist. Weiter sind materielle Zeitab-
leitungen objektiver Skalare objektiv und (3.14) zeigt, dass divw objektiv
ist.

3.4 Impulserhaltung und Drehimpulserhal-
tung

Wir wollen nun zeigen, dass aus der Energieerhaltung sowie den Prinzipien
der Objektivitdt und der Forminvarianz alle weiteren Erhaltungssétze fol-
gen. Wir zeigen zuerst, dass man fiir eine skalare Oberflichengréfie einen
Flussvektor definieren kann.

4.1 Satz (Cauchy). Sei x eine Bewegung eines Korpers B und gelte fiir
beliebige Teile V' des Korpers (der Erhaltungssatz)

/Vt bt ) d = /8 clt.w.m)do (42)

wobei n die dussere Einheitsnormale von OV ist und b, ¢ hinreichend glatte
skalare Funktionen sind. Dann gibt es ein eindeutiges Vektorfeld ¢, sodass

c(t,z,n) =c(t,x) - n. (4.3)
BEWwWEIS: Wir fixieren eine Zeit tg, wihlen einen beliebigen Punkt &g im Innern
des Korpers und heften dort ein Standard-Koordinatensystem an. Der Punkt xg ist

dann O; eine Ebene mit der Einheitsnormalen n schneide die Koordinatenachsen
in A, B und C. Wir setzen fiir die Flichen des entstehenden Tetraeders V},

o":= AABC, oh:=AOBC, o} :=A0OAC, ob:=AOAB.

€3
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Ist h der Abstand von O zu AABC, so gilt

1 1
vol(V,) = 3 h|oh| = §|OAHO'{Z|. (4.4)
Wir definieren die Komponenten n’/ via n =: n’e;. Es gilt nun n! = % =
cos Z(n,0A) = |OA| Wir setzen dies in (4.4) ein und erhalten |of| = |o"|n'.
Vollig analog folgt ‘
loh| = |o"|nt. (4.5)

Aufgrund der Glattheit der skalaren Funktionen und der Glattheit der Bewegung
erhalten wir mit einer Konstanten M
/ bdx

/ bdx
Vi

Somit folgt wegen Voraussetzung (4.2) auch

/ ¢ (to,x,n) do
v,

Wir definieren nun den Vektor ¢ komponentenweise (bzgl. der Standardbasis e;)
durch

M
< Mvol(Vy,) = ?h lo"| = lim =0.

h—0 |Uh|

lim =0.

0 ||

& (to, x) == c(to, x, —e;).

cdo = /éjdo—l—/ cdo.
/3Vh EJ: alt oh

Weiter gilt mit (4.5) und der Glattheit von c:

Dann haben wir

lim h‘/ & do = lim h|/ & do = & (tg, o) n?

h—0 ’0’ h—0 ’a

lim h‘/ ¢(x,n)do = c(tyg, zo,n).

h—0 |o
Daraus folgt
0 =c(toxo,n) + & (tg, o) n! = c(to,x0) = c(to, To) - M
da é(tg, zo) = —c(to, xo, €;). O

4.6 Satz (Green, Rivlin). Sei x eine Bewegung eines Kirpers B und gelte
fiir beliebige Teile V' des Kérpers die Energieerhaltung (2.6). Dann folgt aus
den Prinzipien der Objektividt und der Forminvarianz, dass
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1. ein objektiver Spannungtensor T wund ein objektiver Warmefluf3-
vektor q existieren, so dass fiir alle t und x € By

tit,z,n) =T(t,x)n, h(t,z,n)=q(t,x)- n, (4.7)

2. die Massenerhaltung in der Form (1.3) gilt,

3. die Impulserhaltung?

/pi)dx—/ td0:/pbd:v, (4.8)
Vi v, Vi

/p'i)dx—/diVde:/pbdx (4.9)
Vi Vi Vi

fiir beliebige Teile V' des Korpers B und alle t gilt,
4. die Drehimpulserhaltung
T(t,x) =T (t,x) (4.10)
fir alle t und x € B; gilt.

5. die reduzierte Form der Energieerhaltung

/pédx—/diqux:/T:D—i-prdx (4.11)
Vi Vi Vi

fiir beliebige Teile V' des Korpers B und alle t gilt.

BEwEIs: Ad 1: Mit dem Transporttheorem Satz 2.15 folgt
d 1 1 '
dt (/Vt §p|v|2dx> = 2/% (P|U|2> + plv]? div v dz

1
:/ (p+ pdive) =|v|? + pv - v dz,
Vi 2

d
</ peda:)z/ (pe) + pedivvdz

—/ (p+ pdivv) e+ péde.
Vi

*Der Vektor div T ist komponentenweise definiert als (9;T7);.



36 3. GRUNDGLEICHUNGEN DER THERMODYNAMIK

Somit hat die Energieerhaltung die Form

/ (p+ pdivo) <e+1|v|2) +p(e+v-0)de
Vi 2

—/ pb-v—l—prdaz—i—/ t-v+ hdo.
Vi Vi

Sei eine Bezugssysteménderung in Form einer Galilei-Transformation

(4.12)

'=Qxr+ct+d, t'=t

gegeben. Das Prinzip der Forminvarianz fiir die Energieerhaltung liefert dann im
transformierten Bezugssystem

p* + p*divv* e*—l—llv*\Q +p*(e* +v* - v*) da*
- 2
t

(4.13)
:/ p*b*-v*—l—p*r*dm*—l—/ t*-v* + h"do",
Vi* av't*
wobei b* = Qb und r* = r. Die Transformation besteht aus Translation und

Rotation, d.h. Volumen und Flédchen bleiben erhalten. Somit haben wir dz* = dz
und do* = do. Wahlen wir ¢ beliebig, aber fest, und setzen Q = I sowie cty = —d,
so erhalten wir Vi = V;, und

" =Qx+cty+d==z.

Fiir diese Transformationen haben wir v* = v + ¢, ¥* = v und div* v* = divw.
Das Prinzip der Objektivitat liefert p* = p, e* = e, t* =t und h* = h. Somit folgt
durch Subtraktion von (4.13) und (4.12)

1
p+ pdive) (v-ec+ =|c? dl':/
/wo( ) (v- e+ 3lel) o= [

to

p(b—v) -cd:c—l—/ t-cdo. (4.14)
Vi

Wenn man nun ¢ = e;, i = 1,2,3, wihlt, erhiilt man eine Gleichung fiir t*. Aus
dem Satzes von Cauchy (Satz 4.1) folgt dann die Existenz von Vektoren a* mit

tZ:aVn:a;nj

und somit gilt fiir den Spannungstensor T := (a;); die Beziehung t = T n. Dass der
Spannungsvektor objektiv ist, impliziert, dass auch der Spannungstensor objektiv
ist, d.h.

T (t*,2") = Q(t)T(t, z)Q" (t). (4.15)

In der Tat, da Normalen objektiv sind, d.h. n* = Qn, und Q orthogonal ist,
erhalten wir

T'n =t =Qt=QTn=QTQ' n*
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Da n* beliebig ist, folgt (4.15). Mit dem Satz von Gauf} kénnen wir den Ober-
flichenterm in (4.12) mit ¢ in einen Volumenterm umformen:

/ t-'vd0:/ (Tn)~'vdo:/ T;njvido
oVy oVy oWy
:/ @-(T}vi) d:c:/ div (TTU) dz
Vi

Vi

(4.16)

Wenn man dies in (4.12) einsetzt, kann man wiederum den Satz von Cauchy an-
wenden und erhélt die Existenz eines Warmefluivektors g, sodass h = g -n. Auch
der Warmeflufivektor ist objektiv, d.h.

¢ (t",@") = Qb)a(t, x). (4.17)
In der Tat, da Normalen und der Warmeflul objektiv sind, erhalten wir
gn' =h"=h=q n=q-Q'n*=(Qq) n".

Da n* beliebig ist, folgt (4.17). Der Satz von GauBl ermoglicht es wiederum, auch
den Oberflichenterm in (4.12) mit h in einen Volumenterm umzuformen, denn

/ hd0:/ q-ndO:/ div g dzx. (4.18)
Vi oVy Vi

Ad 2: Wenn wir nun in (4.14) ¢ = Au, wobei u ein beliebiger Einheitsvektor
ist, widhlen und die resultierende Gleichung zweimal nach A differenzieren, erhalten
wir

/ p+ pdivedr = 0. (4.19)
Vi

0

Dies ist die Massenerhaltung (1.3).

Ad 3: Aus (1.3) folgt mit den iiblichen Argumenten die lokale Form der Mas-
senerhaltung (1.6). Somit ist die linke Seite von (4.14) identisch Null. Da ¢ ein
beliebiger konstanter Vektor ist, kann er aus dem Integral herausgezogen werden

und es folgt
(/ p(i)—b)dm—/ tdo)-c:O Ve.
Vi Wig

Da auch tg beliebig gewihlt war, folgt daraus sofort die Impulserhaltung (4.8). Der
Satz von Gauf liefert

/ tdo = TndOZ(/ T;njd0>.
vy Vi Vi ¢

= ( wajﬁdx)i:/%didex,

0

(4.20)
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und damit die Impulserhaltung in der Form (4.9). Mit den iiblichen Argumenten
erhalten wir auch wieder die lokale Form der Impulserhaltung

pv—divT = pb. (4.21)
Ad 4: Es bleibt die Drehimpulserhaltung herzuleiten. Aus (4.16) folgt
/ t~’udo:/ div (TT’U) dac:/ (divT)-v+T: Voda. (4.22)
Vi Vi Vi

Wenn man dies und (4.18) in (4.12) einsetzt, erhdlt man

/ (p+ pdivo) (e + %\0\2) +pédx
Vi (4.23)
= / (pb+divT —p'i)) v+ T: V'U—}-prah—i—/ div q dx.
Vi Vi
Wenn man nun lokale Form der Massenerhaltung (1.6) und die lokale Form der
Impulserhaltung (4.21) benutzt, erhdlt man die reduzierte Form der Energieerhal-
tung

/pé—diqux:/ T:Vv+prdz. (4.24)
Vi Vi

Diese Gleichung ist natiirlich auch forminvariant und somit folgt fiir eine Bezugs-
systeménderung der Form

auch

/ prer —div* ¢* do* = / T : V" + p* r* da”, (4.25)
Vi Vi

wobei r* = r. Wir haben wiederum dz* = dx. Wahlen wir tg beliebig, aber fest,
und setzen Q(to) = I, erhalten wir V¥ = V;,. Fiir diese Transformationen haben
wir V*v*(tg) = Vo(tg) + Q(to), wobei Q antisymmetrisch ist (vgl. (3.13)). Das
Prinzip der Objektivitat liefert p* = p, e* = e und T* = T. Somit folgt, da
materielle Zeitableitungen objektiver, skalarer Groflen und Gradienten objektiver
Groflen objektiv sind,

T:Qdz=0. (4.26)
Vg

Dies impliziert wiederum die punktweise Gleichung T(to, ) : Q(to) = 0. Da Q(to)
ein beliebiger antisymmetrischer Tensor ist, muss T(tg, ) symmetrisch sein. Da
auch ty beliebig war, erhalten wir

T=1T".

Ad 5: Aus (4.24) und T = T folgt sofort T : Vv = T : D, woraus die Behauptung
folgt. O
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Der Vollsténdigkeit halber geben wir noch die lokale Form der reduzier-
ten Energieerhaltung an, die aus (4.24) auf die iiblich Art folgt, wenn man
zusétzlich benutzt, dass T symmetrisch ist. Es gilt

pe—divg=T:D+pr, (4.27)

wobei D der symmetrische Teil des Geschwindigkeitsgradienten ist.

Jetzt konnen wir erkldaren, wie das Transformationsverhalten von b zustan-
de kommt. Aus (3.3) folgt, da Q orthogonal ist,

. 0% 0 .
r = QT(fB - C) = e = O Z ka(lfk — Ck) = Z ka5kj = Qjm-
] J ok k

J

Wir rechnen nun nach, dass

v =(N ), = (2 ai™) = (i),
kl 1

(EZQMXR%QW%%LZ(EZQW%ﬂiszNTT:QdNT.
kl

klm

a,_/

:5lm

Also ist div T objektiv und wegen

muss auch p*(v* — b*) objektiv sein, also p*(v* — b*) = pQ(v — b) und es
folgt:

=Qb+v" — Qv =Qb+ ¢+ 2Qu + Q.
Dies ist genau (3.18)s.

Insgesamt stehen uns nun folgende partiellen Differentialgleichungen zur
Verfiigung

p+ pdive =0,
pe—divg=T:D+pr,
pv—divT = pb,
T=T".

(4.28)

Hinzutreten miissen noch Materialgesetze und der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik, mit dem wir uns nun beschéftigen wollen.
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3.5 Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Wir haben bereits die Energieerhaltung und deren Konsequenzen diskutiert.
Die Energieerhaltung beschreibt, wie die einzelnen Energieformen ineinander
tiberfiihrt werden. Das Resultat waren die Gleichungen (4.28). Dabei sind die
Gleichungen symmetrisch, d.h. die Umwandlung von mechanischer Energie in
thermische Energie ist gleichberechtigt mit der Umwandlung von thermischer
Energie in mechanische. Anders gesagt: die Prozesse sind reversibel (man
kann sich dies auch als zeitliche Umkehrung vorstellen).

Unsere Beobachtungen und Erfahrungen legen allerdings nahe, dass dies
nicht so ist. Es scheint so, dass die Natur die Umwandlung nichtthermischer
Energie in thermische Energie bevorzugt. Das heifit insbesondere, dass ther-
modynamische Prozesse in der Regel nicht reversibel sind. Um dies auch in
der mathematischen Theorie zu verankern, wurde der Begriff der Entropie
eingefiihrt.

Bei der Konstruktion der Entropie und der Herleitung des 2. Hauptsatzes
der Thermodynamik gibt es viele Probleme. Diese wurzeln darin, dass, wie
bereits in der Einleitung diskutiert wurde, was als Thermodynamik bezeich-
net wird, oft nur Quasi-Gleichgewichts-Thermodynamik oder Thermostatik
ist. Mit der dort getroffenen Annahme, dass sich Teilchen in lokalem ther-
modynamischen Gleichgewicht mit den Teilchen in ihrer Umgebung befin-
den, konnten wir unsere Uberlegungen auch auf dynamische Prozesse anwen-
den. Allerdings sind manche der den dynamischen Prozessen vorbehaltenen
Phénomene (wie die Irreversibilitét) nicht vollstéandig aus unserem statischen
Modell heraus erklarbar, sodass weitere Annahmen erforderlich sind.

Eine gute Darstellung und Einfithrung der Entropie ist die informations-
theoretische Herleitung, wonach Entropie gleich dem Mafl an fehlenden In-
formationen ist. Alternativ kann man dem Zugang von Caratheodory folgen,
der Entropie aus Temperatur und Wirme herleitet.

Wir wollen hier die formale Struktur der Theorie darstellen und Entropie
als primitive Grofle betrachten (nach Gibbs), d.h. wie auch bei der Tempera-
tur wird ihre formale Existenz vorausgesetzt und eine physikalische Verifika-
tion bleibt zunéchst offen. Dies ist nicht immer zufriedenstellend (vor allem,
da wir keine Definition solcher Grolen angeben kénnen), aber passt in die Ge-
samtdarstellung und vertrégt sich gut mit dem Rest unserer Theorie. Zudem
sind die daraus gewonnenen Ergebnisse durch Experimente iiberpriifbar.

Wir nehmen an, es gibt N Parameter ~v,, o = 1,..., N, die die innere
Energie e beeinflussen und a priori bekannt sind. Die Menge {'ya}]lv heif3t
thermodynamischer Unterzustand. Wie stellen uns vor, dass v, Groflen wie
spezifisches Volumen V| Deformationsgradient F' und Dichte p beschreibt.

Um die innere Energie zu bestimmen, muss zur mechanischen Information
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noch eine thermodynamische Information hinzukommen. Dies motiviert das
folgende Axiom:

5.1 Prinzip (Grundprinzip der Thermodynamik). Es gibt eine skalare
Funktion, die Entropie n, so dass thermodynamische Unterzustand zusam-
men mit der Entropie n die innere Energie eindeutig bestimmt, und zwar
unabhdngig von der Bewegung, d.h.

e=f(1,%a)- (5.2)
Diese Zustandsgleichung ist abhdingig vom Material.

Jede Wahl von f definiert eine thermodynamische Substanz. Man beachte,
dass f auch zusétzlich vom Teilchen P abhédngen kann. Wir vernachlassigen
dies in der Regel.

Der Unterschied zwischen -, und 7 ist, dass dim[n| unabhéngig von Lénge,
Masse und Zeit ist. Die =, sind mechanische Groflen, wiahrend 7 eine ther-
modynamische Grofle ist. Entropie ist eine additive Materialeigenschaft wie
z.B. die Masse.

In einer gegebenen Bewegung héngt die innere Energie natiirlich von Ort
und Zeit ab, d.h. e = e(t, X)) = e(t,x). Das Prinzip 5.1 besagt also insbe-
sondere, dass wir die innere Energie ohne genaue Kenntnis der Bewegung
aus dem thermodynamischen Unterzustand und der Entropie bestimmen
konnen. Insbesondere kénnen der thermodynamische Unterzustand und die
Entropie in einem Teilchen zu einem Zeitpunkt in verschiedenen Bewegungen
gleich sein. Somit besagt das Prinzip 5.1, dass die innere Energie unabhéngig
von der Bewegung aus apriori bekannten Grossen berechnet werden kann.
In einer Bewegung héngt der thermodynamische Unterzustand und die
Entropie natiirlich auch von Ort und Zeit ab, d.h. v, = v,(¢t,x), n = n(t, x).

Wir definieren die absolute Temperatur 6 und die thermodynamischen
Spannungen T, via

Oe Oe
0= — o= = 5.3
o T oy (5.3)
Somit sind beide auch Funktionen von n und ~,,, d.h.
0=07), Ta=Taln,7a)- (5.4)

Wenn wir ein Teilchen fixieren und die zeitliche Verdnderung wahrend einer
Bewegung betrachten, erhalten wir:

A LIPS (5.5)
87777 p a’ya « 77 pt a fa .
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Wir nehmen wie immer an, dass f in (5.2) schon ist, und dass man diese
Funktion und ihre partiellen Ableitungen invertieren und nach den einzelnen
Variablen auflésen kann (im Sinne des Satzes iiber implizite Funktionen).
Wenn wir (5.2) invertieren, erhalten wir

n=n(e,Ya): (5.6)
Wenn wir (5.4); invertieren, erhalten wir
1 =n0,7a), (5.7)

und wenn man (5.7) in (5.2) einsetzt erhdlt man

e=r¢e(0,v,). (5.8)

Die richtige Wahl der Variablen zur Beschreibung der Energie hdngt von
der Situation ab. Mit Hilfe von Legendre-Transformationen fithren wir weite-
re mit der inneren Energie zusammenhéngende Gréfien ein, ndmlich die freie
Energie, die Enthalpie und die freie Enthalpie. Diese Groflen sind wie folgt
definiert:

freie Energie Y i=e—nb,
Enthalpie X =€—> TaYa (5.9)
freie Enthalpie & := x — nf.

Wenn man die materielle Zeitableitung der freien Energie ¢/ berechnet und
(5.5) einsetzt, erhdlt man

p=—00—n0=-n0+> ToaY, (5.10)

d.h. % ist natiirlicherweise eine Funktion von # und ~y,. Analoge Rechnungen
liefern

X=01-Y YaTa (5.11)
E=-n0—) YV.Fa (5.12)

Insgesamt haben wir

€= €<n77a)7 Y= w(0a7a)’ X = X(ThTtx)a g = 5(9, Toe)' (513)

Die "freie Energie” hat folgende Interpretation: Wenn die absolute Tempe-
ratur 6 konstant ist, so ist die freie Energie ¢ der Teil der Energie, der zur
Arbeit zur Verfiigung steht. Wichtig ist, dass die =y, rein mechanische Groien
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sind, wie z.B. die Dichte p oder der Deformationsgradient F. Aus dem Ver-
gleich der partiellen Ableitungen der einzelnen Potentiale erhilt man:

0= % To = Je
o’ % Ov,
n = _a_r(/) Ta = a,ll)
< Mo (5.14)
0= Ox Yo = — Ox
on’  '“ oty
%3 RS

77:_%7 ’Ya__a,ra'

In einer Bewegung eines Korpers haben wir nun zwei Gleichungen, die die
innere Energie erfiillen muss, namlich (5.5) und (4.27)

E=001+) TaVas
pe=T:D+pr+divqg =: Pg+ Qg.

Hierbei ist Pg := T : D die dufiere Spannungsleistung und Qg := pr +divg
der dufere nicht-mechanische Energiezuwachs. Andererseits ist

pé:PZTa7a+P977:1 Pr+Qy,

wobel Pr:=p > Ta7, die Leistung der inneren Spannungen ist und
Qr = p6n der innere nicht-mechanische Energiezuwachs ist. Der Index E
steht fiir "external”, I steht fiir "internal”. Es gilt nun insbesondere, dass

Pe—Pr+Qr—Qr=0
oder

Hieraus sieht man, dass nur die Differenz aus &uflerer und innerer Leistung
zur Verdnderung der Entropie beitrégt.
Wir definieren die totale Entropie als

H(V,) = / pndx. (5.16)
Vi
Mit Hilfe des Transportsatzes und der Massenerhaltung bekommen wir
H= [ pn+pi+pn divvdx:/ pndx. (5.17)
Vi Vi
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Aus (5.15) ergibt sich

. Pe—P Qg
s g 5.18
wobel man den letzten Summanden schreiben kann als
Qe 1, . <q> q-Vo
7—p§+dlv ) + g (5.19)

Dies beides eingesetzt in (5.17) und der Satz von Gaufl liefert

: P._P . .
H = ,Oﬁdx:/ p_-1,4 w+pfdx+/ T 6. (5.20)
v w0 i 9 v 0

Wir postulieren:

5.21 Prinzip (2. Hauptsatz der Thermodynamik). Fiir jeden beliebigen
Teil V' eines Korpers B gilt in jeder beliebigen Bewegung

/pnd:cz/pfd:mr/ L (5.22)
Vi i 0 oV 0

Bis heute liegt kein Beweis des 2. Hauptsatzes in voller Allgemeinheit vor.
Der Satz stimmt jedoch iiberein mit experimentellen Untersuchungen und
ist konsistent mit der iibrigen Theorie und es besteht kein Zweifel an seiner
Giiltigkeit. Anschaulich sagt er, dass die Anderung der totalen Entropie in
einem Bereich V' niemals kleiner ist als die Summe aus Entropie, die durch
externe Quellen und iiber die Oberflache zugefiihrt wird.

Da die Forderung (5.22) eine Ungleichung fiir die zeitliche Anderung ei-
ner Grofle (der totalen Entropie) ist, wird eine Tendenz in der Zeit fiir die
moglichen Bewegungen gefordert. Dies bricht einerseits die Symmetrie in
der Energieerhaltung und bevorzugt die Umwandlung von nicht-thermischer
Energie in thermische Energie und schliefit gleichzeitig die Zeitumkehr in den
Bewegungen aus.

Die Forderung ist motiviert durch folgende Beobachtungen: Falls es kei-
ne Wirmequellen gibt, d.h. » = 0, und die Temperatur homogen ist,
d.h. # = const., dann kann ein Korper nicht alle zugefithrte mechanische Ar-
beit (duflere Arbeit) speichern (in innere iiberfiithren), vgl. z.B. einen Ping-
Pong-Ball oder ein Pendel. Mathematisch heifit dies

@ =const. &r=0 =— Pg—P;>0.

Falls ein Korper in Ruhe ist und es keine Warmequellen gibt, dann geht
der Wirmefluss von warm nach kalt, d.h. g - V6 > 0. Mathematisch heif3t
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dies (wenn ein Korper in Ruhe ist, verschwinden alle mechanischen Grofien,
zB.v=0,F=D=0)

Aus dem 2. Hauptsatz und dem Satz von GauBl folgt mit den {iblichen
Argumenten die lokale Form der 2. Hauptsatzes

piy — div (g) . pg >0, (5.23)

die iiblicherweise unter dem Namen Clausius-Duhem-Ungleichung bekannt
ist. Dies zusammen mit (5.18) und (5.19) liefert die sogenannte Dissipations-
ungleichung

"

Umgekehrt folgt aus (5.24), (5.18) und (5.19) auch wieder (5.23). Also sind die
Clausius-Duhem-Ungleichung und die Dissipationsungleichung #quivalent.
Wir sehen somit auch, dass der 2. Hauptsatz eine Verallgemeinerung der
obigen Beobachtungen auf alle Bewegungen ist.

Mithilfe von (5.9) und (4.27) kann man (5.23) umschreiben zu

> 0. (5.24)

.0 . .
T:D—I—%—pn@Zp@/), (5.25)

einer Form der Clausius-Duhem-Ungleichung, die oftmals praktisch ist. Aus
der Darstellung

Pp—P=T:D-p) 7.7,

folgt, dass die Dissipationsungleichung (5.24) dquivalent zu

-V
T:D+%—p Tody, >0 (5.26)

«

ist.

3.6 Materialgesetze

Aus der Giiltigkeit des 1. und 2. Hauptsatzes der Thermodynamik, den Prin-
zipien der Objektivitdt und der Forminvarianz sowie dem Grundprinzip der
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Thermodynamik haben wir hergeleitet, dass Bewegungen eines Korpers fol-
gendem System (lokale Form) geniigen muss (vgl. (4.28), (5.25)):

p+ pdive =0,
pe—divg=T:D+pr,
pv —divT = pb,
T=T",

P¢§T:D+qT—pn9.

Diese System hat viel mehr Unbekannte (31) als Gleichungen (12 skalare
Gleichungen). Allerdings sind auch die Materialeigenschaften noch nicht im
System kodiert. Wir wollen uns im Weiteren auf Fliissigkeiten und Gase
beschrianken. Wir nehmen an, dass

0,p,v,V0, Vv (6.1)

die unbekannten Variablen sind (vgl. (5.2), (5.8)) und dass wir Zustandsglei-
chungen oder Materialgesetze fiir

e,¥,n,q,T (6.2)

in der Form

f=Ff(0.p,v,V6,Vv), (6.3)
wobei f fiir jede der GroBen in (6.2) steht, angeben. Man beachte, dass
auf Grund von (5.9) 1, ¢» und e nicht unabhéngig voneinander sind. Mit
der Wahl (6.1) haben wir bereits eine Klasse von Materialien festgelegt und
gesagt, dass Viskositdt, Warmeleitfahigkeit, Kompressibilitdit und Wéarme-
ausdehnung einen Rolle spielen. Andererseits haben wir Effekte wie Elasti-
zitdt ausgeschlossen. Solche Effekte sind z.B. fiir Wandfarbe oder Ketchup
relevant. Um auch solche Materialien zu betrachten miissten wir noch den
Deformationsgradienten F als unabhéngige Variable hinzunehmen.

Festkorper konnen analog behandelt werden, allerdings wéhlt man andere
unabhéngige Variablen.

Das Prinzip der Objektivitét

Im Prinzip der Objektivitdt haben wir festgelegt, dass alle Materialeigen-
schaften objektiv, d.h. unabhingig vom Bezugssytem sein miissen. Also
miissen die Materialeigenschaften (6.2) und die Materialgesetze (6.3) objektiv
sein.
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Sei
' =Qt)x+c(t), t"=t, (6.4)

eine Bezugssysteméinderung, wobei Q(t) ein zeitabhingiger eigentlicher or-
thogonaler Tensor und c(t) ein zeitabhéngiger Vektor ist. Das Prinzip der
Objektivitat fordert also, dass

q = Q()q, (6.5)

Hierbei haben wir die Notation f* = f(@*,p*,v*, V*0*, V*v*), wobei f fiir
jede der GroBen in (6.2) steht, benutzt. Man beachte, dass p und 6 Materia-
leigenschaften sind (7 ist Materialeigenschaft, § = %’:“), durch invertieren
wird 1 durch 6 ersetzt, vgl. Abschnitt 3.5) und somit objektiv sind. Weiterhin
ist der Gradient eines objektiven Skalars objektiv. Die Transformationen von
v und Vo sind in (3.8) und (3.10) zu finden.

Wir wollen nun die Konsequenzen von (6.5) exemplarisch am Beispiel des

Spannungstensors diskutieren. Da Q(t) orthogonal ist, gilt also

T(0, p,v, V0, Vo) = QT (t) T(6%, p*, v*, V*0*, V*v*) Q(t),
= Q' (1) T(0,p,Q(t)v + &(t) + Q(t)z, Q(£)VH,
Q)VvQ' () + Q(HQT (1) Q(1).

Dies muss fiir alle orthogonalen Tensoren Q(t), alle Vektoren ¢(t), jeden Zeit-
punkt und alle Orte gelten. Wir wiahlen einen beliebigen Zeitpunkt ¢q und
einen beliebigen Punkt x,. Weiter wihlen wir Q(t), ¢(t) so, dass Q(to) =1,
Q(ty) = —W (ty, ), den antisymmetrischen Teil des Geschwindigkeitsgra-
dienten Vv (ty, xo), c(ty) = 0, &(ty) = W (to, zo)xo — v(to, o), und erhalten
in (to, ZL‘())

/T\(G, p,v, V0, Vv) = /T\(O, p,0,VO, Vv — W)
=T(9,p,0,V6,D).

Da D objektiv ist, ist eine weitere Reduktion nicht méglich. Somit haben
wir gezeigt, dass T (und analog auch die anderen Materialgesetze) nicht
von der Geschwindigkeit v abhéingen konnen, und die Abhéngigkeit vom
Geschwindigkeitsgradienten nur durch D realisiert werden kann. Wir ersetzen
also (6.1) durch

0,p,V6,D (6.6)
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und (6.3) durch
f=1(0,p,V0,D), (6.7)
wobei f fiir jede der Groflen in (6.2) steht.

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Wir wollen nun die Konsequenzen des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik
in Form der Clausius-Duhem Ungleichung (5.25) diskutieren.

Da 1 eine Funktion von 6, p, V6, D ist, kénnen wir ¢ in (5.25) berechnen
und erhalten

2py 2 o

)0 o .. q-Vb
ap 90 Pave

(VO) — p—=-D+ >0

(T+p "9D g =

wobei wir die Massenerhaltung benutzt haben. Da die Grofien
0,(vo) D, (6.8)

einerseits unabhéngig von den Groflen in (6.6) sind und andererseits belie-
big gewihlt werden kénnen®, und die obige Ungleichung linear in (6.8) ist,
erhalten wir sofort die folgenden Beziehungen:

oY oY oY
Y o 9V _ _ 6.9
ave Y ap Y 1T g (6.9)

Also sind %, 7, und somit auch e, nur Funktionen von p und 6. Aulerdem

haben wir wieder die Dissipationsungleichung

2 w ) q-Vo
o

(T+p" = 9

>0 (6.10)

hergeleitet.
Wir zerlegen nun T und q in einen Gleichgewichtsanteil und einen nicht-
Gleichgewichtsanteil. Dazu setzen wir

q”(9,p) :==4q(0,p,0,0),
q”(9,p, ZQ D) :=4(6,5,V6,D) - a”(9,p), (6.11)
T(0,p) :==T(6.p,0,0),
TP(0, p,V0,D) := T (0, p, V0, D) — T (9, p).

3Cf. COLEMAN, NoLL; TRUESDELL, NOLL. Man betrachtet den Prozess in einem be-
liebigen, aber festen Punkt in Zeit und Raum und dazu beliebige Quellterme.
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Da (6.10) in jedem Prozess gelten muss, betrachten wir, fiir einen festen
Materialpunkt X und zu einem festen Zeitpunkt t,, den Prozess x(t, X),
p(t,x), O(t,x) und fir a € [0, 1] den zugehorigen Prozess z(t, X), p(t, T),

0(t, @), definiert via
Z(t,X) =xz((1 — a)ty + at, X),
p(t,x) = p(t,x), Ot x)=0(t(1—a)x+ax),
wobei &y = x(ty, X o) = Z(ty, X o). Daraus ergibt sich
v(t,®) = av((1 — a)tg+at,x), VOt T)=aVit (1 —a)z+ ax),

D(t,z) = aD((1 — a)ty + at, ).

Somit stehen im Punkt (¢y,x,) die unabhéngigen Variablen des alten Pro-
zesses

p,0,Vo.D (6.12)
mit den unabhéngigen Variablen des neuen Prozesses durch
p,0,aVe, aD (6.13)
in Beziehung. Die Dissipationsungleichung (6.10) im neuen Prozess lautet
(T+p22—%ﬁl) caD+ aqéVQ >0,

wobei T und q in (6.13) ausgewertet werden und # in p, 6 ausgewertet wird.
Wenn wir diese Ungleichung durch « teilen, erhalten wir im Grenziibergang
a—0
2 8_1p I q” -Vl

ap 0
Da die Materialgesetze in p, 8 ausgewertet werden und die Ungleichung linear
in VO, D sind, welche beliebig gewéhlt werden kénnen, erhalten wir

(T? 4+ p*==1) : D +

> 0.

9
T =—p*=1, ¢"=0 6.14
Pl a : (6.14)
und die residuale Dissipationsungleichung
b.ve
T . D+ >0 (6.15)
Offensichtlich sind die Beziehungen (6.14) und (6.15) dquivalent zu (6.10).

Man nennt p = p(6, p) = pQg—w(Q,p) den thermodynamischen Druck, und

hat demzufolge ’
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Isotrope Funktionen

Wir haben gezeigt, dass die Materialgesetze fiir e, ¥, n, g, T Funktionen
der Variablen 6, p, V@, D sind, diese Groflen miissen allesamt objektiv sein.
Mathematisch nennt man diese Eigenschaft Isotropie.

6.17 Definition. Wir nennen e, q, T skalare, vektor- bzw. tensorwertige
isotrope Funktionen, wenn fiir alle s € R, u € R?, A € R3>3 und alle
orthogonalen Tensoren Q € O(3) gilt

e(s,Qu, QAQ") = e(s,v, A),
q(s,Qu,QAQ") = Qq(s,v, A), (6.18)
T(S, Qu, QAQT) = QT(S”UvA) QT'

Hervorzuheben ist, dass Bedingung (6.18) keine Forderung bzgl. der
Abhéngigkeit von skalaren Variablen stellt.

Fiir isotrope Funktionen lésst sich relativ genau sagen, wie diese aussehen
(miissen). Diesen Schritt nennt man Klassifikation. Wir schauen uns einen
Spezialfall genauer an, in dem die Funktion nur von einem Vektor abhéngt:

6.19 Satz (Klassifikation isotroper Funktionen von einem Vektor).
Seien e, q, T skalare, vektorielle bzw. symmetrische tensorwertige Funktio-
nen eines Vektors w. Dann sind sie genau dann isotrop, wenn

1. e(u) = f(luf),
2. q(u) = h(|uf')u,
3. T(u) = so(|u)) I+ s1(Ju|’) u®u,
wobei f, h, sg, s1 beliebige skalare Funktionen sind.

BEWEIS: ”<": Fiir einen orthogonalen Tensor Q € O(3) berechnen wir

f(Qu-Qu) = f(QTQu u) = f(u-u) = f(|u]?).

Dies ist die Behauptung im Falle einer skalaren Funktion. Fiir vektor- und tensor-
wertige Funktionen geht man analog vor.

"=": Ad 1. Da e isotrop ist, gilt fiir alle u € R, Q € O(3), dass e(u) = e(Qu).
Da ]Qu!2 =Q'Qu-u=u-u= ]u\z, haben u und Qu dieselbe Linge. Umge-
kehrt kénnen zwei beliebige Vektoren gleicher Liange durch Rotation ineinander
iiberfithrt werden, d.h. fiir u,v € R mit |u| = |v| existiert Q € O(3), sodass
v = Qu ist. Es folgt also e(v) = e(Qu) = e(u) und e hingt nur von der Lénge
u - u ab. Das war zu zeigen.
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Ad 2. Fiir w = 0 und beliebiges Q € O(3) gilt g(0) = Qg(0). Daraus folgt
q(0) = 0, d.h. die Aussage stimmt fiir w = 0. Sei nun v # 0. Indem wir g(u) in
einen Anteil parallel und einen Anteil senkrecht zu u zerlegen, kénnen wir

q(u) = a(u)u + f(u)v

mit v_Lwu (d.h. v ist orthogonal zu u) schreiben. Da q isotrop ist, gilt fiir beliebiges
Q € 0(3), dass ¢(Qu) = Qgq(u). Wir wihlen fiir Q die Rotation um 180° um
den Vektor w und erhalten Qu = u, Qv = —v. Also muss (u) = 0 gelten.
Wegen Qa(u)u = Qq(u) = ¢(Qu) = a(Qu)Qu muss a(u) eine isotrope skalare
Funktion sein. Mit 1 folgt o(w) = h(|u/?) und damit die Behauptung.

Ad 3. Wir betrachten g(u) := T(u)u. Es gilt g(Qu) = T(Qu)Qu =
QT(v)Q ' Qu = QT(u)u = Qg(u), der Vektor g ist also isotrop. Mit Nr. 2
folgt T(u)u = g(u) = a(u)u mit einer skalaren Funktion «. Insbesondere ist
u ein Eigenvektor von T(u). Nach dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen
existieren weitere Eigenvektoren v, w, sodass |v| = |w| = 1 und {w,v,w} eine
orthogonale Basis des R3 bilden. AuBerdem gilt die Zerlegung

T(u) =ac(u)uu+ u)v @v+y(u)w @ w (6.20)
und es gibt ein Q € O(3), sodass
Qu=u, Qu=w, Qw=v (6.21)
gilt. Mit (6.21), der Isotropie von T, (6.20) und nochmals (6.21) folgt

T(u) = T(Qu) = QT(w)Q"
= a(uw)QueuQ' + f(u)Qv@vQ" + v(u)Qw ® wQ"
=a(u)u®@u+ flu)w @w + y(u)v @ v.

Daraus folgt
Blu) = y(u). (6.22)

Indem wir die (symmetrische) Einheitsmatrix in Komponenten bzgl. der Basis
{u ® u,v ® v,w ® w} zerlegen und die Orthogonalitit von w,v,w ausnutzen,
konnen wir schreiben

_1 (vev+wew)=1-[Fu)u® u.

So0(u)

Wir setzen dies und (6.22) in (6.20) ein und erhalten
T(u) = 50(u) I+ 51 (u)u®u

mit 5 (u) := a(u) — B(w)5o(w)B(u). Wie in 2 folgert man aus der Isotropie von
T, dass 59 und 57 isotrope skalare Funktionen sind. Daraus folgt die Behauptung.
O
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Analoge Resultate zu Satz 6.19 kann man auch fiir andere Situationen
zeigen. Dabei wird viel lineare Algebra benutzt, die Beweise sind teilweise
anspruchsvoll und technisch aufwendig und werden deshalb an dieser Stelle
ausgelassen. Man erhélt, dass isotrope Funktionen immer Linearkombi-
nationen der Generatoren sind, wobei die Koeffizienten beliebige skalare
Funktionen der skalaren Invarianten sind. Die folgende Tabelle listet sowohl
die skalaren Invarianten, als auch die Generatoren in fiir uns relevanten
Féllen auf.

Skalare Invarianten

u u|?

A trA, A: A, detA

u, A u-Au, u-Au, [u)’, trA, A: A, detA
Vektorielle Generatoren

u u

A 0

u, A Au, A’u, u

Symmetrische tensorielle Generatoren

u U U

A I A A2

u, A uR@Au, Au@u, Au®@ Au, u®@u, I, A, A?

Klassifikationssétze fiir isotrope Funktionen kénnen helfen, die Material-
gesetze zu vereinfachen. Das folgende Beispiel zeigt, wie man aus Satz 6.19
eine kompakte Formel fiir den Warmefluss herleiten kann:

6.23 Beispiel. Fir den Wirmefluss wissen wir q = q(p,0,V6,D). Aus
obiger Tabelle folgt die Zerlequng

q = k1V0 + k. DV + k3D?V6,

dabei sind k; Funktionen, die von den skalaren Invarianten p, 6, |V«9\2, trD,
ID|?, det D, V6 - (DV8), V8- (D>VH) abhingen. Das ist viel zu kompliziert,
um damit weiterzuarbeiten, deshalb kommt an dieser Stelle die Modellierung
ins Spiel. Und zwar hingt der Wirmefluss q kaum von der Scherung D ab,
wir kénnen also

annehmen. Wir erhalten
q = rkVo,

wobei der Wirmeleitkoeffizient « von p, 8, |VO|* abhingt. Dies ist das Fou-
riersche Gesetz. Meistens gilt sogar k = const, mindestens jedoch k = k(p, 0).
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Ezperimentell gestaltet es sich leider schwierig, die Abhdngigkeit von V0| zu
untersuchen.

In den néchsten beiden Abschnitten werden wir Materialgesetze herleiten,
die typisch fiir das Verhalten von Gasen und Fliissigkeiten sind.

Gase

Fiir ein ideales Gas wird der Spannungstensor in (6.16) eindeutig durch
p=RpH, TP =0

bestimmt. Diese Beschreibung geht zuriick auf Charles und Boyle und ist fiir
grofle Bereiche von 6, p aus der statistischen Mechanik fiir schwach intera-
gierende Gase gut herleitbar. Hierbei ist R die Gaskonstante. Sie steht mit
der universellen Gaskonstante R,, =~ 8,3— C;; 7 durch R = %” in Verbindung,

wobei m die molare Masse, d.h. die Masse eines Mols ist.

Aufgrund der Definition des thermodynamischen Druckes (cf. (6.16)) er-
halten wir fiir ideale Gase

oy
028— =p=Rpb.
P
Somit folgt dann
oy _ RY
odp p
und weiter mit Integration nach p

%= R6Olnp + g(6)

_ 9% _ :
=50 = Rlnp — ¢'(0)
e=1y+60n=R0Onp +g(f) —0RInp — 6g'(0)
= g(0) — 04'(9),
d.h.
e=e().

6.24 Definition. Wir definieren die spezifische Warme bei konstantem Vo-
lumen cy, und die spezifische Warme bei konstantem Druck ¢, als

92
cy = — 8—;5 und ¢, :=cy + R.
Das Verhiltnis der spezifischen Wirmekoeffizienten v ist definiert durch
v = & > 1.

cv
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Aufgrund obiger Rechnungen erhalten wir fiir die spezifische Wérme bei
konstantem Volumen

cy = —09"(6).
Fir konstantes ¢y erhalten wir also
Cy
! 9 — _ v
g ( ) 0 Y
und es folgt
g/ = —cvln9 — Cq,

g=—cyf(lnf — 1) — 10 + o,
e = —619 + Cco — cV0(1n0 — 1) + GCV In@ + 610

= Cve + Co.

Weiterhin ergibt sich

n=—Rlnp —¢'(0) =—Rlnp +cyInf+¢;

=cyln—f 4+
pev

:th’l + ¢y,

prt

wobei ausgenutzt wurde, dass &£ = % =~y —1ist. Mit pf = p/R erhalten
wir also fiir ein ideales Gas mit konstantem cy :
p
=cyln—=——+¢,
n % Rp 1
e=cybl +co,
—c
szp”exp(77 1> )

Cy

Bei der Untersuchung von Stromungen von Gasen spielen oft folgende spe-
zielle Prozesse eine Rolle:

e isothermaler Prozess: § = const.
p=Rbop = kp.

e adiabatische Prozesse: kein Warmeaustausch mit der Umgebung

q=0, r=0.
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6.25 Lemma. In einem adiabatischen Prozess eines idealen Gases mit
cy = const. ist die Entropie konstant auf Trajektorien. Eine Trajektorie
ist der Pfad eines Materialpunktes Xy unter dem Prozess, d.h. die Menge

{x(t,Xo) |t € [0,T]}.

BEWEIS: Mit obigen Rechnungen schreiben wir

i 0 '
pi=p 6v11r1[ﬂ_1 +c1
-1 .
— pey? 7 (9;)1‘7 +0(1 - 'y)p‘”i))

= Cv%é —cv(y—1)p

= CV%9+RptrD

1 )
= glevpd +ptrD),

und es folgt, dass
1 .
= ﬁ(cvpe +ptrD).
Andererseits gilt die Energiebilanz
pé—divg=pr+T:D.

Nun ist aber fiir adiabatische Prozesse r = 0, ¢ = 0 und fiir ideale Gase gilt
T:D = —ptrD sowie é = ¢y0, also ist

cvpé—i—ptrD =0,

woraus 7 = 0 folgt, also ist 1 konstant auf Trajektorien. O

Fiir homogene ideale Gase in adiabatischen Prozessen ist also die Entropie
konstant und wir erhalten fiir den Druck:

p = Rexp (770 ) pl =kp”.

Allgemein heiflen Materialien barotrop, wenn fiir den thermodynamischen
Druck gilt

Cy

p=p(p).
Fiir ¢y = const. ergibt sich analog zu obiger Rechnung fiir g, wobei man noch

benutzen muss, dass das Gas barotrop ist und die Integrationskonstanten
geeignet wahlt, dass

= —cy0Ind + b(p),
e=cyf+b(p),
n=cylnf+cy,
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wobel

Fliissigkeiten

Wir wissen bereits aus Abschnitt 3.6 (cf. (6.16)), dass der Spannungstensor
durch
T = _p<p7 9)1 + TD(ea P, Vea D)

dargestellt werden kann, wobei p(p,6) = p* 9,1 (p, 8) der thermodynamische
Druck ist. Um den Spannungstensor T zu bestimmen, und damit die Grund-
gleichungen 16sen zu kénnen, miissen wir also Formeln/ Zusammenhénge fiir
p und TP entwickeln. Zuerst befassen wir uns mit dem thermodynamischen
Druck p. Mittels Taylorentwicklung erhalten wir

p(p,8) = p(p, o) + (6 — 60)dep(p,bo) + - ..

fiir gegebenes 6y > 0. Man kann oft annehmen, dass die ersten beiden Glieder
der Entwicklung reichen (dies stellt auf jeden Fall eine gute Niaherung dar),
was wir nun auch tun werden. Somit nehmen wir an, dass gilt:

p(p,8) = pe(p) + 0 po(p) (6.26)
mit
pe(p) = p(p, 00) — 0o0ap(p, o),
pa(p) = Oap(p, o).

Aufgrund dieser Annahme wollen wir daraus nun e und v berechnen. Die
Definition des thermodynamischen Druckes liefert

p(p.0)
apw (p7 0) = p2 9
was zusammen mit unserer Annahme und Integration bzgl. p liefert
W(p,0) = polp) + Op1(p) + 9(0) (6.27)
mit
P o (2
1 2
P pe(z
nio) = [ 2 a
1 2
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Aus (6.27) folgt

A = g'(0) +p(p),

0ptb = g"(0).
Mithilfe der Definition der spezifischen Warme bei konstantem Volumen
cy = —003¢(p,0) und der Annahme, dass ¢y = const. gilt, erhalten wir,

analog zu den Berechnungen im Falle von Gasen,

g (0)=—cyInd — ¢,
g(0) = —cyO(Inh — 1) — 10 + co.

Mit (6.27) folgt

¥(p,0) = po(p) +0p1(p) — cvb(Inb — 1) — c10 + co.

Indem wir die Zusammenhénge e = 1 4+ 0n und n = —0Jy1) benutzen, folgt
daraus

e(p,0) = eyl +ca +polp) ,

6.28
n(p,0) = —pi(p) + cvInb +cy. (6:28)

Aufgrund dieser Rechnungen koénnen wir nun die einzelnen Terme in der
Energiebilanz pé — divqg = T : D + pr berechnen. Wir haben

pe(p) .

¢ = Opep+ Opel) = L bt ey = PP
P

p
T:D=—pp)trD —Opy(p)trD + T : D.

tI‘D—i-Cvé,

Wenn wir nun noch annehmen, dass ¢ = k(p,#)V0 gilt (vgl. Beispiel 6.23),
hat die Energiebilanz die Form

cypd — div(kV0) = —0ps(p) tr D + TP : D + pr. (6.29)

Dies ist die Wirmeleitungsgleichung fiir kompressible viskose Fliissigkeiten
mit konstanter spezifischer Wirme cy .

Nun betrachten wir den nicht-Gleichgewichtsanteil des Spannungstensors
TP, der eine Funktion von p, 8, V6, D ist. Wir kénnten nun einen allgemeinen
Représentationssatz, also eine Verallgemeinerung von Satz 6.19 anwenden.
Allerdings gestaltet es sich schwierig, experimentell die Abhéngigkeit von
V0 zu bestimmen. Deshalb nehmen wir

TP =T (p,,D)
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an. Die Theorie isotroper Funktionen aus Abschnitt 3.6 sagt uns nun, dass
T?(p,0,D) = al+ D + D2 (6.30)

gelten muss, wobei «, [, 7 skalare Funktionen der Invarianten p, 6, tr D,
ID|? und det D sind. Fliissigkeiten, fiir die TP in der Form (6.30) dargestellt
erden kann, heiflen Reiner-Rivlin-Fluide.

Wir diskutieren nun die Konsequenzen der Dissipationsungleichung (6.15)
fiir Navier-Stokes-Fourier-Fluide. Navier-Stokes-Fourier-Fluide sind ein Spe-
zialfall der Reiner-Rivlin-Fluide, fiir die die Materialgesetze linear in V& und
D sind. Daraus folgt

TP(p,0,D) = A (trD)I + uD,
p I

wobei die Viskositdten A und p Funktionen von p, 6 sind, denn al-
le anderen Invarianten fallen wegen der Linearitdt weg. Fiir den nicht-
Gleichgewichtsanteil des Wirmeflusses q¢” nehmen wir die Giiltigkeit des
Fourierschen Gesetzes an (vgl. Beispiel 6.23) und erhalten

q°(p.0,V0) = k V0,

wobei der Warmeleitkoeffizient x wieder eine Funktion von p, 8 ist. Wenn wir
dies in die residuale Dissipationsungleichung (6.15) einsetzen, erhalten wir

92
AtrDJ* + D m% > 0.

Wir fixieren p, 6 beliebig aber fest, wobei 6 > 0 gelten soll.

1. Fiir einen Prozess mit D = 0 folgt H% > (0 und damit & > 0.

2. Fiir einen Prozess mit V8 = 0 folgt A|tr D> + x|[D[> > 0. Indem
wir den Fall trD = 0 betrachten, erhalten wir zudem g > 0. Mit
Lemma 6.32, dass wir spiter beweisen werden, gilt [tr D|* < 3|D|? fiir
alle symmetrischen Tensoren. Wenn wir dies in unserer Ungleichung
anwenden, erhalten wir 3\ + p > 0, also A > —£.

Insgesamt erhalten wir, dass fiir ein Navier-Stokes-Fourier-Fluid gilt

T(p,0,D) = —p(p,0)L + A(p, 0)(tr D)I + u(p, 0)D,
a(p, 8, V) = k(p,0)Ve,

wobel

1(p,0)

R(p.0) 2 0, plp,6) 20, Alp,0) =2 ===
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gilt. Hier haben wir auch (6.14) benutzt. Meistens wird A, u, k = const.
angenominen.

Das volle Gleichungssystem fiir kompressible Navier-Stokes-Fourier-
Fliissigkeiten mit konstanten Koeffizienten lautet damit

p+ pdive =0,
pv — AVdive — udiv D — Vp=pb, (6.31)
cypl — kA = —pOpgtrD + \|tr D|* + u|D|* + pr,

wobei p = p(p,0) = pe(p) + Ope(p), K, 0 >0, A > =&, cy = const. gilt.
Wir tragen das fehlende Lemma nach:

6.32 Lemma. Fir alle symmetrischen Tensoren D gilt |tr D|* < 3|D/?.

BEWwWEIS: Da die Matrix D symmetrisch ist, ist sie orthogonal diagonalisierbar.
Spur und Betrag sind unabhéngig unter orthogonaler Transformation, also kénnen
wir ohne Einschrankung D = diag(d;, da, d3) annehmen, also dass D bereits Dia-
gonalgestalt hat.

Wir kiirzen ab d := (dy,da,d3) ", f(d) := (di + dy + d3)? und h(d) := |d|* — 1.
Wir suchen das Maximum der linken Seite f(d) = (d; + da + d3)? unter der Ne-
benbedingung h(d) = |D|* — 1 = 0. Dabei gilt Vf(d) = 2(d; + do + d3)(1,1,1)"
und Vh(d) = 2d # 0. Mit der Euler-Lagrange-Theorie existiert ein Lagrangemul-
tiplikator A, sodass V f = AVh gilt. Es folgt dy + do + d3 = A\d; fir i = 1,2,3 und
damit d; = dy = d3. Mit h(d) = 0 folgt weiter d; = % fiir 7+ = 1,2, 3 und durch
Einsetzen in die Gleichung di + ds + d3 = Ad; folgt A = 3. Das Maximum ist also

3 und wird bei D = %I angenommen. d
Inkompressibilitit

Die Beobachtung, dass eine Bewegung das Volumen des Materials nicht
verandert, fithrt zum Konzept der Inkompressibilitdt. Dafiir erscheinen zwei
verschiedene Sichtweisen als sinnvoll:

Einerseits kann man eine Strémung eines Fluids als inkompressibel anse-
hen, d.h. Inkompressibilitdt ist eine Eigenschaft der Stromung. Was heifit
das? Wir haben in (3.1) gesehen, dass relative Verdnderungen der Dichte
gegeben sind durch .
P Bp+ad,

p

mit dem Warmeausdehnungskoeffizienten o und dem isothermalen Kompres-
sibilitdtskoeffizienten . Volumen und Dichte &ndern sich also nicht bzw. de-
ren Anderungen sind vernachlissigbar, wenn «, 8 sehr klein oder gleich Null
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sind. Man kann fiir Klassen von Bewegungen Bedingungen angeben, die dies
garantieren. Dies geschieht mithilfe der Entdimensionalisierung, auf die wir
hier nicht weiter eingehen wollen.

Andererseits kann man das Material als inkompressibel ansehen. Das heif3t
dann, es kann nur isochore, d.h. nicht das Volumen verdndernde, Bewegungen
ausfithren. Dies ergibt eine Neben- oder Zwangsbedingung fiir die Bewegung.
Man kann sich dies dhnlich wie bei einem Ball, der auf einer schiefen Ebene
rollt vorstellen. Damit das Material die Zwangsbedingung in einer Bewegung
erfiilllen kann, sind zusétzliche Zwangsspannungen notig, die keine Arbeit
verrichten und unabhéngig von der Bewegung sind.

Wir fiithren dies genauer fiir eine Zwangsbedingung der Form

A(F) =0

aus, wobei F' der Deformationsgradient ist. Die zu bestimmende Zwangsspan-
nung N, die ein symmetrischer Tensor ist, soll keine Arbeit verrichten, d.h. es
muss N : L = 0 gelten (vgl. Abschnitt 3.5). Wie oben bereits angedeutet, ist
A(F) eine Materialeigenschaft, also objektiv.

6.33 Lemma. Sei A\(F) eine objektive skalare Funktion. Dann gilt

oA T(@A T)T (aA)T
or" —\ar" ) =F\oF) -

BEwEIS: Da A objektiv ist, gilt A(F) = M QF) fiir orthogonale Tensoren Q.
Gleiches gilt auch fiir die materielle Zeitableitung und wir erhalten

oA - OA .
a—F(F) ' F = 8—F(QF) : (QF + QF).

Wir wihlen Q nun so, dass zum Zeitpunkt ¢g gilt

Q(to) =1, Qto)=W

fiir einen beliebigen antisymmetrischen Tensor W. Es folgt

o\ . o\ .
GiF( ) : —a—F(F).(F+WF),
und damit . .
_OA . _ oA T.
0= =) : WF = Zo(F)F : W,

das heif3t, der Tensor g—i;(F)FT ist symmetrisch. O
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6.34 Lemma. Seien T, Ty zwei nichttriviale, symmetrische Tensoren, so
dass

To:A=0 firalle A mitT;:A=0

qilt. Dann st
Ty =aTy,

wobei o ein Skalar ist.

BEwEIs: Da T nichttrivial ist, diirfen wir o := %% und U := Ty — aTy
setzen. Es folgt

To=aT;+U (635)

und, indem wir das Matrix-Skalarprodukt beider Seiten mit T; nehmen und die
Definition von « einsetzen,

TI:U:leTg—aleleo. (636)

Per Voraussetzung folgt aus (6.36) schon Ty : U = 0. Indem wir dies in Ty : U =
aT;: U+ U : U einsetzen und (6.36) benutzen, folgt U : U = 0, also U = 0 und
damit Ty = aT;. O

6.37 Satz. Sei A eine objektive skalare Funktion. Wenn der zugehirige sym-
metrische Zwangsspannungstensor N keine Arbeit verrichtet, dann gilt

N=a(F)F, (6.38)

wobei v eine beliebige Funktion von (t, x) ist.

BEWEIS: Aus der Zwangsbedingung A\(F) = 0 folgt durch Betrachtung der ma-
teriellen Zeitableitung, (2.12) aus Kapitel 2 und der Symmetrieeigenschaft Lem-
ma 6.33

_ oA
- OF

(F)F' : L = @(F)FT :D.

: oA - OA
F OF

O:)\(F)—a—F( ): —8—F( ): LF

Da N symmetrisch ist, folgt N : D = N : L. Da der Zwangsspannungstensor N
keine Arbeit verrichtet, gilt 0 = N : L = N : D fiir alle Bewegungen, die der
Zwangsbedingung A\(F) = 0 geniigen, d.h. fiir alle D die obiger Identitét geniigen.
Mit Lemma 6.34 folgt nun (6.38). O

Wir méchten Satz 6.37 nun auf das Konzept Inkompressibilitat anwenden.
Inkompressibilitdt bedeutet, dass das Volumen konstant bleibt, wir betrach-
ten also

AF):=detF —-1=0.



62 3. GRUNDGLEICHUNGEN DER THERMODYNAMIK

Aus Kapitel 2 wissen wir 29¢E — det FF~ . Daraus folgt nun

OF
ddet F T
Q—Ft‘F =detFI=1,
mit Satz 6.37 also
N = —al,

wobei « eine skalare Funktion ist. Fiir inkompressible Navier-Stokes-
Fliissigkeiten gilt deshalb

T=TF+TP +N
= —p(p, )1+ A(p, 0)(tr D)I + pu(p, )D — a1
= —pI+ p(p,0)D

Die neue Variable p = p(p,0) — A(p,0)(tr D) + « ist der Druck, der keine
ZustandsgroBe (Materialeigenschaft) ist, da die Funktion « nicht bestimmt
ist. In der Tat muss der Druck p aus den Bewegungsgleichungen bestimmt
werden.

Aus der Bedingung detF = 1 folgt mit der Massenerhaltung in La-
grangebeschreibung p(t, X) = p(0,X), also p = 0. Es folgt pdive = 0,
d.h. trD = 0.

Insgesamt erhalten wir das Gleichungssystem fiir inkompressible Navier-
Stokes-Fliissigkeiten mit konstanten Koeffizienten:

dive =0,
pv —pdivD 4+ Vp=pb,
cypl — kAO = 1 |D> + pr,

wobei pu, k > 0, ¢y = const., p = const. und p der Druck ist.
Fiir verallgemeinerte Newtonsche Fluide starten wir wieder den Ansatz

TP = ol 4 D + 7D?,

wobei «, [, 7 Funktionen der skalaren Invarianten sind. Wir nehmen an,
dass v = 0 gilt und setzen auch, wegen Inkompressibilitidt, o = 0. Es bleibt
B = PB(p,0, |D|2 ,det D) zu bestimmen. Wir vernachlissigen die Abhéngigkeit
von det D und nehmen an

T(D) = 11o(5 + [D])*~?D (6.39)

mit g = po(p,0) oder g = const. und § > 0. Dies ist motiviert durch die
Beobachtung, dass die Viskositdt p nicht konstant sein muss, sondern von
der Scherrate abhéngen kann. Deshalb wird in diesem Zusammenhang auch
von Fliissigkeiten mit scherabhéngiger Viskositdt gesprochen.

Verschiedene Werte des Scherexponenten ¢ implizieren unterschiedliche
strukturelle Eigenschaften der zugehorigen Fluide:
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e ¢ = 2 bedeutet konstante Viskositét, wir erhalten Newtonsche Fluide
(z.B. Wasser).

e ¢ > 2: die Viskositét steigt mit zunehmenden Scherkréften. Dieser Fall
tritt eher selten auf, man spricht von scherverdickenden (dilatanten)
Fliissigkeiten.

o 1 < g < 2: diese pseudoplastischen Fliissigkeiten kommen haufiger vor
(z.B. Polymere, Eis, Blut, Suspensionen...). Bspw. ist unbewegtes Blut
cher zéh (was die Gerinnung unterstiitzt), bei hohen Scherkréften ver-
formen sich die roten Blutkorperchen jedoch so, dass das Blut besser
durch die Adern flielen kann. Die Viskositéit sinkt also bei zunehmen-
den Scherkréften. Wegen diesem Effekt nennt man diese Klasse von
Fliissigkeiten auch ”scherverdiinnend”.
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