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Aufgabe 1 (Die Lebesgue-Konstante) (14242 Punkte)
Fiir Stiitzstellen a < 29 < 1 < -+ < &, < b definiert man den Interpolationsoperator Z,,: C([a,b]) —
Py, als die Losung der Interpolationsaufgabe, d.h. Z,[f] € P, erfiillt Z,,[f](xz;) = f(z;) fur alle
j €40,...,n}. Zeigen Sie:

(a) Der Interpolationsoperator ist ein linearer Projektor, d.h.:

Inlef + Byl = oZulfl + BLnlgl YV g€ Clla,b]), Ya,B€R.
ypl =p Vp € Pn.

(b) Die Lebesgue-Konstante beziiglich der Knoten {z;}7_ ist definiert, als die Operatornorm von I,:

7,
Awi= sup el oz 1)
rec(ad) Il fecos)

Zeigen Sie, dass

A, = max Z|L

z€la,b]
wobei {L;}I_, die Lagrange-Polynome bezeichnen.

Tipp: Begriinden Sie die Existenz eines , sodass 3°; |L;(C)| = sup, >_,; |L;()|. Konstruieren Sie
sich damit eine Funktion f um die geforderte Gleichheit zu zeigen.

(c) Zeigen Sie, dass A, die (absolute) Konditionszahl beziiglich die Stiitzwerte ist. D.h. fiir f € C([a, b])
und eine gestorte Funktion f € C(]a,b]), die folgende Fehlerabschitzung gilt:

|1t =l = A=

d) [Bonus 42 Punkte] Man kann zeigen, dass es ein eindeutiges pX € P,, gibt, mit der Eigenschaft
n
If —Phlle = qien7f3 |f — @nll - Zeigen Sie, dass

1f = Znlfllloe < (T4 An) [If = Pl

D.h. fiir kleines A,, ist die Interpolante Z,,[f] fast so gut wie die beste Approximation (beziiglich
der Supremumnorm).

gn+1
e-n-logn
exponentiell wachsen! Fiir Tschebyscheff-Knoten hingegen gilt A, ~ = 2 logn (fiir n — oo) und A, < 4
fir n < 100 (viel besser!).

Bemerkung. Fiir dquidistante Stiitzstellen ist A,, ~ (fiir n — 00) - also Stérungen kénnen



Aufgabe 2 (Tschebyscheff-Polynome) (14242 Punkte)
Beweisen Sie folgende Eigenschaften der fiir ¢ € [—1,1] durch T,,(t) = cos(narccost) definierten
Funktionen:

(a) Es gilt |T,,(t)] <1 fur alle t € [—1,1].
(b) Mit Tp(t) =1 und T3 (t) = ¢ gilt
Tos1(t) = 26T, (t) — Tr—1(t)

fiir alle ¢ € [—1,1]. Insbesondere gilt T, € Py|(_1 3 und fiir n > 1 folgt T,,(t) = 2" " + g,
mit gn—1 € Po-1l[-1,1)-

(c) Fir n > 1 hat T, die Nullstellen t; = cos((j + 1/2)n/n), j € {0,1,...,n — 1}, und die n + 1
Extremstellen s; = cos(jm/n), j € {0,...,n}.

Aufgabe 3 (Hermite-Interpolation) (4 Punkte)
Es seien a < mg < 71 < --- < z, < b gegebene Stiitzstellen und sei f € C*([a,b]). Definiere fiir
k €{0,...,n} die Polynome:

Fop(e) = (Lp(2))*(1 = 2L (wp) (@ — 21)),  Fip(z) = (Li(2))?(z — 1),

wobei {L}}_, die Lagrange-Polynome bezeichnen. Sei nun

n

p(x) =Y [For(@)f(zr) + Fue(@)f (zx)]

k=0
Beweisen Sie, dass
For(w) =0,  Fop(z) =0 Fig(z) =0 F{ (i) = dip.

Folgern Sie daraus, dass f(x;) = p(z;) und f'(x;) = p'(x;) fur alle i € {0,...n} gilt. Zeigen Sie
aulerdem, dass p das einzige Polynome in Pa, 1 ist, das diese Eigenschaft erfiillt.

Aufgabe 4 (2 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage richtig oder falsch sind, und begrinden Sie ihre Antwort.

(a) Polynominterpolation ist gefihrlich und kann immer zu Instabilitaten und Konvergenzproblemen
flihren.

(b) Die Lagrange Basis {L; };‘:0 sollte in der Praxis nicht verwendet werden.

Tipp. Die Artikel “Six Myths of Polynomial Interpolation and Quadrature” und “Barycentric Lagrange
Interpolation” (zu finden auf der Vorlesungswebsite) enthalten viele niitzliche Informationen zu diesem
Thema.



