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Aufgabe 1 (Die Lebesgue-Konstante) (1+2+2 Punkte)
Für Stützstellen a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b definiert man den Interpolationsoperator In : C([a, b]) →
Pn, als die Lösung der Interpolationsaufgabe, d.h. In[f ] ∈ Pn erfüllt In[f ](xj) = f(xj) für alle
j ∈ {0, . . . , n}. Zeigen Sie:

(a) Der Interpolationsoperator ist ein linearer Projektor, d.h.:

In[αf + βg] = αIn[f ] + βIn[g] ∀ f, g ∈ C([a, b]), ∀ α, β ∈ R.

In[p] = p ∀ p ∈ Pn.

(b) Die Lebesgue-Konstante bezüglich der Knoten {xj}n
j=0 ist definiert, als die Operatornorm von In:

Λn := sup
f∈C([a,b])

∥In[f ]∥∞
∥f∥∞

= sup
f∈C([a,b])
∥f∥∞=1

∥In[f ]∥∞ .

Zeigen Sie, dass

Λn = max
x∈[a,b]

n∑
i=0

|Li(x)|,

wobei {Li}n
i=0 die Lagrange-Polynome bezeichnen.

Tipp: Begründen Sie die Existenz eines ζ, sodass
∑

j |Lj(ζ)| = supx

∑
j |Lj(x)|. Konstruieren Sie

sich damit eine Funktion f̂ um die geforderte Gleichheit zu zeigen.

(c) Zeigen Sie, dass Λn die (absolute) Konditionszahl bezüglich die Stützwerte ist. D.h. für f ∈ C([a, b])
und eine gestörte Funktion f̃ ∈ C([a, b]), die folgende Fehlerabschätzung gilt:∥∥∥In[f ] − In[f̃ ]

∥∥∥
∞

≤ Λn

∥∥∥f − f̃
∥∥∥

∞
.

(d) [Bonus +2 Punkte] Man kann zeigen, dass es ein eindeutiges p⋆
n ∈ Pn gibt, mit der Eigenschaft

∥f − p∗
n∥∞ = inf

qn∈Pn

∥f − qn∥∞. Zeigen Sie, dass

∥f − In[f ]∥∞ ≤ (1 + Λn) ∥f − p∗
n∥∞

D.h. für kleines Λn ist die Interpolante In[f ] fast so gut wie die beste Approximation (bezüglich
der Supremumnorm).

Bemerkung. Für äquidistante Stützstellen ist Λn ∼ 2n+1

e·n·log n (für n → ∞) - also Störungen können
exponentiell wachsen! Für Tschebyscheff-Knoten hingegen gilt Λn ∼ 2

π log n (für n → ∞) und Λn ≤ 4
für n ≤ 100 (viel besser!).



Aufgabe 2 (Tschebyscheff-Polynome) (1+2+2 Punkte)
Beweisen Sie folgende Eigenschaften der für t ∈ [−1, 1] durch Tn(t) = cos(n arccos t) definierten
Funktionen:

(a) Es gilt |Tn(t)| ≤ 1 für alle t ∈ [−1, 1].

(b) Mit T0(t) = 1 und T1(t) = t gilt

Tn+1(t) = 2tTn(t) − Tn−1(t)

für alle t ∈ [−1, 1]. Insbesondere gilt Tn ∈ Pn|[−1,1] und für n ≥ 1 folgt Tn(t) = 2n−1tn + qn−1
mit qn−1 ∈ Pn−1|[−1,1].

(c) Für n ≥ 1 hat Tn die Nullstellen tj = cos((j + 1/2)π/n), j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, und die n + 1
Extremstellen sj = cos(jπ/n), j ∈ {0, . . . , n}.

Aufgabe 3 (Hermite-Interpolation) (4 Punkte)
Es seien a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b gegebene Stützstellen und sei f ∈ C1([a, b]). Definiere für
k ∈ {0, . . . , n} die Polynome:

F0,k(x) = (Lk(x))2(1 − 2L′
k(xk)(x − xk)), F1,k(x) = (Lk(x))2(x − xk),

wobei {Lk}n
k=0 die Lagrange-Polynome bezeichnen. Sei nun

p(x) =
n∑

k=0
[F0,k(x)f(xk) + F1,k(x)f ′(xk)]

Beweisen Sie, dass

F0,k(xi) = δik, F ′
0,k(xi) = 0 F1,k(xi) = 0 F ′

1,k(xi) = δik.

Folgern Sie daraus, dass f(xi) = p(xi) und f ′(xi) = p′(xi) für alle i ∈ {0, . . . n} gilt. Zeigen Sie
außerdem, dass p das einzige Polynome in P2n+1 ist, das diese Eigenschaft erfüllt.

Aufgabe 4 (2 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage richtig oder falsch sind, und begründen Sie ihre Antwort.

(a) Polynominterpolation ist gefährlich und kann immer zu Instabilitäten und Konvergenzproblemen
führen.

(b) Die Lagrange Basis {Lj}n
j=0 sollte in der Praxis nicht verwendet werden.

Tipp. Die Artikel “Six Myths of Polynomial Interpolation and Quadrature” und “Barycentric Lagrange
Interpolation” (zu finden auf der Vorlesungswebsite) enthalten viele nützliche Informationen zu diesem
Thema.


