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Aufgabe 1 (242 Punkte)

(a) Seien 0 < a < b und x — g(x) die lineare Funktion, die die Funktion f(z) = 27 an den
Stiitzstellen a und b interpoliert. Zeigen Sie, dass fiir den Fehler

e = max lg(x) ~ /(a)

die Abschitzungen e < (b — a)?a=3/2/8 im Fall @ > 0 und e < b'/2/4 im Fall a = 0 gelten.

(b) Fiir n € N und z; = i/n, i € {0,1,...,n}, sei f,, € SVO(T,,) die interpolierende Spline-Funktion
von f(x) = 2?2 im Interval [0, 1]. Zeigen Sie, dass

1

xrg[%?i |fn(z) — f(z)] < YISVE]

gilt. In welchen Bereichen ist die Fehlerabschétzung suboptimal?

(c) [Bonus +2 Punkte] Zeigen Sie, dass fiir die durch die Punkte z; = (i/n)*, i € {0,1,...,n},
definierte Partitionierung, die folgende verbesserte Fehlerabschitzung gilt:

_ -2
max |f(@) - £(x)| < en”?

mit einer von n unabhéngigen Konstante ¢ > 0. Skizzieren Sie f, fiir n = 2,4, 8.
Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei 7, eine Partitionierung des Intervals [a,b] und es seien s € S*° und g € C*([a,b]), sodass
s(x;) = g(z;) fiur i € {0,1,...,n} gilt. Beweisen Sie die Ungleichung

n
=1

Bemerkung. Dies zeigt, dass lineare Spline-Funktionen sind die interpolierende Funktionen mit der
geringsten potentiellen Energie [ Lf u'|2.

T; b
|s/|2dx§/ lg'|? dz.
a

Ti—1



