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Aufgabe 1 (242 Punkte)
(a) Sei n € N und [ € Z. Zeigen Sie, dass gilt

nil gitk2m/n _ ] 1 falls n Teiler von I,
~ | 0 andernfalls.

k=0
(b) Folgern Sie, dass die Fourier-Basis {w’, w!,...,w" 1} mit wkF = (W% wlk ... ,wq(znfl)k) e C",
ke€{0,1,...,n— 1}, und der n-ten komplexen Einheitswurzel w,, = e2m/m e Eigenschaft

W wh = ndy

besitzt. (Hier bezeichnet - den Skalarprodukt in C™).

Aufgabe 2 (2424242 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass auf dem Raum der stetigen, komplexwertigen Functionen C°([0, 27]; ©) durch

Gig) = [ F@)g@) da

0
ein Skalarprodukt definiert wird.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktionen {¢} : k € Z} definiert durch ¢i(z) = €** k € 7, z € [0, 27,
ein Orthogonalsystem definieren, das heifit es gilt (g, ;) = 0, falls k # [.

(c) Zeigen Sie, dass die Orthogonalitiat des Systems {¢y : k € Z} erhalten bleibt, wenn das Integral
durch eine Riemannsche Summe approximiert wird, das heiffit beziiglich

o n—1 -
== f())g(zy)
=0

J

(f,9)n

T on
mit%-:%,jE{O,l,...,nfl}.

(d) Sei f € span{p}y—} eine Funktion der Form:

n—1
f(x):chwk(m) c, €C, Vke{0,...,n—1}.
k=0

Zeigen Sie, dass ¢ = i( f,¢k)n. Gibt es eine Verbindung mit der (nicht-diskreten) Fourier-
Transformation?

(e) [Bonus 42 Punkte| Angenommen, dass die Fourier-Reihe Y72 cpor(x) einer Funktion
f € C([0,27]; C) gleichméfig konvergiert, zeigen Sie, dass die orthogonale Projektion von f auf
span{qbk}z;é gegeben ist, durch

1
CcL = —
b 2T

n—1
k=0



Aufgabe 3 (242 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Losung der reellen trigonometrischen Interpolationsaufgabe durch die Koeffi-

zienten
9 n—1 92 n—1
ay = — Z yj cos(kx;), by = — Z y; sin(lx;)
n= n =

fir ke {0,1,...,m} und £ € {1,2,...,m — 1} mitxj:%,jé{(),l,...,n—l}, und n = 2m
gegeben ist.

(b) Folgern Sie, dass die Vektoren
f* = (cos(kzj))j=o,.n1 g" = (sin(fx;))j=0,.n1
fir k€ {0,1,...,m} und £ € {1,2,...,m — 1} eine Orthogonalbasis des R" definieren.

Tipp. Gibt es eine Verbindung zwischen der Losung der reellen trigonometrischen Interpolationsaufgabe
(ak,be) und der Losung der komplexen trigonometrischen Interpolationsaufgabe (357



