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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Betrachten Sie ein Polynom in der Tschebyscheff-Basis:

p(x) =Y aTi(x),  cn#0.
k=0

Es seien die Nullstellen xq,...,xz,—1 € C von p paarweise verschieden. Zeigen Sie, dass * € C eine
Nullstelle von p ist, genau dann wenn z* ein Eigenwert der sogennanten ,Colleague Matrix” ist:
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Tipp. Blatt 2 Aufgabe 2b. Es konnte hilfreich sein sich den Vektor v = (Ty(x),. .., Th_1(z))" anzu-
schauen.

Bemerkung. Dies fiihrt zu einem Algorithmus zur (globalen) Approximation aller Nullstellen einer
stetigen Funktion f € C([a,b]). Dazu muss man eine Tschebyscheff-interpolationsaufgabe und eine
Eigenwertaufgabe 16sen.

Aufgabe 2 (242 Punkte)

Das Verfahren von Heron approximiert die Quadratwurzel a'/2 einer Zahl a > 0 durch die Iteration
11 = ®(z)) mit der Funktion ®(z) = L(z + 2).

(a) Zeigen Sie, dass ® eine Kontraktion im Intervall ((%)!/2,c0) ist.
(b) Zeigen Sie, dass das Verfahren von Heron mit dem Newton-Verfahren fiir die Funktion = + 2% —a
iibereinstimmt und untersuchen Sie hinreichende Bedingungen fiir die lokale, quadratische

Konvergenz des Verfahrens.

(c) [Bonus 42 Punkte| Zeigen Sie, dass sich das Verfahren von Heron als Abstiegsverfahren fiir
die Funktion g(z) = x + £ interpretieren ldsst.



Aufgabe 3 (24343 Punkte)

Sei b € R", sei A € R™*" symmetrisch und positiv definit und sei ¢(z) := 3 ||b — Az| s = AT -

Az),b — Az) fiir alle x € R". Fiir eine Approximation # € R" der Lésung z* = A~1b wird beim
Abstiegsverfahren die Suchrichtung d = —V¢(Z) verwendet.
(a) Zeigen Sie, dass d = b— AZ gilt und bestimmen Sie die Minimalstelle & der Funktion ¢ — ¢(Z+td).
(b) Zeigen Sie, dass ¢(2) = (z*) + & ||z — 2|/ fiir alle 2 € R™

(¢) Zeigen Sie, dass mit dem optimalen & und Z"¢* = Z + ad gilt
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(d) [Bonus +2 Punkte.] Sei £ = conda(A) = AmaxAi, die Konditionszahl von A. Verwenden Sie
ohne Beweis die fir alle x € R™ \ {0} giiltige Abschétzung
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um zu beweisen, dass
k—1

|27 — a4 < |2 — 2% 4
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