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Analysis 1






Sprech- und Schreibweisen

Mathematische Sachverhalte werden mithilfe von Aussagesétzen (Aussagen)
formuliert und benutzen oft die Mengenschreibweise. Dies gilt analog fiir
das mathematische Argumentieren und Beweisen. Einige der dabei iiblichen
Ausdrucksweisen wollen wir jetzt zusammenstellen, weitere folgen bei Bedarf.

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfassung von unterscheid-
baren mathematischen Objekten; diese Gesamtheit wird dann als neues Ob-
jekt angesehen. Diese plausibel klingende Erklédrung pflegt man in der Ma-
thematik als ,,naiv* zu bezeichnen. Sie bedarf ndmlich der Prézisierung. Eine
strenge Begriindung der Mengenlehre ist aber zum jetzigen Zeitpunkt weder
notwendig noch angebracht. Erfahrungsgeméf kann man in der elementaren
Analysis mit diesem naiven Gebrauch von Mengen sehr gut arbeiten. Wir
werden also nicht genau definieren, was eine Menge sein soll, sondern le-
diglich gewisse Mengen als gegeben ansehen und gewisse Vorschriften, neue
Mengen zu bilden, als zuléssig betrachten. Mit anderen Worten, wir verwen-
den die Mengenlehre lediglich als eine bequeme und klare Sprechweise und
nicht als das axiomatisch begriindbare Fundament der Mathematik, als das
sie sich in einem spéteren Stadium darstellt.

Folgende Abkiirzungen werden verwendet:

x € M bedeutet: z ist Element von M
x ¢ M bedeutet: x ist nicht Element von M

Nach Definition werden zwei Mengen M, N genau dann (dies heifit: dann
und nur dann) als gleich angesehen, geschrieben M = N, wenn sie dieselben
Elemente enthalten. Die Menge, die kein Element enthélt, heiflt leere Menge,
sie wird mit () bezeichnet. Fiir konkrete Mengen, die im Verlauf einer ma-
thematischen Darstellung auftreten, gibt es verschiedene Moglichkeiten diese
anzugeben, zum Beispiel:

{a1,...,a,} ist die Menge, deren Elemente genau die Objekte aq,...,a,
sind (sie diirfen in beliebiger Reihenfolge hingeschrieben werden).

{z € M| A(z)} ist die Menge aller z € M (M eine gegebene Menge), die
die Eigenschaft A besitzen (manchmal wird die Grundmenge M weggelassen).

Aus gegebenen Mengen kann man neue bilden nach den folgenden Vor-
schriften:
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M; N My = {x|xEM1 und x € Ms}
ist der Durchschnitt von My und Mo,

M, UMy = {x’xEMl oder z € My}
ist die Vereinigung von M; und Mo,

M\ My := {x|x€M1 und x ¢ M}

ist die (mengentheoretische) Differenz von My und Ms.

My heifit Teilmenge von Ms, geschrieben My C My, wenn jedes Element
von M; auch Element von Ms ist. Offenbar gilt M; = Ms genau dann, wenn
M; C My und My C M ist. Fiir eine Teilmenge N einer Grundmenge M
nennt man N°¢:= M \ N das Komplement von N.

Mathematische Aussagen sind sprachliche Gebilde, von denen es sinnvoll
ist zu fragen, ob sie wahr oder falsch sind. Aussagen sind entweder wahr (W)
oder falsch (F). Aus gegebenen Aussagen A, B kann man mit den folgenden
Verkniipfungen neue bilden:

- A (nicht A) Negation
AANB (A und B) Konjunktion
AVvB (A oder B) Adjunktion
A =B (A impliziert B) Implikation

A< B (A und B sind dquivalent) Aquivalenz

Die folgende Tafel legt fest, wie diese Verkniipfungen gebraucht werden.

A B|—-A AAB AVB A=B A<B
W W F w W W w
W F F F W F F
F W W F W W F
F F W F F W w

Folgenden Bestandteile von Aussagen werden als Quantoren bezeichnet:

V z bedeutet: fiir alle =
Jx bedeutet: es gibt ein x

Beide Quantoren werden immer nur in Verbindung mit Aussagen verwendet,
die von einer Variablen abhéngen, z.B. 3z € M : A(z) bedeutet: Es gibt ein
Element z aus der Menge M, so dass die Aussage A(z) wahr ist. Aussagen
mit Quantoren kénnen auch negiert werden. Diese Negationen sind wie folgt
definiert:

~(VzeM:A(z)) wirdzu Jz € M : -A(x)
~(F3zeM:Ax)) wirdzu Vo e M : -A(x)



1 Die reellen Zahlen

Grundlage der Analysis sind die reellen Zahlen. Was sind Zahlen? Natiirlich
kann jeder mit Zahlen umgehen und hat geniigend Erfahrung, um von ih-
rer Niitzlichkeit iiberzeugt zu sein. Die Frage, was eine Zahl ,wirklich® ist,
wird man schwerlich verniinftig beantworten kénnen; das ist aber auch nicht
notwendig, sondern es geniigt zu wissen, wie man mit Zahlen umgeht. Wir
wollen hier nicht den Versuch machen, explizit zu sagen, was reelle Zahlen
sind, sondern lediglich gewisse Regeln festlegen, nach denen man mit reellen
Zahlen rechnen und anderweitig umgehen kann. Wir werden dabei bemiiht
sein, so wenige Regeln wie moglich an den Anfang zu stellen und aus diesen
alle anderen Regeln als Folgerungen herzuleiten. Dieses Vorgehen ist heute
typisch fiir den Aufbau einer mathematischen Theorie: Gewisse Grundbe-
griffe werden undefiniert an den Anfang gestellt und gewisse Aussagen iiber
diese Grundbegriffe als wahr angenommen. Weitere Begriffe diirfen dann nur
durch Riickgriff auf bereits gegebene definiert werden, und weitere Aussa-
gen miissen aus bereits bekannten hergeleitet werden. Die an den Anfang
gestellten Aussagen bezeichnet man als Aziome. Sie haben in gewissem Sinn
den Charakter von , Spielregeln“. In diesem Sinn wollen wir also jetzt ein
Axiomensystem fiir reelle Zahlen angeben und erste Folgerungen daraus her-
leiten. Wir teilen das Axiomensystem in mehrere Axiomgruppen auf, die wir
einzeln betrachten.

1.1 Die Korperaxiome

Gegeben sei eine nichtleere Menge R. Thre Elemente werden wir spéter reelle
Zahlen nennen. Je zwei Elementen a, b € R sei ein Element a+b, genannt ihre
Summe, und ein Element a - b (meist ab geschrieben), ihr Produkt, eindeutig
zugeordnet. Dabei sollen folgende Aussagen gelten:
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Die Korperaxiome

(1.1) Va,b,ceR:a+ (b+¢c)=(a+b) +c
»Assoziativgesetz der Addition*

(Bedeutung der Beklammerung: a+ (b+c¢) := a+d mit d := b+ ¢, und analog
in anderen Fillen)

(1.2) Ya,beR:a+b=b+a
,Kommutativgesetz der Addition*

(1.3) 0 eR VaecR:a+0=0a
,, Existenz eines neutralen Elements der Addition®

(14) VaeR I—a€R:a+(—a)=0
,Existenz eines inversen Elements der Addition*

(1.5) VYa,b,c € R : a(bc) = (ab)c
(1.6) Va,beR:ab=ba
(1.7) 31 e R\{0} VaeR:a-1=a

(1.8) Va e R\{0} Ja~ ' €R:aa ! =1

(1.9) Ya,b,c e R:a(b+c) =ab+ ac
,, Distributivgesetz*

Bemerkung. Wegen der Assoziativgesetze diirfen wir schreiben:

a+(b+c)=(a+b)+c=1a+b+c,
a(bc) = (ab)c =: abe.

Folgerungen aus den Axiomen

1.10 Behauptung. Die Zahl 0 ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei 0 € R ein weiteres Element mit a+0’ = a fiir alle a € R. Speziell
gilt dann 0+ 0" = 0. Nach (1.3) gilt 0’ +0 = 0’. Nach (1.2) ist 0+0" = 0’ +0.
Somit folgt aus den letzten drei Gleichungen 0 = 0. m

1.11 Behauptung. Zu a € R ist —a eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei a’ € R ein Element mit a + o' = 0. Addition von —a ergibt
—a+(a+d') = —a. Aus (1.1) folgt (—a+a)+a’ = —a. Wegen —a+a(1;—2)a+

(7(1)(1:4)0 und 0 + a’(I:'Q)a’ + O(lig)

a’ folgt a’ = —a. m
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1.12 Behauptung. —0 = 0.

(1.4) (1L2) (13)

Beweis. Es gilt 0°="0+ (—0) 0+0 0. L]

Bezeichnungen. Statt a + (—b) schreibt man a — b, genannt Differenz von
a und b.

1.13 Behauptung. Seia,b € R. Die Gleichung a+x = b hat eine eindeutig
bestimmte Losung x € R.

Beweis. Wegen a+(b—a)(lﬁ)a—l—(—a—i—b)(lil)(a—i—(—a))+b =0+b=0+0=0b

ist £ = b — a eine Losung. Sei y € R ein Element mit a + y = b. Dann ist
b—a=-a+b=-a+(a+y)=(—a+a)+y=0+y=y. "

1.14 Behauptung. Fiir alle a € R gilt —(—a) = a.
Beweis. Nach Definition ist —(—a) das Inverse von —a, d.h. es gilt (—a) +

(—(—a)) = 0. Andererseits ist (—a)+a = a+(—a) = 0. Aus Behauptung 1.11
folgt —(—a) = a. L]

1.15 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt —(a + b) = —a — b.
Beweis. Es gilt (a4+b) —(a+b)=0und (a+b)+(—a—-b)=a+(b—a—

b) =a+ (—a+b—->b) =a+ (—a)+ 0 = 0. Aus Behauptung 1.11 folgt die
Behauptung. n

Vollig analog wie die vorstehenden Behauptungen beweist man die fol-
genden Aussagen iiber die Multiplikation anstelle der Addition:
1.16 Behauptung. Die Zahl 1 ist eindeutig bestimmt.
1.17 Behauptung. Zu a € R\ {0} ist a=! eindeutig bestimmt.

1.18 Behauptung. Sei a € R\ {0},b € R. Die Gleichung ax = b hat eine
eindeutig bestimmte Losung x. Die Lisung ist a='b =: 3 =:b/a.

1.19 Behauptung. Fir alle a € R\ {0} gilt (a™')~! = a.
1.20 Behauptung. Fir alle a,b € R\ {0} gilt (ab)"t=b"ta "t =a"1b7L.

Erst die nachstehenden Folgerungen benutzen auch das Distributivgesetz.

1.21 Behauptung. Fiir alle a,b,c € R gilt (a + b)c = ac + be.

( C

1i‘))ca + cb(liﬁ)

Beweis. Es ist (a + b)c(liﬁ)c(a +0b) ac + bc. m

1.22 Behauptung. Fir allea € R gilt a -0 = 0.
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Beweis. Wir haben a-0—|—a~0(]i9)a(0+0) =a-0.Daaucha-0+0=a-0
ist, folgt a - 0 = 0 aus Behauptung 1.13. ]

1.23 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt ab = 0 genau dann, wenn a = 0
oder b =0 ist.

Beweis. ,,=" Sei ab = 0 und etwa a # 0. Dann folgt 0 = a_l(ab)(lis)(a_la)b =

1-b=0, also b =0.
»<=" Seia = 0 oder b =0, etwa b = 0. Dann ist ab = a - 0 = 0 nach
Behauptung 1.22. [

1.24 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt (—a)b = —(ab).

Beweis. Es ist ab + (fa)blgl(a +(—a)b=0- b'Z2°0 und ab + (—(ab)) = 0.
Aus der Eindeutigkeit des Inversen folgt die Behauptung. ]

Speziell ist also (—1)b = —b fiir alle b € R.
1.25 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt (—a)(—b) = ab.

Beweis. Esist (—a)(—b)'2" — (a(=b))'2" — (—(ab))'Zab. -

Bemerkung. Ein Tripel (M, +,-), bestehend aus einer nichtleeren Menge
M und zwei Verkniipfungen + und - auf M, fiir die die Axiome (1.1)—(1.9)
(mit M anstelle von R) gelten, wird als (kommutativer) Korper bezeichnet.

Wie man leicht nachweist, gibt es einen Koérper (M, +,-) mit M = {0,1}
und der Eigenschaft 1+ 1 = 0. Aus den Korperaxiomen l48t sich also noch
nicht herleiten, dass 1 + 1 # 0 ist.

1.2 Die Anordnungsaxiome

Zusétzlich nehmen wir nun an, dass auf der Menge R eine Beziehung < (ge-
lesen , kleiner als*) gegeben ist, die zwischen zwei Zahlen bestehen kann. Fiir
je zwei Zahlen a,b € R ist also a < b eine Aussage, die wahr oder falsch sein
kann. Wir fordern die folgenden Regeln, die sogenannten ,, Anordnungsaxio-
me“.

(2.1) Va,beR:a#bs (a<bVb<a)
,, Vergleichbarkeit“

(2.2) Va,b,ceR:(a<bAb<c)=a<c
,, Transitivitat
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(2.3) Ya,b,ceR:a<b=a+c<b+c
»Monotoniegesetz der Addition*

(24) Va,b,ceR: (a <bA0<c¢)= ac<bc
»,Monotoniegesetz der Multiplikation*

Bezeichnungen.

a>b:eb<a (> wird gelesen: ,grofler als®)
a<b:sa<bodera=b
a>b:sa>bodera=">

Statt a < b und b < ¢ schreibt man kurz a < b < c. Hierfiir sagt man auch,
,,b liegt zwischen a und c“.

Definition. a € R heifit positiv (negativ), wenn a > 0 (bzw. a < 0) ist.

Wir leiten nun aus den Anordnungsaxiomen (und den Koérperaxiomen) einige
Folgerungen her.
2.5 Behauptung. Va,beR:a <b= —b < —a.

Beweis. Gelte a < b. Aus (2.3) (mit c=—a—1b) folgta—a—b<b—a—b,
also —b < —a. L]

2.6 Behauptung. Va,b,d', 0’ e R: (a<bAd <V)=>a+d <b+V.

Beweis. Aus a < bund o’ <V folgt nach (2.3) a+a' <b+d =d +b<
b +b=>b+10, nach (2.2) ist alsoa +a’ < b+ . =
2.7 Behauptung. Va,b,a’,b' e R: (0<a<bA0<d <¥V)=ad <bV.

Beweis. Ist o' =0, so ist aa’ = 0 und 0 < bb’ nach (2.4), also aa’ < bb'. Sei
jetzt 0 < @’. Nach (2.4) ist aa’ < ba’ < bb’, und nach (2.2) also aa’ < bb'. m

2.8 Behauptung. Va,b,c e R: (a <bAc<0)= ac> bc.

Beweis. Aus ¢ < 0 folgt nach Behauptung 2.5 0 < —c und damit nach (2.4)
a(—c) < b(—c¢), also —(ac) < —(bc) und somit nach Behauptung 2.5 ac >
be. (]

2.9 Behauptung. Va € R\ {0} : aa > 0.

Beweis. Ist a > 0, so folgt die Behauptung aus (2.4). Andernfalls ist nach
(2.1) a < 0, also —a > 0 und daher nach Behauptung 1.25 und (2.4) aa =
(—a)(—a) > 0. -
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Insbesondere gilt 1 > 0, da wegen (1.7) gilt 1 # 0 und wegen 2.9 gilt
1=1-1>0. Aus 1 > 0 und Behauptung 2.6 folgt 1 +1 > 0+ 0 = 0; wegen
1+1>0ist 14+ 1 # 0, was allein aus den Korperaxiomen nicht gefolgert
werden konnte.

2.10 Behauptung. Va€R:a>0=a"! > 0.

Beweis. Sei a > 0. Es gilt a=! = (aa™1)a™! = a(a~*a™!) > 0 nach Be-

hauptung 2.9 und (2.4) (denn wegen aa~! = 1 und Behauptung 1.23 ist

a"l #£0). L]
Analog ergibt sich: Va € R:a < 0= a~! < 0.

2.11 Behauptung. Va,beR:0<a<b=a"! >b"1.

Beweis. Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 und daraus a=*b=1 = (ab)~! >0

nach Behauptung 2.10. Hieraus und aus a < b folgt nach (2.4) aa='b~! <
ba~ b1, also b1 < a7l [

Bezeichnungen. RT :={z e R |z > 0}
Fiir a,b € R mit a < b wird definiert:

[a,b) :={zeR|a<z<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) :={x €eR|a<x<b} offenes Intervall

(a,b] :={x eR|a<xz<b} halboffenes Intervall
[a,0) :={x eR|a<x<b} halboffenes Intervall

In jedem Fall heilit b — a auch die Ldinge des Intervalls. Ferner wird definiert:

Das Symbol oo ist dabei nur zur Vereinfachung der Schreibweise gew#hlt; es
ist kein Element von R. Alle vorstehend definierten Mengen, dazu @) und R,
heiflen Intervalle.

Definition. Fiir a € R definieren wir

1 a falls a > 0,
al ;==
—a falls a < 0.

Die Zahl |a| heifit der Absolutbetrag oder kurz der Betrag der Zahl a.
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Folgerung (Eigenschaften des Absolutbetrages). Unmittelbar aus der
Definition folgt fiir alle a € R:

la| > 0,

la]=0<a=0,
—laf <a <|a.

2.12 Behauptung. Va € R: | —a| = |q|

Beweis. Fallunterscheidung;:
1. Fall: ¢ > 0. Dann ist |a|] = ¢ und | — a| = —(—a) = a.

2. Fall: a < 0. Dann ist |a| = —a und | — a| = —a. n

2.13 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt |ab] = |a|b].

Beweis. Fallunterscheidung:

1. Fall: @ > 0 und b > 0. Dann ist ab > 0, also |ab| = ab, und es ist |a| = a,
|b] = b, also ab = |a]|b].

2. Fall: a > 0 und b < 0. Dann ist ab < 0, also |ab| = —ab, und es ist |a| = a,
|b| = —b, also —ab = |a|b].

3. Fall: a < 0 und b > 0. Analog.

4. Fall: @ < 0 und b < 0. Analog. [
1

2.14 Behauptung. Va € R\ {0} : ‘f‘ = Tdl
a

Beweis. Aus 1= |1| = |a- %\ = lal - ’%‘ folgt die Behauptung. L]

2.15 Behauptung (Dreiecksungleichung). Va,b € R : |a + 0| < |a| + |0].

Beweis. Wegen a < |a| und b < || ist nach Behauptung 2.6 a +b < |a| + |b].
Wegen —a < |a|] und —b < |b] ist ebenso —(a+b) < |a| 4 |b]. Nach Definition
des Absolutbetrages folgt |a + b| < |a| + |b]. L]

2.16 Behauptung. Va,b e R: ‘\a| - |b|‘ <la-+b.

Beweis. Es ist |a| = |(a +b) — b < |a+b| + |b], also |a| — |b] < |a+ Y]
Vertauschung von a und b ergibt —(|a| — |b]) = |b| — |a| < |a + b|, insgesamt
folgt die Behauptung. [

Bemerkung. Ein Quadrupel (M, +,-, <), wobei M eine nichtleere Menge
ist, + und - zwei Verkniipfungen und < eine Beziehung auf M sind derart,
dass die Axiome (1.1)—(1.9) und (2.1)—(2.4) (mit M statt R) erfiillt sind,
heifit angeordneter Korper.
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Wir bemerken ohne Beweis, dass bis jetzt zum Beispiel die folgenden
Aussagen noch nicht beweisbar sind:

(a) Esgibt ein z € R mit 22 = 2 (nach Definition ist 2% := z-2z und 2 := 1+1).

(b) Fir gegebenes a € R ist schlieilich 1 + 1+ -+ 1 > a, wenn geniigend
oft 1 addiert wird.

1.3 Das Vollstandigkeitsaxiom

Wie die Anmerkung am Ende des vorigen Paragraphen zeigt, reichen die
Korper- und Anordnungsaxiome noch nicht aus, um alle Eigenschaften zu
erfassen, die wir von den reellen Zahlen erwarten. Zur Formulierung des letz-
ten Axioms dient die folgende Definition:

Definition. Sei M C R. Eine Zahl s € R heif}t obere Schranke fiir M, wenn
r<s fir alle x € M

gilt. M heiflt nach oben beschrdnkt, wenn es in R eine obere Schranke fiir M
gibt.
Eine Zahl sg € R heif$t kleinste obere Schranke oder Supremum der Menge

M, wenn sy obere Schranke fiir M ist und jede Zahl s < sy nicht obere
Schranke fiir M ist.

Enthilt die Menge M ein grofites Element mg (also ein mg € M mit
x < myg fiir alle x € M), so heifit mo Mazimum der Menge M.

Ein Maximum einer Menge M C R ist also stets auch Supremum von M,
aber im Allgemeinen nicht umgekehrt, denn ein Supremum von M braucht
nicht Element von M zu sein.

Vollig analog definiert man die Begriffe untere Schranke, nach unten be-
schrinkt, grofte untere Schranke (Infimum), Minimum.

Die Menge M C R heifit beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.

Beispiele. Fiir die Intervalle [a, ], [a,b) ist jede Zahl s mit s > b eine obere
Schranke, und b ist kleinste obere Schranke. Fiir [a,b] ist b das Maximum
und a das Minimum, aber [a, ) besitzt kein Maximum.
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Bezeichnungen.

sup M := Supremum von M
inf M := Infimum von M
max M := Maximum von M

min M := Minimum von M

Nun formulieren wir das Vollstdndigkeitsaxiom:

(3.1) Zu jeder nichtleeren, nach oben beschrinkten Teilmenge von R gibt es
in R eine kleinste obere Schranke.

Als unmittelbare Folgerung haben wir:

3.2 Behauptung. Zu jeder nichtleeren, nach unten beschrinkten Teilmenge
von R gibt es in R eine grifite untere Schranke.

Beweis. Sei ) # M C R. Setze —M := {x € R| —z € M}. Fiir s € R zeigt
man leicht:

s untere Schranke fiir M < —s obere Schranke fiir — M

s grofte untere Schranke fiir M < —s kleinste obere Schranke fiir — M.

Die Behauptung ergibt sich jetzt durch Anwendung des Vollstindigkeitsaxi-
oms auf —M. [

Die Bedeutung des Axioms liegt darin, dass es die Existenz von Zahlen
mit bestimmten Eigenschaften sichert. Zum Beispiel folgt die Existenz der
Zahl /2 aus dem Vollstindigkeitsaxiom.

Das Quadrupel (R, +, -, <) mit (1.1)—(1.9), (2.1)—(2.4), (3.1) heifit Kirper
der reellen Zahlen. Eine solche Struktur ist ,im wesentlichen“ eindeutig be-
stimmt, was wir hier aber nicht ndher erlautern wollen. Die Elemente einer
solchen Struktur nennen wir reelle Zahlen. Wenn wir im folgenden nur von
»Zahlen“ sprechen, sind stets reelle Zahlen gemeint.

1.4 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Im Korper R der reellen Zahlen sind insbesondere die Zahlen
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1
2:=14+1
3:=2+1
4:=3+1
U.S.W.

enthalten. Sie heiflen natiirliche Zahlen. Das obenstehende ,,u.s.w.“ kann aber
kaum als Definition dienen. Wir miissen also eine Definition der Menge der
natiirlichen Zahlen geben, und wir kénnen das jetzt auch tun. Zur Menge der
natiirlichen Zahlen sollen selbstverstindlich genau die Zahlen gehéren, die
man in der obigen Weise erhalten kann, daher die folgende

Definition. N sei die kleinste Teilmenge von R, die die Zahl 1 und mit x
auch x + 1 enthilt. Die Elemente von N heiflen natiirliche Zahlen.

Die ,kleinste* Teilmenge von R mit einer Eigenschaft F ist dabei zu ver-
stehen als Durchschnitt aller Teilmengen von R mit der Eigenschaft E. Der
Durchschnitt einer Familie von Mengen ist vollig analog erklart wie frither der
Durchschnitt von zwei Mengen. Der Deutlichkeit halber wollen wir voriiber-
gehend (d.h. nur in diesem Paragraphen) eine Teilmenge M C R induktiv
nennen, wenn 1 € M ist und mit x € M auch x +1 € M gilt. Zum Beispiel
sind R und R induktive Teilmengen. Das System (synonym fiir ,,die Men-
ge“) aller induktiven Teilmengen von R sei mit I bezeichnet. Dann haben wir
also nach Definition

Ni= (| M:={a€R|a€ M fiir alle M € I}
Mel

= {a € R| a ist Element jeder induktiven Teilmenge von R}.
Definition.

Ny :=NuU{0}:={0,1,2,3,...},
Z:={acR|aeNyoder —ae Ny}

Die Elemente von Z heiflen ganze Zahlen.
Q:= {a€R|3m€Z EInGN:az%}.
Die Elemente von Q heiflen rationale Zahlen (oder Briiche). Die Elemente

von R\Q heiflen irrationale Zahlen.

Bemerkung. Q mit den Verkniipfungen + und - und der Beziehung < ist
ebenfalls ein angeordneter Korper. In diesem Koérper ist die Gleichung 22 = 2
unlésbar.
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Bemerkung. Dass es iiberhaupt irrationale Zahlen gibt, wird erst spéter
bewiesen.

Wir zeigen nun, wie sich einige an sich wohlvertraute FEigenschaften
natiirlicher Zahlen aus dieser Definition streng herleiten lassen.

4.1 Behauptung. Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben
beschrankt.

Beweis. [Beweis durch Widerspruch: Wir zeigen, dass aus der Negation (dem
logischen Gegenteil) der Behauptung ein Widerspruch folgt.] Angenommen,
die Behauptung wére falsch. Nach dem Vollstdndigkeitsaxiom gibt es dann
fiir N eine kleinste obere Schranke s. Da s — 1 keine obere Schranke fiir N
ist, existiert ein n € N mit s — 1 < n, woraus s < n + 1 folgt. Da N induktiv
ist, ist mit n € N auch n + 1 € N, also ist s nicht obere Schranke fiir N, ein
Widerspruch. -

4.2 Behauptung. Zu jedem a € Rt und jedem b € R existiert ein n € N
mit na > b.

Beweis. Angenommen, das wire falsch. Dann gibt es ein @ € RT und ein

b € R mit na < b fir alle n € N. Es ist also n < afﬁrallenEN,im
Widerspruch zu Behauptung 4.1. n

S

Behauptung 4.2 driickt eine besondere Eigenschaft der durch < gegebenen
Anordnung aus, die man auch die archimedische Eigenschaft nennt.

Die folgenden Konsequenzen werden spéter bei der Behandlung des
Grenzwertbegriffes stdndig benutzt.

4.3 Behauptung. Va € RT™ dn € N: % < a.

Beweis. Nach Behauptung 4.2 existiert ein n € N mit na > 1, also mit

1
ﬁ<a. ]

4.4 Behauptung. Seia € R, a > 0. Ist a < % fiir allen € N, so ist a = 0.

Beweis. Andernfalls wire % eine obere Schranke fiir N. n

4.5 Behauptung. Vn e N: (n >1=n—-1€N).

Beweis. Die Menge {n € N | n =1Vn—1 € N} ist induktiv, also gleich
N. n
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Hier wurde benutzt: Ist M C N eine induktive Teilmenge, so mufl nach
Definition von N auch N C M gelten, also ist M = N. Hierauf stiitzt sich
auch das hiufig verwendete

Beweisprinzip der vollstéindigen Induktion

Dieses 148t sich folgendermaflen beschreiben. Es bezeichne A eine Aussage
iiber natiirliche Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

(a) A gilt fiir die Zahl 1,
(b) Wenn A fiir die natiirliche Zahl n gilt, dann auch fiir n 4 1.

Dann gilt A fiir alle n € N.
Um dies einzusehen, betrachtet man die Menge
M :={n e N| A gilt fiir n}.
Sie ist induktiv, muf} also nach der obigen Bemerkung gleich N sein.

Um also zu beweisen, dass eine Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen
zutrifft, verfihrt man folgendermafien:

(a) ,Induktionsanfang“: Man beweist, dass die Behauptung fiir die Zahl 1
zutrifft.

(b) ,,Induktionsschlu3“: Unter der ,Induktionsannahme*, die Behauptung
treffe fiir ein n € N zu, zeigt man, dass die Behauptung auch fiir n + 1
zutrifft.

Hierfiir nun einige Beispiele.

4.6 Behauptung. vn e NVz e R: (n<z<n+1=2x¢N).

Beweis. durch vollsténdige Induktion:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 lautet die Behauptung:
VeeR:(l<z<2=z¢N)

Sie ist richtig, weil die Menge M := {x € R | x = 1V > 2} induktiv ist und
daher N C M gilt. Fiir alle n € N ist alson =1 oder n > 2.
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Induktionsschluf: Wir machen die Induktionsannahme, die Behauptung
gelte fiir die natiirliche Zahl n, also

VeceR:(n<zx<n+1=z¢N).

Sei jetzt € R eine Zahl mit n+1 < x < n+2. Dann folgt n < x—1 < n+1,
nach Induktionsannahme also z — 1 ¢ N. Wegen = > 1 folgt aus Behauptung
4.5 jetzt = ¢ N. Die Behauptung ist also richtig fiir n 4+ 1. Damit ist gezeigt,
dass sie fiir alle n € N gilt. [

Hieraus kénnen wir den folgenden, hiufig niitzlichen Satz herleiten:

4.7 Satz (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen). In jeder nichtleeren Menge
von natirlichen Zahlen gibt es ein kleinstes Element.

Beweis. Sei ) # ACN. Setze M :={neN|Vae A:n<a}.

Behauptung. 3k e M :k+1¢ M.

Beweis. Wire das falsch, so wire M induktiv, also M = N. Wegen A # ()
existiert ein a € A, wegen a + 1 € N folgt a + 1 < a, ein Widerspruch. ]

Behauptung. k ist kleinstes Element von A.

Beweis. Wegen k € M ist k < a fiir alle a € A. Es bleibt k € A zu zeigen.
Wegen k + 1 ¢ M existiert ein ag € A mit k+1 > ap. Aus k <ag < k+1
folgt nach Behauptung 4.6 aber k = ayg. [

Damit ist Satz 4.7 bewiesen. n

Als wichtiges Anwendungsbeispiel haben wir den folgenden Satz:

4.8 Satz. Zu beliebigen reellen Zahlen a,b € R mit a < b existiert eine
rationale Zahlr € Q mit a < r < b.

Beweis. O.B.d.A. sei a > 0 (andernfalls ersetze man a,b durch a +m,b+m
mit gentigend groflem m € N). Nach Behauptung 4.3 gibt es eine Zahl n € N

mit % < b—a. Wihle ein solches n und setze M := {m € N| 7L > a}. Wegen
Behauptung 4.2 ist M # (. Nach Satz 4.7 enthélt M ein kleinstes Element

k. Es ist also a < % Wire % > b, so wire

k—1 1
Lo >bhb-=->bta-b=a,
n n

k

also k —1 € M, entgegen der Definition von k. Somit ist a < 77 < b. [
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Fiir die Aussage von Satz 4.8 sagt man auch: ,Q liegt dicht in R*.

Neben Beweisen durch Induktion sind auch Definitionen durch Induktion
moglich. Wir erldutern dies an einem Beispiel:

Definition. Sei a € R. Setze a” := 1 und a! := a. Ist a fiir ein n € N schon
definiert, so setze a1 := a - a™. Damit ist a” fiir alle n € Ny definiert.

Man nennt ein solches Vorgehen ,,Definition durch vollsténdige Induktion*
oder ,rekursive Definition“. Damit ist also folgendes gemeint. Sei k& € N. Um
fiir jedes n € N mit n > k eine Zahl a,, zu definieren, definiert man zuerst ay.
Dann gibt man an, wie a,, zu definieren ist, wenn n > k ist und die Zahlen
Ak, ..., an_1 schon definiert sind. Dass damit a,, in der Tat fiir alle n € N mit
n > k definiert ist, ist plausibel. Die Moglichkeit einer rekursiven Definition
148t sich durch Ausnutzung der Eigenschaften von N streng begriinden, was
hier aber nicht geschehen soll. (Statt Zahlen konnen die a, auch Elemente
irgendwelcher Mengen sein.)

Uber die so definierten Potenzen beweisen wir nun einige einfache Aussa-
gen.

4.9 Behauptung. Va € R Vm,n € N: ama" = a™t".
Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir n = 1 (nach Definition). Sei sie be-
wiesen fiir ein n > 1. Fiir m € N gilt dann
aman+1D§f.am analnd.;Ann.am+naD§f.am+n+1 '
4.10 Behauptung (Bernoullische Ungleichung).
VaeR VneNy:(a>—-1=(1+a)">1+na).
Beweis. Fiir n = 0 und n = 1 ist die Behauptung richtig. Sei sie bewiesen

fiir ein n > 1. Dann folgt (1 +a)"*' = (1 +a)(1 +a)® > (1 +a)(1 +na) =
14+ (n+1la+na®>>1+(n+1)a. ]

4.11 Behauptung. Seib € R, a € RT.

(1) b>1=3IneN:d" >a.

(2) 0<b<l=3IneN:V"<a.

Beweis. (1) Nach Behauptung 4.2 existiert ein n € N mit n(b—1) > a — 1.
Nach Behauptung 4.10 folgt
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=0+ b=-1)">1+nb-1)>14+a—-1=a.
(2) Aus 0 < b < 1 folgt % > 1, nach (1) existiert also ein n € N mit

(%)n > % Also gilt bi" > % (denn (%)n = bL"’ wie sofort durch Induktion

folgt). Behauptung 2.11 liefert also b™ < a. n

Es folgen nun noch einige Aussagen iiber

Summen und Produkte
4.12 Behauptung. vn e N Vm e N:n+m € N.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion nach n:
Induktionsanfang: Zu zeigen ist die Behauptung
VvmeN:14+meN.
Sie ist richtig nach Definition von N.
Induktionsschluf: Wir machen die Annahme
VmeN:n+meN.

Fiir beliebiges m € N gilt dann (n + 1) + m = n+ (m + 1) € N nach
Induktionsannahme. Die Behauptung gilt also auch fiir n + 1. ]

4.13 Behauptung. Vn e N Vm e N: nm € N

Beweis. Analog, unter Verwendung von Behauptung 4.12. L]

4.14 Behauptung. Vn € N Vm e N: (m >n=m —n € N).
Beweis. Ahnlich; zum Induktionsanfang siche Behauptung 4.5. ]

Durch rekursive Definition konnen wir auch Summen und Produkte von n
reellen Zahlen erkldren. Fiir aq,as € R sind aq +as und aq - as bereits erklart.

Nehmen wir an, fiir gegebenes n € N und beliebige Zahlen a4,...,a, € R
seien die Summe aq + - - - + a,, und das Produkt aq - -- - - a, bereits definiert.
Dann definieren wir fiir a1,...,a,41 € R

a1+ F apgy o= (a1 40 F an) + ang,

ap .- Ap1 = (a1.~-~~an)~an+1.
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Man kann nun leicht aus dem Assoziativgesetz durch vollstéindige Induktion
herleiten, dass

(a1+...+ap)+(ap+1+...+an):a1_|_..._|_an

ist. Daraus kann man dann, ebenfalls durch Induktion, herleiten, dass man
bei einem Ausdruck aus Summenzeichen und Klammern {iberhaupt die Klam-
mern weglassen kann (allgemeines Assoziativgesetz). Aus dem Kommuta-
tivgesetz leitet man durch Induktion leicht her, dass es bei einer Summe
a1 + -+ + an nicht auf die Reihenfolge der Summanden ankommt (allgemei-
nes Kommutativgesetz). Analoges gilt fiir die Multiplikation. Aus dem Dis-
tributivgesetz leitet man durch Induktion das allgemeine Distributivgesetz
her:

alay +---+ap) =aa; + - - + aay.

Beim Arbeiten mit derartigen Ausdriicken ist die Verwendung von Summen-
und Produktzeichen praktisch:

Bezeichnungen.

Zaizzak+ak+1+~-~+an, falls n > k
i=k

n
H Q; = Qpapy1 - Qn, falls n > k.
i=k

Aus Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz folgen einige Re-
chenregeln fiir Summen, z.B.

e

i=k j=m j=m i=k
l n l n
(Z ai> Z bj = Z Z aibj.
i=k j=m i=k j=m

Zum Abschluf dieses Paragraphen wollen wir noch zwei hdufig auftretende
Summen bzw. Produkte berechnen:

4.15 Behauptung (Summe einer endlichen geometrischen Reihe). Flir
q € R\{0,1} und n € N gilt

1 _ qn+1

n
-1
k=0

1—g¢q



1.4 Natiirliche Zahlen und vollstdndige Induktion 21
Beweis. Setze Y, _,q" =: . Dann ist
@w=q+¢+ - +q"M =z -14+¢"",

also

1— n+1
xziq . u
I—q

Zur nun folgenden Berechnung der Potenz (a 4+ b)™ sind zuniichst einige
Definitionen erforderlich.

Definition.
nl:=1-2---n= k firneN
k=1
0l:=1
n\ nn—-1)---(n—k+1)
(k) = T3k fir n,k € N

(g) =1 fir n € Ny

Man liest n! als ,,n Fakultdt“ und (Z) als ,n iiber k“. Die Gréfien (Z) heiflen
Binomialkoeffizienten. Offenbar gilt

|
<f>:k”“ fiir k,n € No,n > k

oo
-

fir k>n

(")
(kﬁ1>+<2) - (nzl)

Beweis der letzten Gleichung;:

(kﬁ1> * (Z) . 1)!(Z!+ —w k!(nni W)l

_ kit (n+1-k)n! (n+1)! (n+1).

HMn+1—k)!  Km+1l-k! \ k

n
k
n
k

Jetzt konnen wir zeigen:
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4.16 Behauptung (Binomische Formel). Fiir a,b € R und n € N gilt

(a+b)" = i: (Z) akpnk,

k=0

Beweis. (Induktion): Fiir n = 1 gilt die Formel. Sei sie bewiesen fiir einn > 1.
Dann folgt

(a+b)" = (a+0)(a+b)"" =" +b) Y <Z) e
k=0
" /n " /n
— k+1pn—k kpn—k+1
= <k>a b + Z (k>a b
k=0 k=0
n—1 n
— n+1 n k+1bn—k n kbn—k+1 bn+1
a”" + Z <k>a + kZ:l (k>a +
g+l ”)} jrnt+1l—j n+1
+ )1 a?b +b
Z K] - 1> (]

n+1
=X (n M 1) alb" o, .

J



2 Abbildungen

2.1 Der Funktionsbegriff

In diesem Paragraphen geht es hauptséchlich um die Vereinbarung einiger
Sprechweisen und die Festlegung von Bezeichnungen. Es kommen also vor-
wiegend Definitionen vor und fast keine Sétze.

Der Begriff der Funktion, der im folgenden prézisiert werden soll, wird
auch im téglichen Leben verwendet. Was meinen wir etwa, wenn wir sagen,
beim Autofahren sei der Luftwiderstand eine Funktion der Geschwindigkeit?
Gemeint ist doch, dass zu jedem Geschwindigkeitswert ein wohlbestimmter
Wert des Luftwiderstandes gehort. Es ist aber nicht unbedingt gemeint, dass
wir diesen durch eine explizite Formel oder Berechnungsvorschrift angeben
konnen. Historisch mag es wohl so gewesen sein, dass man unter einer Funk-
tion zunéchst eine konkrete Berechnungsvorschrift verstanden hat, aber dies
hat sich als zu eng erwiesen. Wesentlich an einer Funktion, wie man sie heu-
te versteht, ist lediglich, dass durch jeden ,, Argumentwert® der zugehorige
,Funktionswert* eindeutig bestimmt ist. Unter einer Funktion wird man also
eine eindeutige Zuordnung verstehen. Zum Beispiel beschreibt auch jedes Te-
lefonbuch eine Funktion: Jedem Inhaber eines Telefonanschlusses innerhalb
eines gewissen Gebietes wird darin seine Telefonnummer zugeordnet. Wenn
man dieses Beispiel im Sinn behiilt, wird man nicht in die Gefahr geraten,
eine Funktion fiir eine explizite Berechnungsvorschrift zu halten.

Wir wollen eine formale Definition einer Funktion geben. Dazu miissen
also eine Menge M, die ,,Definitionsmenge“, und eine Menge Ms, die , Ziel-
menge“ oder ,, Wertemenge® der zu definierenden Funktion gegeben sein. Je-
dem x € M soll ein eindeutig bestimmter Funktionswert y € My zugeordnet
sein. Die Zuordnung ist vollstdndig festgelegt, wenn wir zu jedem = € M;
und jedem y € Ms wissen, ob y dem Element x zugeordnet ist oder nicht.
Wir kénnen daher die Zuordnungsvorschrift geradezu identifizieren mit der
Angabe aller geordneten Paare (x,y), fiir die y dem Element z zugeordnet
ist.
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Hierzu zun#chst eine Vorbemerkung. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Zu
n Objekten x1,...,x, (die durch die Numerierung von 1 bis n mit einer
Reihenfolge versehen sind) bilden wir ein neues Objekt (z1,...,,), das wir
das (geordnete) n-Tupel von z1,...,x, nennen (2-Tupel heiflen auch Paare,
3-Tupel Tripel). Wir wollen hierfiir keine formale Definition geben (obwohl
dies unter alleiniger Verwendung des Mengenbegriffs moglich wére), sondern
lediglich eine Gleichheitsdefinition festlegen:

(x17"')xn):(y17"'7yn)
ewry=y und zp=y und ... und z, =y,

Bemerkung. Mit (a,b) haben wir sowohl das offene Intervall von a bis b als
auch das geordnete Paar mit Eintrégen a und b bezeichnet. Diese (an sich
unkorrekte) Mehrdeutigkeit gibt aber nicht Anlafl zu Verwechslungen, da aus
dem Zusammenhang stets klar sein wird, was gemeint ist. In Zweifelsfillen
wird angegeben, ob das geordnete Paar oder das Intervall gemeint ist.

Sind nun My, ..., M, Mengen, so nennt man die Menge
My x My X -+ X My :={(x1,...,2n) |21 €EM1 A+ N2y € My}

das (kartesische) Produkt der Mengen My, ..., M, (in dieser Reihenfolge).
Man schreibt auch

Mx---x M=:M".
—_———
n — mal
Jetzt konnen wir definieren (M7, My seien Mengen):
Definition. Eine Funktion oder Abbildung von Mj; nach My ist eine Teil-
menge [ der Produktmenge M; x My derart, dass zu jedem = € M; genau

ein y € M, existiert mit (z,y) € f. My heit Definitionsbereich und My
Wertebereich von f.

Bezeichnungen. Statt (z,y) € f schreibt man y = f(z) und nennt f(x)
das Bild von x unter f, auch den Wert von f an der Stelle z.

Die Abkiirzungen

f:M; — M,  oder M LM,

bedeuten, dass f eine Funktion von Mj; nach M, ist. In konkreten Féllen
schreibt man auch

f:iMy — Msy:z— f(x) oder frax— f(x) fiir x € M.
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Bemerkung. Am Anfang von Abschnitt 1.1 hatten wir gesagt: ,,Je zwei
Elementen a,b € R sei ein Element a+b, ihre Summe, eindeutig zugeordnet.
Wir kénnen das jetzt so prézisieren, dass eine Abbildung + : R x R — R
gegeben sein soll. Ebenso ist die Multiplikation - eine Abbildung von R x R
in R.

Bezeichnungen. Sei f: My — Ms eine Abbildung. Fiir A C M; heifit

f(A) = {f(z) |z € A}
={ye Mz |Ir e A: f(z) =y}

das Bild von A unter f. Die Menge f(M;7) heiBt Bild oder Wertemenge von
f und wird auch mit Bild f bezeichnet. Fiir B C My heifit

f7H(B) =={x € M1 | f(z) € B}
das Urbild von B beziiglich f.

f heiflt injektiv (Injektion) < Va,y € My : (x #y = f(z) # f(y))
f heifit surjektiv (Surjektion) auf My < f(M;y) = Ms
f heifit bijektiv (Bijektion) auf My < f injektiv und surjektiv auf Mo.

Ist f: My — Mo injektiv, so ist
7= {(f(@),2) |z € M)}

eine bijektive Abbildung von Bild f = f(My) auf My; f~! heifit die Umkehr-
abbildung von f. Es gilt

x fiir alle x € Mj,
f(f ') =y  firalley € Bild f.

Sind f : My — Ms und g : M3 — M, Funktionen mit Bild f C M3, so
definiert man

gof={(x,g(f(x)) |z e M}

go f ist also eine Funktion von M; nach My. Es gilt (go f)(z) = g(f(x)) fiir
alle z € M;. g o f heifit Verkettung oder Komposition von g und f.

Fiir eine beliebige Menge M ist die Identitit auf M erklirt als die Abbil-
dung idps : M — M mit idys(z) := « fir alle x € M. Ist f: My — M eine
Bijektion auf M, und f~! die Umkehrabbildung, so hat man offenbar

fTrof=idyy,,  fofT!=idu,.
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Ist f: My — M> eine Funktion und M C M, so heifit

flar={(z, f(2)) | x € M}

die Finschrdnkung oder Restriktion von f auf M.

Im weiteren Verlauf der Analysis werden wir es zunéchst mit speziellen
Funktionen, den Folgen, zu tun haben.

Definition. Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung f:N — M
(an die Stelle von N kann auch {m € Z | m > mq} treten).

Bezeichnungen. Ist f : N — M eine Folge, so schreibt man statt f(n)
meist f,, und statt f oft

(fn)nGN oder (f1,f2,f3,...).

Man nennt f,, auch das n-te Folgenglied.

Bemerkung. Achtung! Man verwechsle nicht die Folge (f1, f2, f3,...) mit
der Menge {f1, fo, f3,... }. Zum Beispiel ist (—=1,1,—1,1,—1,...) die Abbil-
dung, die der Zahl n € N die Zahl (—1)" zuordnet, und {—1,1,—1,1,...} ist
die Menge {1, —1}.

Spéter werden wir es vorwiegend mit reellen Funktionen zu tun haben.
Definition. Eine reelle Funktion ist eine Abbildung f: D — R mit D C R.
Einige mogliche Eigenschaften reeller Funktionen:

Definition. Sei f : D — R eine reelle Funktion. Sie heifit beschrdnkt, wenn
ihr Wertebereich beschrinkt (d.h. nach oben und nach unten beschréinkt) ist,
also:

[ heiBt beschrinkt :< 3c € Rt Voz € D : |f(z)| < ec.
Ferner:

f heiit monoton wachsend (streng monoton wachsend) < Vx,y € D :
(z <y = f(z) < f(y)) (bzw. <).

Analog werden definiert: monoton fallend, streng monoton fallend, monoton
(= wachsend oder fallend), streng monoton.



2.2 Abzihlbarkeit 27

Um in diesem Abschnitt wenigstens etwas zu beweisen, zeigen wir:

1.1 Satz. Sei f: D — R eine streng monotone reelle Funktion. Dann st f
injektiv und die Umkehrfunktion f~1 streng monoton.

Beweis. Sei f etwa streng monoton wachsend (im anderen Fall schliefit man

analog). Sei x,y € D,z # y. Aus x < y folgt f(z) < f(y), also f(z) # f(y),
analog fiir x > y. Also ist f injektiv. Somit existiert die Umkehrfunktion

f71: W — D mit W := Bild f. Sei u,v € W, u < v. Dann ist u = f(x),
v = f(y) mit geeigneten z,y € D. Wire y < z, so folgte f(y) < f(x), also
v < u, was ein Widerspruch ist. Somit ist f~(u) =z < y = f~1(v); also ist
auch f~! streng monoton wachsend. "

2.2 Abziahlbarkeit

Die nun zur Verfiigung stehenden Begriffe der bijektiven und surjektiven Ab-
bildung erlauben eine Unterscheidung der ,,Grofle* von Mengen durch Ver-
gleich mit N oder Teilmengen davon.

Bezeichnungen. Fiir n € Ny sei 4,, := {k € N | k < n}, also 49 = 0,
Ay = {1}, Ay = {1,2}, us.w. A, heiit der n-te Abschnitt von N.

2.1 Satz (Schubfachprinzip). Fiir n,k € N mit n > k gibt es keine injektive
Abbildung f: Ap, — Ag.

Beweis. Angenommen, das wére falsch. Dann gibt es eine Zahl n € N und eine
injektive Abbildung f: A,11 — A, (denn jede Abbildung f: A,41 — Ag
mit k& < n ist auch Abbildung von A, ; nach A,). Sei n die (nach dem
Wohlordnungssatz 4.7 aus Kapitel 1 existierende) kleinste derartige Zahl.

1. Fall: n ¢ Bild f oder n = f(n+1).
Setze g := f|a, (Einschrinkung von f auf 4,.)

2. Fall: n = f(k) fir ein k <n+ 1.
Setze

) f(m) fir m € A, \ {k}
glm) = {f(n+ 1) fiir m =k

In beiden Fillen ist g eine injektive Abbildung von A, in A,,_;. Das wi-
derspricht der Wahl von n als kleinster Zahl mit einer derartigen Abbil-
dung. ]
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Definition. Eine Menge M heifit n-elementig, wenn es eine Bijektion von
A, auf M gibt. M heiflt endlich, wenn M n-elementig fiir ein n € N oder
M = () ist. Andernfalls heit M unendlich.

Aus Satz 2.1 folgt insbesondere, dass M n-elementig nur fiir ein n sein
kann; ferner folgt, dass es fiir eine endliche Menge keine Bijektion auf eine
echte Teilmenge geben kann. Bei unendlichen Mengen ist das anders, zum
Beispiel ist

f:N— N
n—n-+1

eine Bijektion von N auf die echte Teilmenge {m € N | m > 2}.

Definition. Eine Menge M heilit abzdhlbar, wenn es eine Surjektion von N
auf M gibt, und dberabzdhlbar, wenn sie nicht abzéhlbar ist.

Man beachte, dass eine abzdhlbare Menge endlich oder unendlich sein
kann. Im letzteren Fall heif3t sie abzihlbar unendlich.

Der folgende Satz ist in Anbetracht von Satz 4.8 aus Kapitel 1 zunéchst
vielleicht etwas iiberraschend:

2.2 Satz. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar.

Beweis. Betrachte das untenstehende Schema. Jede rationale Zahl # 0 ist
von der Form " oder —7 mit m,n € N. Daher kommt im Schema jede
rationale Zahl vor (in der Tat ofter, was aber nicht stort). Durchlduft man
das Schema, indem man den Pfeilen folgt, so wird dadurch offenbar eine
fortlaufende Numerierung erklért, also eine Surjektion von N auf Q gegeben.

(Man kénnte die Abbildung explizit hinschreiben.)

0

i/ 1 2 2 3 3

T—771 17771 17771
e S S

1 _1 2 _2 3 _3

2 2 2 2 2 2"

s “ v

1 _1 2 _2 3 _3

3 3 3 3 3 3"
e S S

1 _10 2 _2 3 _3

4 4 4 4 4 4

%/ X “

5 ~5
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Bemerkung. Mit derselben Beweisidee 148t sich offenbar zeigen: Die Ver-
einigung einer abzihlbaren Familie (= Menge) von abzihlbaren Mengen ist
abzéhlbar.

Im Gegensatz hierzu ist die Menge R der reellen Zahlen iiberabzihlbar.
Um das zu beweisen, zeigen wir zunéchst das auch spéater sehr wichtige ,, Prin-
zip der Intervallschachtelung:

2.3 Satz (Intervallschachtelungsprinzip). Sei (J,,)nen eine Folge abgeschlos-
sener, beschrinkter Intervalle (also J, = [ay,b,] mit an,b, € R, a, < b, fir
n € N) mit der Figenschaft

Jo2J12J22D....

Dann gibt es eine reelle Zahl s € R mit s € [,y Jn-

Beweis. Nach Voraussetzung gilt ar < a, < b, < by fiir k£ < n, also ist die
Menge A := {a,, | n € N} nach oben beschrinkt. Nach dem Vollstdndigkeits-
axiom besitzt sie in R eine kleinste obere Schranke s. Gébe es ein k € N
mit s ¢ Jg, so wire s < ai oder s > bg. Im ersten Fall ist s nicht obere
Schranke fiir A, im zweiten Fall ist s nicht kleinste obere Schranke, da by
obere Schranke fiir A ist, was ein Widerspruch ist. m

Bemerkung. In Satz 2.3 ist die Voraussetzung, dass die Intervalle J,, abge-
schlossen und beschrénkt sind, nicht entbehrlich, z.B. gilt

() [n,00) =90, (N (0.%)=0.

neN neN

2.4 Satz. Die Menge R der reellen Zahlen ist iiberabzdihlbar.

Beweis. Angenommen, das wére falsch. Dann gibt es eine Surjektion f von
N auf R. Setze f(n) = @y, also R = {z,, |n € N}. Wihle ein Intervall J; =
[a1,b1] mit a3 < by und 21 ¢ Jy. Ist J,, schon definiert, so wiihle ein Intervall
Jng1 = [an+17bn+1] mit apy1 < bp41 und Jnt1 € Jp, s0 dass Tn+1 ¢ Int1
ist. Damit ist rekursiv eine Folge (J,,)nen definiert, die die Voraussetzungen
von Satz 2.3 erfiillt. Es gibt also eine Zahl s € R mit s = [, .y Jn. Wegen
R ={z, ‘ n € N} gibt es eine Zahl k € N mit s = z;. Nach Konstruktion ist
aber xy, ¢ Ji, q.e.a. n

Aus den Sétzen 2.2 und 2.4 folgt, dass die Menge der irrationalen Zahlen
iiberabzdhlbar ist (wire R\Q abzihlbar, so wire R = Q U (R \ Q) abzéhlbar).
Insbesondere ist damit die Existenz von irrationalen Zahlen gezeigt.






3 Konvergenz

3.1 Konvergente Folgen

Unter Folgen sollen, solange nichts anderes gesagt ist, Folgen in R verstanden
werden.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge in R und sei a € R. Die Folge (an)nen
heiflt konvergent gegen a, und a heifit Grenzwert oder Limes dieser Folge,
wenn zu jedem ¢ € R ein ng € N existiert mit

lan, —al <e fiir alle n > ny.

In Kurzschreibweise lautet die Definition:

(an)nen konvergiert gegen a

SVeeRT IngeNVneN: (n>ng=la, —al <e).

Eine Folge heifit konvergent, oder sie konvergiert, wenn sie konvergent gegen
ein a € R ist. Eine gegen 0 konvergente Folge heifit Nullfolge. Eine Folge heifit
divergent, oder sie divergiert, wenn sie nicht konvergiert.

1.1 Satz. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Folge (ay,)nen konvergiere gegen a und gegen b. Angenommen, es
wire a # b. Zu € := %|a — b| existieren ein ng € N mit |a, —a| < ¢ fiir n > ng
und ein ny € N mit |a,, — b| < ¢ fiir n > n;. Fiir beliebiges n > max{ng,n}
gilt dann nach Behauptung 2.15 aus Kapitel 1 [a —b| = |a —a, — (b—a,)| <
|a — an|+ |b—an| < e+e=]a—b|, was ein Widerspruch ist. ]

Bezeichnungen. Fiir die Aussage ,(an)nen konvergiert gegen a* schreibt
man auch

lim a, =a oder a, — a fir n — oo.
n—oo
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Zur Vereinfachung der Sprechweise sind ferner die folgenden Bezeichnun-
gen zweckméfig:

Definition. Seia € R, e € RT. Das Intervall (a —e,a+¢) heiit e-Umgebung
von a. Eine Teilmenge U C R heiflt Umgebung von a, wenn sie eine e-
Umgebung von a fiir geeignetes ¢ € R* enthélt.

,Fast alle“ heifit: alle, bis auf endlich viele.

Damit konnen wir auch formulieren:

lim a, =a < Zu jeder Umgebung U von a existiert ng € N
n—oo . .
mit a, € U fiir alle n > nyg

< Jede Umgebung von a enthilt a,, fiir fast alle n.

Bemerkungen. (a) Aus lim, . a, = a und b, = a, fiir fast alle n folgt
lim,, oo by, = a.

(b) Aus lim, o0 ay, = a folgt lim,, o0 anix = a fiir k € N, und umgekehrt.

Manchen Folgen kann man schon aufgrund des folgenden Satzes ansehen,
dass sie nicht konvergieren:

1.2 Satz. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.
Beweis. Sei (ap)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Es gibt ein
ng € N mit |a, —a| < 1 fiir n > ng. Fiir n > ng gilt also

lan| = |an —a+a| < |an, —al +]a| <1+ ]al.

Mit ¢ := max{|ai],..., |an,—1|,1 + |a|} gilt |a,| < c fiir alle n € N. m
Beispiele. (1) Sei a, = 1/n fiir n € N.
Behauptung. lim, .., a, = 0.

Beweis. Sei e € R* vorgegeben. Nach Behauptung 4.3 in Kapitel 1 gibt
es ein ng € N mit 1/ng < e. Fiir n > ny gilt dann

1

‘ 1 1
Z_0==-< =
n

no

<E. ]
n

(2) Seia, =(—1)" fir n € N.
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Behauptung. (a,)nen divergiert.

Beweis. Angenommen, lim,, .. a, = a. Dann existiert ein ng € N mit
|an, — a| < 1 fiir n > ng. Fiir beliebiges n > ng gilt dann

2 =|ans1 — ap| = |ani1 —a — (an — a)| < |ans1 — a| + |an —a| < 2,

was ein Widerspruch ist. [
Sei a,, = 1+%fi‘1rn€N.
Behauptung. lim, .., a, = 1.

Beweis. Zu gegebenem ¢ € RT wihle ng € N mit ng > % Mithilfe der
Binomischen Formel (a + b)(a — b) = a® — b2 gilt dann fiir n > ng

SN

2
=< — <= |
1+241 7

Sei a, = b" fur n € N (b € R gegeben).
1. Fall: |b| < 1. Aus Behauptung 4.11 aus Kapitel 1 folgt lim,,_,o, 0™ = 0.

2. Fall: |b] > 1. Die Folge (b")nen ist wegen Behauptung 4.11 aus Kapi-
tel 1 nicht beschrinkt, also nach Satz 1.2 divergent.

3. Fall: b = 1. trivial.

4. Fall: b= —1. divergent (s.o.).

Der folgende Satz fait einige wichtige Rechenregeln fiir Grenzwerte zu-

salmimern.

1.3 Satz. Seien (an)nen und (bn)nen konvergente Folgen mit lim,_, oo an = a
und lim,, o, b, = b. Dann sind die Folgen (an+b,)nen, (@nbn)nen, (Aapn)nen
mit A € R konvergent, und es gilt

lim (a, +by) =a+b, li_>m (apby) =ab, lim (Aa,) = Aa.

n—oo n—oQ

Ist a # 0, so gibt es ein m € N mit a, # 0 fir n > m, und die Folge
(1/an)pennsm st konvergent gegen 1/a.
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Beweis. (1) ap, + by,

Sei € € RT vorgegeben. Es gibt ein ng € N mit |a, —a| < /2 fiir n > ng
und ein ny € N mit |b, — b|] < &/2 fiir n > ny. Fiir n > max{ng, n1} gilt
also

[(@n+ba) = (a+b)| < lan —al + by =4 < S+ 5 = .

anbn

Sei ¢ € R*. Nach Satz 1.2 existiert ein ¢ € R* mit |b,| < ¢ fiir n € N.
Ferner existiert ein ng € N mit

€
¢+ |al

|an, —a| < |bn, — b| < fiir n > ng.

_c
c+la|’
Fiir alle n > ng gilt also

|anby, — ab| = |anb, — ab, + ab, — ab| < |a, — al|b,| + |a||b, — b]

5
c+ lal =¢

<
¢+ |al

€
¢+ |al

Aay,. Folgt aus (2), wenn b, = A gesetzt wird.

1/an

Sei also a # 0. Sei ¢ € RT. Es gibt ein ng € N mit |a, — a|] <
min{3|al, 5|a|?e} fir n > ng. Fiir n > ng gilt also

1
la| = @ — an + an| < |a — an| + |an| < §|a\ + lanl,

folglich |a,| > 3|al, insbesondere a, # 0, und daher

1 1| la—an| _ %la%
- — | = T 3 = €. [ ]
an al  anllal — 3lal
5n® 4+ 2n? +1
Beispiel. lim onthen =7 Es gilt
n—oo 2n3 — 15n
3 2 5+24+ L
5n° +2n° +1 n n3_>5+0+0_§
2n3 —156n 9 _ 15 2-0 2
n2

fiir n — oo.
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1.4 Satz. Sind (ap)nen, (bn)nen konvergente Folgen mit a,, < b, firn € N,
so ist lima,, <limb,,.

Beweis. Angenommen, es wire ¢ := lim a,, > lim b,, =: b. Es gibt ein ny € N
mit

1 1
|an, — al <§(a—b) und |, — b <§(a—b) fiir n > nyg.
Fiir solches n folgt

1 1
afan<§(a7b)éan>§(a+b)
1 1 = an, > b,, q.e.a.
bn—b<§(a—b):>bn<§(a+b)

Bemerkung. Achtung! Auch aus der schirferen Voraussetzung a,, < b, fiir
n € N folgt nur lim a,, < lim b,.

Wir ergénzen die Definition der Konvergenz noch durch die folgende,
manchmal bequeme Verabredung.

Definition. Die Folge (a,)nen heilit bestimmt divergent gegen oo, geschrie-
ben

lim a, = oo,
n—oo

wenn zu jedem ¢ € R ein ng € N existiert mit

ap > C fir alle n > ng.
Beispiele. (1) Aus lim a,, = 0 und a,, > 0 fiir n € N folgt lim 1/a,, = cc.

(2) Sei a, = 1/1+2 —1 und b, = n. Dann wissen wir, dass b, bestimmt
divergent gegen oo ist, d.h. lim b, = oo, und aus den vorletzten Beispiel,

n— oo

dass lim a, = 0. Also konnen wir Satz 1.3 auf die Folge (a,,by,)nen nicht
n— oo

anwenden, insbesondere wissen wir auch nicht was 0 - oo ist. Allerdings
gilt, mithilfe der Rechnung aus obigen Beispiel,

2
= 2 2
anbn = n n =

— =1
Ji+2 41 ( 1+%—1)+2 0+2

fiir n — oo.
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Kriterien fiir Konvergenz

Héufig wird eine Folge vorliegen, von der man Konvergenz vermutet, ohne den
eventuell existierenden Grenzwert zu kennen. Man benétigt daher Kriterien
fiir Konvergenz, in denen nicht explizit der Grenzwert vorkommt.

1.5 Satz. Jede monotone, beschrinkte Folge in R konvergiert.

Beweis. Sei (ay)nen eine beschriinkte Folge, etwa monoton wachsend. Nach
dem Vollstidndigkeitsaxiom hat die Menge {a,|n € N} eine kleinste obere
Schranke s. Sei € € RT gegeben. Es gibt ein ng € N mit a,, > s — &, denn
andernfalls wire s — & obere Schranke. Da (a,)neny monoton wachsend ist,
gilt a,, > ap, > s — ¢ fiir n > ng. Da s obere Schranke ist, gilt auferdem
an < s, also |a, —s| = s —a, < ¢ fiir n > ng. Somit ist lim,,_,, a, = s. =

Diese hinreichende Konvergenzbedingung ist sehr niitzlich, aber natiirlich
nur begrenzt anwendbar. Fiir feinere Konvergenzbetrachtungen sind die fol-
genden Begriffsbildungen zweckméafig.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge und (ny)ren eine streng monoton wach-
sende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge

(ank)kGN = (anl ) Angy Angsy - - - )

Teilfolge der Folge (ay)nen.

Aus der Definition folgt unmittelbar: Konvergiert eine Folge gegen a, so
konvergiert auch jede ihrer Teilfolgen gegen a.

Definition. Eine Zahl heifit Hiufungswert (oder Hiufungspunkt) einer Fol-
ge, wenn sie Grenzwert einer Teilfolge ist.

Beispiel. a, := (—1)"+1/n. Die Teilfolge (as)ren konvergiert gegen 1, die
Teilfolge (azk+1)ken gegen —1. Diese beiden Zahlen sind also Hiaufungswerte
der Folge; andere Hiufungswerte gibt es offenbar nicht.

Der folgende Satz (das Beste, was man als ,, Umkehrung® von Satz 1.2
aussagen kann), ist sehr wichtig und wird an vielen Stellen benutzt.

1.6 Satz (von Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge in R besitzt eine
konvergente Teilfolge.
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Beweis. Sei (,)nen eine beschrinkte Folge. Wir definieren zuniichst rekur-
siv eine Folge (J)nen, abgeschlossener Intervalle J,, = [ay,by] derart, dass
fiir n € N gilt:

(a) In C JIn-1,
(b) fiir unendlich viele k € N gilt =, € [an, by],
(¢) bn —an =2""(bp — ag).

Hierzu werde [ag, by] so gewihlt, dass zy € [ag, bo] fiir alle k € N gilt (das
ist moglich, da die Folge beschrinkt ist). Sei [an, b,] schon definiert, so dass
(a), (b), (c) erfiillt sind. Wir halbieren das Intervall [a,,b,] durch seinen
Mittelpunkt z = (a, + by)/2. Wenigstens eines der Intervalle [ay, 2], [z, by]
enthélt x; flir unendlich viele k; ein solches Teilintervall nehmen wir als
[@n+1,bn+1] = Jpt1. Dann sind (a), (b), (¢) auch fir J,41 erfiillt. Damit ist
die Folge (J,,)nen rekursiv definiert.

Nun definieren wir rekursiv eine Teilfolge (zk, )nen mit g, € [ay,by,] fiir
n € R. Wihle k; so, dass x, € [a1,b1] gilt. Sei k, mit x,_ € [an, b,] schon
definiert. Das Intervall [ay41,by41] enthélt o fiir unendlich viele k, also ist
die Menge {k € N| k& > k, und z; € [an41,bn+1]} nicht leer. Thr kleinstes
Element nehmen wir als k,, 1. Damit ist die Folge rekursiv definiert.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip 2.3 aus Kapitel 2 gibt es eine

reelle Zahl x € (,cyJn. Fiir alle n € N haben wir 2y, € [an,b,] und

x € [an, by], woraus folgt

lzg, — x| <b, —a, = .

Daraus folgt lim,,_,~c 2k, = 2. n

Konvergiert die Folge (a,)nen gegen a, so auch (wie frither bemerkt) jede
Teilfolge, also ist a der einzige Haufungswert. Fiir beschrankte Folgen 148t
sich dies umkehren:

1.7 Satz. Hat eine beschrinkte Folge genau einen Hdaufungswert, so konver-
giert sie gegen diesen Hiufungswert.

Beweis. Sei (an)nen eine beschriinkte Folge und a ihr einziger Hiufungswert.
Angenommen, die Folge konvergiere nicht gegen a. Das bedeutet:
JeeR" VngeN In>ng:la, —al >e.

Wir nehmen ein solches € > 0. Es gibt dann ein ny € N mit |a,, — a| > €.
Ist nj schon definiert, so ist die Menge {n € N|n > n; + 1 und |a, —a| > €}
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nicht leer; sei nygy1 ihr kleinstes Element. Damit ist rekursiv eine Teilfolge
(an, )ken definiert mit |a,, — a| > € fiir alle k& € N. Da sie beschrinkt ist,
besitzt sie nach Satz 1.6 eine konvergente Teilfolge. Fiir deren Grenzwert b gilt
|b—a| > €, also hat die urspriingliche Folge zwei verschiedene Hiufungswerte,
was ein Widerspruch ist. [

Nun sind wir in der Lage, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
fiir die Konvergenz einer Folge aufzustellen, das nicht explizit auf den Grenz-
wert bezugnimmt. Eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz liegt nahe,
indem man den Grenzwert eliminiert: Die Folge (a,)nen konvergiere gegen
a. Sei € € RT gegeben. Es gibt ein ng € N mit |a,, —a| < €/2 fiir n > ny. Fiir
alle m,n > ng gilt also

e €
\am—an|:\am—a+a—an|§|am—a|+|a—an|<§—|—§:5.

Diese fiir die Konvergenz notwendige Eigenschaft erweist sich auch als hin-
reichend. Zwecks groferer Klarheit und vor allem im Hinblick auf spétere
Verallgemeinerungen ist eine Definition angebracht:

Definition. Die Folge (a,)nen heiBt Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ € R
ein ng € N existiert mit |a,, — a,| < € fiir alle m,n > ng.

1.8 Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy). Fine Folge in R ist genau
dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, wurde bereits
gezeigt. Sei nun (a,)nen eine Cauchy-Folge.

Behauptung. 1. (a,)nen ist beschrinkt.

Beweis. Da (ap)nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ng € N so, dass

|am — apn| < 1 fiir m,n > ng. Fiir alle n > ng gilt also |ay,| = |an —any, +an,| <
|an, — ng| + |ang| < 14 |ang|- Mit ¢ := max{|ai],...,|ano—1|,1 + |an,|} gilt
also |a,| < ¢ fiir alle n € N. Somit ist (ap)neny beschrankt. ]

Nun folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl 1.6, dass eine konvergente
Teilfolge (an, )ren existiert. Sei a ihr Grenzwert.

Behauptung. 2. lim, ., a, = a.

Beweis. Sei ¢ € RT vorgegeben. Da (a,)nen Cauchy-Folge ist, existiert ein
no € N mit
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€

3 fiir m,n > ng.

lan — am| <

Wegen limy,_, o Gy, = a existiert ein j € N mit n; > ng und

€
lan, —a| < 3
Fiir alle n > ng gilt also
lan —a| = |an = an; + an; —al <lay — an,| + |an, —a
< : + - €
2 2
Damit ist a,, — a fiir n — oo gezeigt. [
Damit ist Satz 1.8 gezeigt. [

Wir gehen noch auf eine Begriffsbildung ein, die bei feineren Konvergenz-
untersuchungen bzw. bei nicht konvergenten Folgen von Nutzen ist. Zunéchst
sei daran erinnert, dass wir fiir eine Teilmenge M C R die kleinste obere
Schranke, falls sie existiert, auch mit

sup M = Supremum von M
und die grofle untere Schranke mit
inf M = Infimum von M

bezeichnet haben.

Definition. Sei (a,)nen eine beschriinkte Folge in R. Dann heifit

limsup a,, := lim (sup{ax|k > n})
n—oo n—oo

der Limes superior der Folge, und

(inf{ag| k > n})

liminf a, := lim
n—roo n—roo

heifit Limes inferior der Folge.
Zu dieser Definition ist eine Erlduterung erforderlich. Setzt man
by, :=sup{ag| k > n} fir n € N,

so ist die Folge (b, )neny monoton fallend; da sie beschrénkt ist, existiert nach
Satz 1.5 der Grenzwert lim,,_,oo b,,. Man kann also in der Tat wie oben defi-
nieren. Entsprechendes gilt fiir lim inf.
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Beispiel. a, = (—1)"(1 + %). Es ist

1

1 mo fall d ,
Sup{ak|k>n}={ +”1 alls n gerade
I+ T falls n ungerade.
Also ist limsup a,, = 1. Ferner ist
n— o0
1
-(I+5 fall d
inf{ay|k > n} = { ( +n)1, alls n ungerade,
—(1+ m), falls n gerade,
also liminf a,, = —1.
n— o0

Der folgende Satz enthélt eine dquivalente Definition, die oft besser zu
handhaben ist als die urspriingliche.

1.9 Satz. Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge und a € R. Dann gilt:

(1) limsupa, < a << Ve € R ist die Menge {k € N|ay > a+ ¢} endlich.

(2) limsupa, > a < Ve € Rt ist die Menge {k € N|ax, > a — ¢} unendlich.
Entsprechendes gilt fir liminf.

Beweis. (1) ,=*: Sei limsupa,, < a. Sei ¢ € RT. Wiire die Menge {k € N]|
ay > a + e} unendlich, so wire
sup{ag|k >n} >a+e fiir alle n € N,

also limsupa, > a + ¢ > a, was ein Widerspruch ist.

»<=%: Sei {k € N|ay > a+ ¢} endlich fiir jedes ¢ € RT. Dann gibt es zu
gegebenem € € Rt ein ng € N so, dass ai < a + ¢ fiir n > ng, also

sup{ag|k >n} <a+e fiir n > ng.
Es folgt limsupa, < a + ¢; da ¢ € RT beliebig war, folgt limsup a,, < a.

(2) ,=“: Sei limsupa, > a. Sei ¢ € RT. Wire die Menge {k € N|a) >
a — e} endlich, so existierte ein ng € N so, dass ax < a — ¢ fiir n > ng, also

sup{ag|k >n} <a-—c¢ fiir n > ng.

Daraus folgt limsupa,, < a — ¢ < a, was ein Widerspruch ist.
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»<%: Sei {k € N|ay > a — &} unendlich fiir jedes ¢ € RT. Dann gilt fiir
jedes e € R

sup{ag|k >n} >a—¢ fiir alle n € N,

also ist limsup a,, > a—¢. Da e € R beliebig war, folgt limsup a,, > a. ]

Der folgende Satz macht die Bedeutung von Limes superior und Limes
inferior deutlicher und erklart zugleich die Wahl dieser Bezeichnungen.

1.10 Satz. Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge. Dann ist limsupa, der
grofite und liminf a,, der kleinste Haufungswert dieser Folge.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir lim sup zu beweisen. Sei H die Menge
der Haufungswerte der Folge (a,)nen. Nach Satz 1.6 ist H # (), und H ist
beschriankt. Setze s := sup H und limsup a,, =: a.

Nach Satz 1.9 (1) ist fiir jedes e € RT die Menge {k € N|ay, > a + ¢} end-
lich. Also kann keine Zahl > a + ¢ Grenzwert einer Teilfolge (d.h. Hiufungs-
wert) sein. Fiir alle h € H gilt also h < a, folglich ist s < a.

Behauptung. a € H [Daraus folgt dann a < s, also a = s.

Beweis. Wir konstruieren rekursiv eine Teilfolge, die gegen a konvergiert.
Setze k1 = 1. Sei k,,—1 schon definiert. Nach Satz 1.9 (2) ist die Menge

1
{k€N|ak2a—}
n

unendlich, also existiert ein k,, € N mit k,, > k,—; und ai, > a—1/n. Damit
ist die Teilfolge (ak, Jnen definiert. Fiir alle n € N gilt (wegen k,, > n)

1

sup{ax|k > n} > ap, >a— —.

n
Fiir n — oo konvergieren beide Seiten gegen a, woraus lim, . ar, = a
folgt. [
Damit ist Satz 1.10 gezeigt. [

Wir kénnen nun ein weiteres notwendiges und hinreichendes Kriterium
fiir die Konvergenz einer Folge aufstellen.

1.11 Satz. Die Folge (an)nen konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt
ist und wenn lim sup a,, = lim inf a,, ist.

Das folgt sofort aus Satz 1.2, 1.7, 1.10.
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3.2 Reihen

Unter Verwendung des Grenzwertbegriffes kann man auch fiir gewisse Folgen
(an)nen die ,unendliche Summe® a; + as + ... erkldren. Solche unendlichen
Reihen sind wichtig, da man spezielle reelle Zahlen oder Funktionen haufig
durch Reihen ausdriicken kann.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge in R. Man nennt die Zahl

Sn :=Zak (n €N)

die n-te Partialsumme dieser Folge. Die Folge (s, )nen heiBt unendliche Reihe
und wird mit

o0
PR
k=1

bezeichnet. Ist die Folge (s, )nen konvergent, so wird ihr Grenzwert ebenfalls
mit Y-, ai bezeichnet. In diesem Fall sagt man, dass die unendliche Reihe
konvergiert.

Hiernach bedeutet Y ;- aj also zweierlei; das fiihrt erfahrungsgemif
aber nicht zu Miflverstdndnissen. Nach Definition ist

o0 n
Zak:s & HILH;OZak:s.
k=1 k=1
Bemerkung. Es ist klar, was unter > .- aj (mit m € Z) zu verstehen ist.

Beispiel (unendliche geometrische Reihe). Sei ¢ € R, |¢| < 1. Nach
Behauptung 4.15 aus Kapitel 1 gilt

n

K l_qn—l-l
Sq =0
k=0
also

lq|" !

—0 firn — oo,
I—gq

- 1
Z ¢" - 1—gq
k=0
wobei wir Behauptung 4.11 aus Kapitel 1 benutzt haben. Folglich ist

> 1
k __




3.2 Reihen 43

Konvergenz einer Reihe bedeutet nach Definition nichts anderes als die
Konvergenz der zugehorigen Partialsummen-Folge. Die bisher fiir Folgenkon-
vergenz gewonnenen Ergebnisse iibertragen sich also unmittelbar auf Ergeb-
nisse {iber Konvergenz von Reihen. Wir wollen diese Resultate im folgenden
zusammenstellen. Da es sich nur um Umformulierungen handelt, eriibrigt es
sich, auf die Beweise einzugehen.

Aus Satz 1.3 und Satz 1.4 folgt:

2.1 Satz. Seien > ;| ak, Y pey bk konvergente Reihen. Dann ist die Reihe
> pey(ak + by) konvergent, und es gilt

D (ak+bp) = ar+ > by
k=1 k=1

k=1

Gilt a, < by, firk €N, so ist Y oo ar <> oo bi.

Aus Satz 1.5 folgt:

2.2 Satz. Jede Reihe Z:i1 ax mit ap, > 0 fiir alle k € N ist konvergent oder
bestimmt divergent.

Beispiel. An dieser Stelle kénnen wir die gewohnte Praxis rechtfertigen,
reelle Zahlen durch (im Prinzip unendliche) Dezimalbriiche darzustellen. Zum
Beispiel bedeutet die Schreibweise

7 =3,141592653 . ..

ja verabredungsgeméfl nichts anderes, als dass

PO I IS S
=27 70 " 100 " 1000 T 10000 T

ist, also dass 7 durch eine gewisse Reihe mit nichtnegativen Gliedern darge-
stellt werden kann.

Insbesondere stellt also jeder ,,unendliche Dezimalbruch® eine reelle Zahl
dar. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass umgekehrt jede reelle Zahl als Dezi-
malbruch dargestellt werden kann (man bestimme die aj rekursiv).

Wir fahren fort, Ergebnisse fiir Folgen auf Reihen umzuformulieren. Ist
Sn = Z A,
k=1

so ist fir m < n
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n

S .

k=m+1

|5n — 5m| =

Aus Satz 1.8 erhalten wir also sofort die folgende wichtige Aussage.

2.3 Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy). Die Reihe Y -, aj ist genau
dann konvergent, wenn zu jedem € € RT ein ng € N existiert mit

m+p

> a
k=m

<e fiir m > ng und p € Np.

Da die Bedingung insbesondere fiir p = 0 erfiillt sein muf}, haben wir:

2.4 Satz. Notwendig fiir die Konvergenz der Reihe Y ;- | ay ist die Bedin-
gung limg_, ax = 0.

Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend.

Beispiel. Die ,harmonische Reihe* Y7, % ist bestimmt divergent. Es ist
nédmlich

TN P IR CEE T B A
2 374 576 78 9 16) "
————
1 1 1 1 1 1

2. - = — 4. - = — - —_— = —
- 4 2 ~ 8 2 > 8 16 2

u.s.w., also sgn > 1+ n - %, woraus die Behauptung folgt.

Beispiel. Fiir a > 1ist > ;- 7= konvergent. [Dabei sei a € N, denn sonst
ist bis jetzt k% noch nicht erklart. Wenn aber spéter k% fiir o € R erklért sein
wird, bleiben Behauptung und Beweis fiir o > 1 richtig.] Sei n € N. Wilhle
m € N mit n < 27+ — 1. Dann gilt

o T 11 S
L= = < e (= =)+ -
w=Yws X mott(mrg) o @
k=1 k=1 k=2m
4 _ 1—a\¢ l—a\¢ __
<> 2 G =D (@7 <Y 7 =
=0 £=0 £=0

Dabei wurde 2!~ < 1 (wegen o > 1) benutzt. Die Konvergenz folgt jetzt
aus Satz 2.2.

In Féllen, wo die Voraussetzung von Satz 2.2 nicht erfiillt ist, ist haufig
das folgende Kriterium von Nutzen.



3.2 Reihen 45

2.5 Satz (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen). Ist (an)nen, €ine
monoton fallende Nullfolge, so ist die Reihe

oo

> (=DFax

k=0
konvergent.
Beweis. Setze s, := > p_o(—1)"ay. Es gilt so,10— 82, = —a2n11+a2n+2 < 0,
also ist die Folge (s2y,)neny monoton fallend. Analog ist die Folge (S2n+1)nen
monoton wachsend. Wegen So,+1 — S2n, = —a2p4+1 < 0 gilt

S2n = S2p41 = S1 und Son+1 < S2n < So.
Nach Satz 1.5 existieren also
a:= lim s9, und b:= lim sony1.
n— o0 n—oo

Es ist a — b = limy, 00 (82 — Son+1) = limy, o0 aopt1 = 0, also a = b.
Sei e € RT vorgegeben. Es gibt ein ng € N mit
[son —al < e fiir 2n > ny,
und es gibt ein n; € N mit
|sont1 —al < e fiir 2n +1 > ng.
Fiir m > max{ng,n;} gilt also
|$m — a| < e.

Damit ist Y o (—1)*ay = a gezeigt. u

Absolute Konvergenz

Feinere Konvergenzbetrachtungen fiir Reihen erfordern eine neue Begriffs-
bildung. Hierauf werden wir beispielshalber bei der folgenden Fragestellung
gefiithrt. Gilt fiir unendliche Reihen auch ein ,, Kommutativgesetz“? Mit ande-
ren Worten: Héngen Konvergenz und Grenzwert einer Reihe von der Reihen-
folge der Summanden ab, oder darf man die Summanden beliebig umordnen?
Mit einer ,,Umordnung® ist folgendes gemeint:

Definition. Sei ) ;- aj eine Reihe und 7 : N — N eine Permutation (bi-
jektive Abbildung auf sich) von N. Dann heiBt die Reihe 77 a ¢ eine
Umordnung der urspriinglichen.
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Beispiel. Die Reihe 7, (—1)""'1 ist nach dem Leibniz-Kriterium kon-
vergent. Da > | 7% divergiert, 148t sich leicht eine Umordnung angeben, die

divergiert: Fiir n € N gilt

1 1 1 1 1
i1ttt 7% T

also

11

12

11

371

1 1 1

+(5+7>_6

11 1 1\ 1

<9+11+13+15>_8

1 I 1 1
2m 41 ntl — 1 2n+2

— oo fiir n — oo.

Wie sich zeigt, kann etwas derartiges nicht passieren, wenn neben > ay
auch die Reihe Y |ay| konvergiert.

Definition. Die Reihe 220:1 ar heiflt absolut konvergent, wenn die Reihe
> ey lak| konvergiert.

2.6 Satz. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Sei Y |ag| konvergent. Wir zeigen, dass > a; die Voraussetzung des
Konvergenzkriteriums von Cauchy erfiillt. Sei e € RT. Da Y |ay| konvergiert,
existiert ein ng € N mit

m+p
Z|ak|<6 fiir m > ng, p € Np.
k=m

Fiir diese m, p gilt also erst recht

m+p

>
k=m

Nach Satz 2.3 ist die Reihe > ;- ; aj konvergent. "

m+p

< Z lak| < e.

k=m
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Hier wurde die Ungleichung |by + -+ 4+ by| < |b1| + - - - + |by| benutzt, die
natiirlich aus der Dreiecksungleichung durch Induktion herzuleiten ist.

2.7 Satz (Umordnungssatz). Sei Y .-, aj eine absolut konvergente Reihe
mit Grenzwert a. Dann konvergiert auch jede Umordnung dieser Reihe gegen
a.

Beweis. Sei 7 : N — N eine Permutation von N. Sei e € RT vorgegeben. Da
> |ak| konvergiert, gibt es ein m € N mit

oo

3 el < g

k=m+1

Wiéhlen wir ein ng € N mit {1,...,m} C {r(1),...,7(no)}, so gilt fiir alle
n > ng

n n m m
Zam@) —a| < Z%(k) *Zak + Zak —a
k=1 k=1 k=1 k=1

(oo} oo
< 3 ad+ Y
k=m+1 k=m+1
<e.

Hierbei haben wir benutzt, dass fiir £ > m gilt

m 14 4 0 9]
S o= Y- Y af<[Ya-d+ 3 i
k=1 k=1 k=m+1 k=1 k=m+1

Der Grenzwert £ — oo liefert die obige Abschétzung des zweiten Terms. [

Nachdem schon hierdurch (und erst recht im weiteren Verlauf) die Bedeu-
tung von absoluter Konvergenz unterstrichen wird, wollen wir Kriterien fiir
absolute Konvergenz zusammenstellen. Am h#ufigsten anwendbar ist wohl
das folgende:

2.8 Satz (Majorantenkriterium). Seien > ay, > ¢, Reihen. Gilt
lak| < ck fir alle k € N

und ist die Reihe ) ci, konvergent, dann ist die Reihe Y aj absolut konver-
gent.

Beweis. Sei e € RT. Da Y ¢; konvergiert, existiert ein ng € N mit



48 3 Konvergenz
ch<5 fir m > ng, p € Np.

Fiir diese m, p gilt also

m-+p m-+p
S lal <> <e.
k=m k=m
Aus Satz 2.3 folgt die Behauptung. [

Gilt |ag| < ¢ fiir k € N, so nennt man die Reihe > ¢ eine Majorante der
Reihe ) ay. Eine Reihe ist also absolut konvergent, wenn sie eine konvergente
Majorante besitzt. Haufig brauchbare Vergleichsreihen sind die geometrische
Reihe (¢ = ¢*,¢q < 1) und die (-Reihen (¢; = 7% mit einem a > 1).

Gilt dagegen a > ¢ > 0 fiir k € Np, so nennt man die Reihe ) ¢ eine
Minorante der Reihe ) ay. Besitzt die Reihe Y ay, eine bestimmt divergente
Minorante, so ist sie selbst bestimmt divergent. Eine manchmal brauchbare
Vergleichsreihe ist die harmonische Reihe.

Wenn sich keines der obigen Kriterien unmittelbar anwenden 148t, versu-
che man es mit einem der folgenden.
2.9 Satz (Quotientenkriterium). Sei > ay eine Reihe mit ay, # 0 fir k € N.
Es gebe eine Zahl g € R mit 0 < g < 1 und

an+1
Qn

<gq fiir n € N.

Dann ist die Reihe > a,, absolut konvergent.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgert man durch Induktion sofort
|an+1] < ¢"aal-

Da die Reihe Y ¢™|a1| = |a1] D ¢ wegen |g| < 1 konvergiert, folgt die Be-
hauptung aus dem Majorantenkriterium. [

Natiirlich geniigt es, wenn beim Quotientenkriterium die Voraussetzungen

an # 0 und ‘a;—zl‘ < g fiir fast alle n erfiillt sind.

Besonders bequem ist das Quotientenkriterium anzuwenden, wenn es ge-

=: a zu bestimmen, falls dieser Grenzwert existiert. Ist

. . An 41
lingt, lim,, o ‘ZT
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An41

a < 1, so gilt fiir beliebiges ¢ mit a < g < 1 jedenfalls ‘ z

< q fiir fast alle

n

n; die Reihe ist also absolut konvergent. Gilt a > 1, so gilt

Ap+1
an

>1 fir fast alle n.

In diesem Fall ist die Reihe divergent, da (a,)nen keine Nullfolge ist. Im Fall
a = 1 kann sowohl absolute Konvergenz als auch Divergenz vorliegen (z.B.

E,le undZ%).

Die Formulierung eines weiteren niitzlichen Kriteriums erfordert eine Vor-
bemerkung. Sind Zahlen n € N und a € Rt gegeben, so gibt es eine Zahl
b € RT mit b = a. Man schreibt dann b = {/a und nennt b die n-te Wurzel
aus a. Sie ist eindeutig bestimmt, denn aus 0 < b < ¢ folgt b™ < ¢". Die Exi-
stenz der n-ten Wurzel kénnten wir bereits an dieser Stelle leicht zeigen; wir
verzichten aber darauf, da sie sich spéter in allgemeinerem Rahmen ergibt.

Ferner sei daran erinnert, dass wir in Abschnitt 3.1 fiir eine beschrink-
te Folge (an)nen den Limes superior limsup,,_, . a, definiert hatten. Wir
ergidnzen diese Definition noch:

Definition. Ist (a,)nen nicht nach oben beschrinkt, so schreibt man

lim sup a,, = oc.
n—oo

Man vereinbart noch oo > a fiir a € R.

2.10 Satz (Wurzelkriterium). Die Reihe Y -, ay ist absolut konvergent,
wenn

limsup {/|an| < 1

n—oo

ist, und divergent, wenn

limsup {/|an| > 1

n—oo

1st.

Beweis. Sei limsup {/|a,| =: @ < 1. Dann gibt es ein ¢ < 1 mit {/|a,| < ¢
und daher |a,| < ¢" fiir fast alle n. Aus dem Majorantenkriterium folgt die
absolute Konvergenz der Reihe Y ay,.

Ist limsup /|a,| > 1, so gilt |a,| > 1 fiir unendlich viele n; also ist
(an)nen keine Nullfolge und daher Y a,, divergent. ]
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Bemerkung. Besonders bequem ist die Anwendung des Wurzelkriteriums,
wenn lim {/|a,| existiert und bestimmt werden kann.

Man beachte, dass das Wurzelkriterium im Fall limsup {/|a,| = 1 keine
Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz der Reihe > a,, erméglicht.

Beispiele.

n? . n! .
on (Quot.-Krit.), Z 557 @ntl) (Quot.-Krit.),

Z( Yn—1)"  (Wurzel-Krit. und

bui= (Yn—-1) = n=(bn+1)”z1+(g>bi)

TLZ
Z ( r ) (Wurzel-Krit. und Bernoullische Ungl.)
n+1

Absolute Konvergenz spielt auch eine Rolle, wenn wir versuchen, zwei kon-
vergente Reihen gliedweise zu multiplizieren. Betrachten wir zunéchst endli-
che Summen. Es ist

(al +"'+an)(b1 + "'+b7n) = Zaibja

wo iiber alle Paare (i,5) € {1,...,n} x{1,...,m} (in beliebiger Reihenfolge)
zu summieren ist. Wenn wir dies auf unendliche Reihen iibertragen wollen,
miissen wir fiir die Paare (i,7) € N x N eine Reihenfolge festlegen. Es ist
iibersichtlich, die Paare (4,j) nach wachsendem i + j anzuordnen (und die
mit festem 4 + j beliebig). Man definiert daher folgendermafien:

Definition. Seien Y ;7 ak, Y poobr Reihen. Das Cauchy-Produkt dieser
Reihen ist die Reihe

0o k
ch mit ¢ = Zajbk,j = agby, + a1bp—1 + - -+ arby.
k=0 j=0

2.11 Satz. Sind die Reihen Y ;- ar und Y, by, absolut konvergent, so ist
auch ihr Cauchy-Produkt absolut konvergent, und es gilt

k=0 \j=0

Beweis. Setze Z?:o ajb,—; =: ci. Partialsummen bezeichnen wir mit den
entsprechenden groflen Buchstaben, also
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n n n
A, = g ai, B,:= E b, Cp:= Ck-
k=0 k=0

k=0

Behauptung. 1. lim,, . (A4,B, — C,) =0.

Beweis. Sei € € RT gegeben. Es ist

Aan — Cn = Z aibj — Z aibj = Z aibj

ign i+j<n (1,7)€EAn
mit

An={(i,5) ENoxNo [ i <, j<m, i+j>n}
Setze

i<n
j<n

Nach Voraussetzung und Satz 1.3 ist die Folge (Dy)nen konvergent, also
existiert nach Satz 1.8 ein ng € N mit

|Dy, — Dyl < € fiir n > nyg.
Es ist
Dp=Dpy= > laib;]
(4,3)€ln
mit

I, = {(i,j)ENOXNO|i§n,jgn}\{(@j)EN()XNo‘iSno,jgno}.
Fiir alle n > 2ng gilt A,, C I, und daher

[AnBn = Cul < > ashj| < > asbs| = Dy — Dy, | <e.
(1,5)€AR (6,5)ETn

Damit ist die 1. Behauptung bewiesen. [
Aus der 1. Behauptung folgt nach Satz 1.3
lim C, = (lim A,) (lim B,).
n— oo n—oo n—oo

Behauptung. 2. Z;‘;O ¢, konvergiert absolut.
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Beweis. Setze cf = E?:o |a;||bk—;]. Da die Reihen ) |ax|, > |bx| absolut
konvergieren, konvergiert nach dem Vorstehenden die Reihe Z;":O cy. Bs gilt

k
e <D lasbi—s| = c.
=0

Nach dem Majorantenkriterium ist > ¢; absolut konvergent. ]

Damit ist Satz 2.11 gezeigt. [

3.3 Die Exponentialreihe

Als erste Anwendung des Vorstehenden behandeln wir nun die Exponenti-
alreihe. Viele fiir die Analysis und ihre Anwendungen wichtige reelle Funk-
tionen werden durch unendliche Reihen definiert. Als erstes und besonders
wichtiges Beispiel hierfiir wollen wir jetzt die Exponentialfunktion einfiihren.
Warum sie zum Beispiel bei der Beschreibung physikalischer Vorgénge, aber
auch in anderen Anwendungsgebieten, oft auftritt, 148t sich allerdings erst
gut erkldren, wenn wir die Differentiation von Funktionen eingefithrt haben.
Einen Hinweis gibt aber schon Satz 3.4.

3.1 Satz. Fir jedes x € R ist die Reihe

>

|
n=0 s
absolut konvergent.
Beweis. Wegen

" inl |z| 1
= < = fiir n > 2
(n+ 1)lzn n+1 2 iir n = 2Jz]

folgt dies aus dem Quotientenkriterium 2.9. m

Definition. Die Reihe > 7 %7,1 heifit Ezponentialreihe. Die durch

o0

exp(z Z% fir x € R

definierte Funktion exp : R — R heif3t Exponentialfunktion. Man setzt

o0

Z =exp(l) =e (Eulersche Zahl) .
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Spéiter werden wir exp(x) = e* schreiben, aber zuvor mufl gezeigt werden,
dass in der Tat exp(n) = e” fiir n € Z gilt.

Will man exp(z) ndherungsweise aus der Exponentialreihe berechnen, so
muf} man eine , Fehlerabschitzung“ haben.

3.2 Satz. Wird das ,Restglied Ry,+1(x) durch

m l‘n
exp(z) = Z s + Ryy1(x)
n=0 "

definiert, so gilt

T m+1 B
Beweis. Es ist
> " > |$|n
Ranwi=| 3 2< 3
n=m+1 n=m+1
B e A N ™
 (m+1)! m+2  (m+2)(m+3)

m 2
B U IO T
~ (m+1)! m+ 2 m+ 2 )

Wird also WLLJQ < % vorausgesetzt, so folgt

|x|m+1

|R (gc)|<M 1—1—1—&-14- 22— ]
A= 1) 24 ) T T )

Wenn also eine Genauigkeitsschranke o > 0 vorgeschrieben ist, so kann
man aus der Abschétzung in Satz 3.2 zu gegebenem z eine Zahl m errechnen,
so dass

<«

exp(z) — Z :%L

n=0

ist. Zum Beispiel berechnet man so (man nehme m = 14):

e =2,718281828459 +2-1012.
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Bemerkung. Fiir z = 1 konnen wir auch wie folgt abschétzen:

0< Rmi1(1) < ! 1+ L + L 2+
mt (m+1)! m+1 m+1

1 1 1

(m+1)!1—mi_1  mem!

Hieraus konnen wir folgern, dass die Zahl e irrational ist: Andernfalls wére
néamlich e = % mit passenden k,m € N, also

o1 1
0< — — —_ < —,
m ;n! m-m!

folglich

™ om)
0<km!—mzﬁ{<l,
n!

n=0

was nicht sein kann, da es sich um eine ganze Zahl handelt.

Wir benutzen jetzt die im vorigen Abschnitt behandelte Multiplikation
von Reihen, um die wichtige Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
herzuleiten.

3.3 Satz. Flir alle z,y € R gilt exp(x + y) = exp(x) exp(y).

Beweis. Da die Reihen Y % und > % absolut konvergieren, ist das Pro-
dukt ihrer Grenzwerte nach Satz 2.11 gleich dem Grenzwert ihres Cauchy-
Produktes, also ist

o0 o et yn o n .Ik ynfk
et - (X5 (S 4) - X35
n=0 n=0 n=0 k=0
- 1 - n k. n—k S 1 n
:Zgz g)EY :Zg(“y) = exp(z +y),
n=0 k=0 n=0 "
wobei die binomische Formel benutzt wurde. [ ]

Folgerungen
Fiir n € N ist
exp(n) =exp(l1+---+1) =exp(1l) ---exp(l) = exp(1)" = e

nach Definition der Zahl e. Aus der Reihendarstellung ergibt sich exp(0) =
1=2¢"
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Fiir x € R ist

1 =exp(0) = exp(—z + ) = exp(—2x) exp(z),

also
1
exp(—x) = .
p(-2) exp
Von nun an schreiben wir
exp(x) = €° fir x e R;

da wir exp(k) = €* fiir k € Z gezeigt haben, ist das in Einklang mit der
bereits festgelegten Bedeutung von e* fiir x € Z. Mit dieser Schreibweise ist
also

eV = e¥e¥ fir z,y € R, et =—.

Fiir x > 0 ist

2

e"=1+r+5;+-->1L

T
2!

1

e—T

Fir z < 0ist —x > 0, also e” = > (. Also ist e* > 0 fiir alle x € R. Fiir

x >y gilt ferner

xr
— ="V > 1, also e® > eY.
eY
Die e-Funktion ist also streng monoton wachsend.

Zum SchluB geben wir noch eine Darstellung der Exponentialfunktion
durch einen Grenzwert. Sie gibt einen ersten Hinweis auf das Auftreten der
Exponentialfunktion in verschiedenen Anwendungen (Interpretation: Konti-
nuierliche Verzinsung, radioaktiver Zerfall).

3.4 Satz. Fir alle x € R gilt

lim (1 + £>n =¢e”.
n

n—oo

Beweis. Seix € R gegeben. Wir setzen a,, := (1 + %)n (fiir gegebenes x € R).
Nach der binomischen Formel ist

S0
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Zunéchst sei x > 0. Fiir £ > 1 gilt

n\ 1 1 n. nfl n—k+1 1
= i .. <=,
E)nk* kKl n n n ~ k!
also
n oo k
xk x ”
S SE SEa
k=0 k=0
Sei € € RT. Es gibt ein m € N mit
oo
27 2

Fiir n > m gilt

m mo L

' n—l n—k—|—1
> = . .
i Z() k' n n

Fiir n — oo konvergiert der k-te Summand der rechten Seite gegen 77, also

die rechte Seite gegen ZZL:() ””k—]: Daher gibt es ein ng > m mit

m L

€ .
an>Z——§ fiir n > ny.

Somit gilt lim,,_, a, = €”.
Sei nun x < 0. Es gilt
n n 2\ "
(5 ey = (1)) =
n n n
Nach der Bernoullischen Ungleichung ist fiir n > |z|
2

EOyEE

lim (1—5) (1+5) —1
n—oo n n

daraus folgt

Wegen —x > 0 ist

also nach Satz 1.3



4 Topologie in R und Stetigkeit

4.1 Topologische Eigenschaften von Mengen reeller
Zahlen

Die genauere Untersuchung von reellen Funktionen, wie sie in den folgen-
den Abschnitten beabsichtigt ist, erfordert zunéchst einige Kenntnisse iiber
mogliche Eigenschaften ihrer Definitionsbereiche. Eigenschaften der Art, wie
sie hier betrachtet werden sollen, bezeichnet man als , topologische“ Eigen-
schaften (von griechisch topos = Ort), da es bei ihnen weniger um Grofenei-
genschaften als um Lage- und gestaltliche Eigenschaften geht. Im folgenden
sprechen wir (zur Unterstiitzung der Anschauung) gerne von ,, Punktmengen®
anstatt von Zahlenmengen. Gemeint sind aber immer Teilmengen von R.

Zunichst sei an den Umgebungsbegriff erinnert. Fiir x € R und € € RT
hatten wir die Menge

U(z)=(z—c,z4+e)={yeR | [z —y| <e}

als die e- Umgebung von x bezeichnet. Eine Menge U C R heifit Umgebung
von x, wenn U eine passende e-Umgebung von x enthélt. Wir bemerken:

1.1 Behauptung. Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von x
ist Umgebung von x.

Beweis. Seien Uy, ..., U, Umgebungen von x. Es gibt also Zahlen ¢y, ...,¢, €
R mit U, (x) CU; (i = 1,...,n). Mit £ := min{eq,...,e,} gilt U.(z) C
U, (z) CU; fiiri =1,...,n,also U.(x) C UN- - -NU,, folglich ist U1N---NU,

Umgebung von . [

Nun kommen wir zu zwei grundlegenden Eigenschaften, die Mengen reeller
Zahlen haben konnen.

Definition. Die Menge M C R heifit offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer
Punkte ist.



58 4 Topologie in R und Stetigkeit

Mit anderen Worten:

M ist offen < Vo€ M Je € RT : U.(2) C M.

Beispiele. offene Intervalle (Beweis trivial), ), R. Weitere Beispiele ergeben
sich aus dem folgenden Satz:

1.2 Satz. Die Vereinigung von (beliebig vielen) offenen Mengen ist offen.
Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.

Beweis. trivial bzw. Behauptung 1.1. [

Definition. Sei M C R eine Teilmenge und a € R. Dann heifit a Hdufungs-
punkt von M, wenn jede Umgebung von a einen von a verschiedenen Punkt
von M enthélt.

Mit anderen Worten:

a ist Haufungspunkt von M
& Fiir jede Umgebung U von a gilt (UNM) \ {a} #0
SVeeRT IreM:0<|z—al<e.

Man muf also unterscheiden zwischen einem Haufungspunkt einer Folge und
einem H&ufungspunkt einer Menge. Nicht jeder Haufungspunkt einer Folge
(an)nen ist notwendig auch Haufungspunkt der Menge {a,| n € N}. (Beispiel:
an = (=1)").

Bemerkung. Ist ¢ Haufungspunkt von M, so liegen in jeder Umgebung von
a unendlich viele Elemente von M.

Analog zum Satz von Bolzano-Weierstraf§ konnen wir folgende Variante
herleiten, die ebenfalls als Satz von Bolzano-Weierstrafl bezeichnet wird:

1.3 Satz (Bolzano-WeierstraBl). Zu jeder beschrinkten unendlichen Menge
M CR gibt es in R einen Hdaufungspunkt.

Beweis. Man zeigt dies in offensichtlicher Weise vollig analog zum Beweis
von Satz 1.6 aus Kapitel 3 durch Intervallhalbierungsverfahren und Intervall-
schachtelung. [

Definition. Die Menge M C R heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Héufungspunkte enthlt.



4.1 Topologische Eigenschaften 59
Beispiele. Abgeschlossene Intervalle, (), R.

Bemerkung. Achtung! Eine Menge braucht weder offen noch abgeschlossen
zu sein; eine Menge kann sowohl offen als auch abgeschlossen sein.

Es besteht jedoch ein einfacher Zusammenhang zwischen offenen und ab-
geschlossenen Mengen, siehe Satz 1.4.
Bezeichnungen. Ist M C R, so nennt man die Menge
M¢:=R\M

das Komplement von M. Fiir z € R gilt also: x € M¢ & © ¢ M. Es ist
(Me)e =M.

1.4 Satz. Fir M CR gilt:
M offen < M€ abgeschlossen.
Beweis. ,=*: Sei M offen. Sei z Haufungspunkt von M¢. Angenommen, es

wire ¢ M€, also © € M. Dann ist M Umgebung von z mit M N M¢ = {,
was ein Widerspruch ist. Also ist x € M€.

<= Sei M€ abgeschlossen. Sei x € M. Dann ist x ¢ M€, also z nicht
Héufungspunkt von M¢€. Folglich existiert eine Umgebung U von z mit U N
Me¢ =10, also mit U C M. Da x € M beliebig war, ist M offen. n

Fiir die Komplementbildung gelten die folgenden sogenannten de Mor-
gan’schen Regeln, die leicht zu beweisen sind (hier ist M ein beliebiges System

VoIl Mengen).
< ) C
MeM MeM

() =y,

Beriicksichtigt man sie, so folgert man aus Satz 1.4 und Satz 1.2:

1.5 Satz. Der Durchschnitt von (beliebig vielen) abgeschlossenen Mengen ist
abgeschlossen. Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen
ist abgeschlossen.

Unter den abgeschlossenen Mengen sind die beschrankten besonders wich-
tig, daher haben sie einen besonderen Namen:
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Definition. Eine Menge M C R heifit kompakt, wenn sie beschrankt und
abgeschlossen ist.

Aus Satz 1.3 sowie Satz 1.6 aus Kapitel 3 ergibt sich unmittelbar:
1.6 Satz. Sei M C R kompakt. Dann gilt:

(a) Jede unendliche Teilmenge von M besitzt einen Hiufungspunkt in M.

(b) Jede Folge in M besitzt eine Teilfolge, die gegen ein Element von M
konvergiert.

Eine weitere wichtige Eigenschaft kompakter Mengen ist die folgende:

1.7 Satz. Jede nichtleere kompakte Menge M C R enthdlt ein Mazimum
(gréfites Element) und ein Minimum (kleinstes Element).

Beweis. Sei M C R kompakt, M # (). Dann existiert s := sup M. Zu jedem
e € RT existiert ein x € M mit x > s — e. Folglich gilt entweder s € M, oder
s ist Haufungspunkt von M, also gilt ebenfalls s € M. Somit ist s = max M.
Analog schliefit man fiir das Minimum. [

Eine etwas weniger einfach zu formulierende, aber bei vielen feineren Un-
tersuchungen besonders wichtige Eigenschaft kompakter Mengen bringt der
,Uberdeckungssatz von Heine-Borel“ zum Ausdruck.

Definition. Ein System (= Menge) M von Teilmengen von R heifit Uber-
deckung der Menge A C R, wenn A C (Jy,;c 0 M gilt. M heifit offene Uber-
deckung, wenn alle Elemente von M offene Mengen sind.

1.8 Satz (Uperdeckungssatz von Heine-Borel). Sei A C R kompakt und M
eine offene Uberdeckung von A. Dann enthdlt M eine endliche Uberdeckung
von A.

Beweis. Angenommen, die Behauptung wire falsch. Dann gibt es eine offene
Uberdeckung M von A ohne endliche Teiliiberdeckung, d.h. je endlich viele
Mengen von M haben die Eigenschaft, dass ihre Vereinigung nicht ganz A
enthilt. Wir definieren rekursiv eine Intervallschachtelung (J,,)neny mit fol-
gender Eigenschaft: J, N A kann nicht durch endlich viele Mengen von M
iiberdeckt werden. Da A beschréinkt ist, existiert ein Intervall J; = [ag, b1]
mit A C Jy. Sei J, = [an,by] schon definiert, so dass obige Eigenschaft be-
steht. Mindestens eine der Mengen [a,,, 3 (a, + by)] N A, [$(an + by),b,] N A
benétigt zu ihrer Uberdeckung unendlich viele Mengen aus M, sei J,, 41 das
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erste Intervall mit dieser Eigenschaft. Damit ist die Folge (J,,)nen definiert.
Aus der Konstruktion folgt, dass alle J,, unendlich viele Elemente von A ent-
halten miissen. Nach Satz 2.3 aus Kapitel 2 existiert ein x € [, oy Jn. Jede
Umgebung von « enthélt fast alle J,, insbesondere unendlich viele Punkte
aus A. Also ist  Haufungspunkt von A und daher z € A. Da M Uberde-
ckung von A ist, existiert ein M € M mit x € M. Da M offen ist, existiert
ein ¢ € RT mit U.(z) € M. Es gibt ein ng € N mit b,, — a,, < e. Fiir
alle y € Jp, gilt dann (wegen z € J,,) |z —y| < €, also y € U.(x). Somit
ist Jp, C Us(z) € M. Jp, wird also sogar durch die eine Menge M € M
iiberdeckt, ein Widerspruch. ]

Satz 1.8 gestattet auch eine Umkehrung:

1.9 Satz. Sei A C R eine Menge mil der Eigenschaft, dass jede offene
Uberdeckung von A eine endliche Uberdeckung von A enthdlt. Dann ist A
kompakt.

Beweis. Da die Uberdeckung {U;(a)| a € A} eine endliche Uberdeckung von
A enthilt, ist A beschrénkt. Sei z € A°. Dann ist das System {M,, | n € N}
mit M, = {y € R| |z —y| > 1} eine offene Uberdeckung von A. Es gibt
also ein k € N mit

k
Ac | M, =M,
n=1

folglich mit Uy (z) C A°. Also ist A° offen und damit A abgeschlossen. L]

4.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Wir betrachten im folgenden reelle Funktionen, worunter wir Funktionen
f D — R mit einem nichtleeren Definitionsbereich D C R verstehen wol-
len. Von den Funktionen, die einfache physikalische Vorgénge beschreiben
(z.B. ,Weg als Funktion der Zeit* bei der Bewegung eines Massenpunktes)
ist man es gewohnt, dass ,kleinen“ Anderungen des Argumentes nur , kleine“
Anderungen der Funktionswerte entsprechen. Der Versuch, diese Vorstellung
mathematisch zu prézisieren, fiihrt zur Begriffsbildung der Stetigkeit, die fiir
den weiteren Aufbau der Analysis von grundlegender Bedeutung ist. Zur be-
quemeren Behandlung dieser Eigenschaft von Funktionen fithren wir zunéchst
einen Grenzwertbegriff fiir Funktionen ein, der in Analogie zum Grenzwert
von Folgen gebildet ist.
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Definition. Sei f : D — R eine reelle Funktion (D C R), a ein Hiufungs-
punkt von D und b € R. Man schreibt

lim f(z) =9, (2.1)

z—a
wenn zu jedem € € R ein § € R existiert mit

|f(z) — bl <e firallexz e D\ {a} mit [z —a| <.
Gilt (2.1), so sagt man, dass lim,_,, f(x) (der Grenzwert von f bei Annihe-

rung an a) existiert.

Kurz gefait lautet die Definition also:
lim f(z) = b
sVeeRT IeRT VzeD: (0< |z —a| <d=|f(x) - b <e).

Bei der Anwendung des Grenzwertbegriffes fiir Funktionen ist es oft niitz-
lich, dass man die Untersuchung von lim,_,, f(z) zuriickfithren kann auf die
Untersuchung von Folgen-Grenzwerten:

2.2 Satz. Sei f : D — R eine Funktion und a ein Hdufungspunkt von D.
Dann gilt:

lim f(z) =b < (%) Fiir jede Folge (x,)nen in D\ {a} mit

ea lim,, 00 T, = a gilt lim, o f(z,) = 0.

Beweis. ,=“: Gelte lim,_,, f(z) = b. Sei (zy)nen eine Folge in D\ {a} mit
lim,, o0 T, = a. Sei € € RT. Wegen lim,_, f(x) = b gibt es ein § € RT mit

|f(z)—b] <e firallexe D\ {a} mit |z —a| <.
Wegen lim,, ;o , = a gibt es ein ng € N mit
|z, —al <  fur alle n > nyg.
Fiir n > ng gilt also | f(z,) — b] < €. Damit ist lim,, o, f(z,) = b gezeigt.

»<=“: Gelte (%). Angenommen, es wire nicht lim,_,, f(x) = b. Das be-
deutet:

JeeRY V6 e RT Jz € D\ {a}: (Jx —al <IA|f(x) —b] >¢).
Insbesondere kénnen wir zu jedem n € N ein z,, € D\ {a} auswihlen mit

|zn—al < L und | f(z,)—b| > e. Es gibt also eine Folge (2, )nen in D\ {a} mit
lim,, o, = a, fiir die nicht lim,, o f(z,) = b gilt, ein Widerspruch. =
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Bemerkung. Im letzten Teil des vorstehenden Beweises haben wir Ge-
brauch gemacht von der folgenden Tatsache:

(A) Ist (M, )nen eine Folge nichtleerer Mengen, so gibt es eine Abbildung

a:N = U,cy Mp mit a(n) € M, fiir alle n € N.

Obwohl wir in dieser Vorlesung die Mengenlehre nur in der sogenannten ,nai-
ven“ Weise benutzen, also ohne axiomatische Begriindung, sei doch darauf
hingewiesen, dass es sich hier um ein Axiom der Mengenlehre handelt (das
abzéhlbare Auswahlaxiom). Es ist in der elementaren Analysis iiblich, dieses
Axiom stillschweigend zu benutzen.

Fiir die Existenz des Grenzwertes einer Funktion haben wir auch ein
Cauchy-Kriterium zur Verfiigung:

2.3 Satz. Sei f : D — R eine Funktion und a ein Hdufungspunkt von D.
Der Grenzwert im,_,, f(x) existiert genau dann, wenn gilt:

Ve eRT 35 € RT Va,y € D\ {a}:

(o —al <6 und |y —a < 5= |f(x) — f) <o) O

Beweis. ,=*“: Sei lim,_,, f(z) = b. Sei € € RT. Es gibt ein § € RT mit
|f(z) = b < % fiir alle x € D\ {a} mit |z — a|] < 4.
Fiir alle z,y € D\ {a} mit |x —a| <4, |y — a|] < ¢ gilt also

[f(z) = fFy)l < [f(z) = 0] + [f(y) 0] <e.
(2.4) ist also erfiillt.

»=“: Gelte (2.4). Sei (z,,)nen eine Folge in D\ {a} mit lim, . 2, = a.
Sei ¢ € RT gegeben; sei § gemif (2.4) gewihlt. Es gibt ein ng € N mit
|z —a| < 0 fiir n > ng. Fiir m,n > ng gilt also |f(z,) — f(x,)| < €. Somit ist
die Folge (f(xy))nen eine Cauchyfolge und daher nach Satz 1.8 aus Kapitel 3
konvergent gegen eine Zahl b. Diese Zahl b hiingt (wegen (2.4)) offenbar nicht
von der speziellen Folge ab. Aus Satz 2.2 folgt also lim,_,, f(z) = . [

Zu dem eingefiithrten Grenzwertbegriff fiir Funktionen kann man einige
naheliegende Varianten erkléren, die manchmal niitzlich sind.

Definition. Sei f : D — R eine Funktion und a € R. Ist ¢ Haufungspunkt
von D N (—o0,a), so schreibt man
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li =
Jim f (z) =0
SVeeRT IeRT VzeD:(a-d<z<a=|f(x)—bl <e).
Ist @ Haufungspunkt von D N (a, c0), so schreibt man
lim f(z) =10
lim f(2)

SVecRT IcRT VeeD:(a<x<a+d=|flx)—b <e).

Mit anderen Worten, es ist

ii}% f(.]?) =be }?1_1;% f|(7oo,a) (.13) =,

wobei f|(_s,q) die Einschrénkung von f auf (—oo,a) ist. Entsprechendes gilt
fiir limg\ q. Jetzt ist auch klar, dass sich die Sétze 2.2 und 2.3 sinngemé&f auf
diese ,linksseitigen“ und ,,rechtsseitigen“ Grenzwerte iibertragen lassen.

Definition. Sei f: D — R eine Funktion und a ein Haufungspunkt von D.
Man schreibt

li_r>nf(x):oo
eVeeRY I eRT Ve D\ {a}: (lr—a| <= f(z)>c).

Analog definiert man lim,_,, f(2) = —o0, lim, », f(z) = oo, w.s.w.

Definition. Sei f : D — R eine Funktion und D nicht nach oben beschriinkt.
Man schreibt

li_>mf(x)=b
SVeeRT 3ceRVzeED: (x>c=|f(x)—b <e).

Analog definiert man lim,, o f(2) = b, lim,_,o f(2) = 00, u.s.w.

Beispiele. Sei D : =R\ {0}, f: D — R definiert durch = — % Dann ist
li = - li = oo.
Jip f (z) = —o0, lim, f(z) = o0

Mit demselben D sei f: D — R definiert durch = — w—g Dann ist

lim f(z) = oo.

z—0
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Sei p : R — R eine Polynomfunktion, das heifit

p(z) = apr™ +ap_ 12" 4+ a1z +ag fir x € R
mit gegebenen Zahlen a,,...,aq € R. Sei etwa a,, > 0. Dann gilt (fiir n > 1)
lim p(z) = oo,
Tr—r 00
. 00, wenn n gerade ist,
lim_p(r) = .
z——00 —00, wenn n ungerade ist.

Dies liest man sofort an der fiir z # 0 giiltigen Darstellung

+ ot

Ap—1 Ap—2 ap
p(x) =apa” [ 1+ 5 T
anZ apT apx™

ab.

Stetigkeit

Die am Anfang dieses Paragraphen intuitiv erlauterte Stetigkeit einer Funk-
tion 148t sich nun bequem mit Hilfe des Grenzwertbegriffes formulieren. Wir
ziehen aber zunéchst eine dquivalente Definition vor.

Definition. Sei f : D — R eine reelle Funktion und a € D. Die Funktion f
heiit stetig in a, wenn zu jedem ¢ € Rt ein § € RT existiert mit

|f(z) — f(a)] <e firallexz e D mit|zr—al<d.
Also kurz: f ist stetig in a <

VeeRT 36 eRT Vze D:(|Jz —a| <6 = |f(z) — fla)|] < ¢).

In gleichwertiger Weise kénnen wir die Stetigkeit nun mit Verwendung
des Grenzwertbegriffs ausdriicken, wie sich unmittelbar aus den Definitionen
ergibt.

2.5 Satz. Sei f: D — R eine Funktion und a € D ein Haufungspunkt von
D. Dann gilt
f stetigina < lim f(x) = f(a).

r—a

Bemerkung. Der Fall, dass a € D, aber a nicht Hiufungspunkt von D ist (a
heifit dann isolierter Punkt von D), kann aufler Betracht bleiben, da offenbar
jede reelle Funktion in jedem isolierten Punkt ihres Definitionsbereiches stetig
ist.
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Unmittelbar aus Satz 2.5 und 2.2 erhalten wir:

2.6 Satz. Die Funktion f: D — R ist in a € D genau dann stetig, wenn fir
jede Folge (xy)nen in D mit limy, o0 ©n, = a gilt: im, o f(zn) = f(a).

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass Summen und Produkte von stetigen
Funktionen stetig sind. Fiir Funktionen f,g: D — Rsind f+g¢ und fg erklart
durch (f + g)(z) := f(x) + g(x) und (fg)(z) := f(x)g(z) fiir alle z € D.
2.7 Satz. Seien f,g: D — R in a € D stetig. Dann sind die Funktionen

f+ g und fg in a stetig. Ist f(a) # 0, so existiert eine Umgebung U von a
mit f(z) #0 firx € UN D, und 1/f|U N D st stetig in a.

Beweis. Dies ergibt sich sofort aus Satz 2.6 und den Rechenregeln fiir Grenz-
werte in Satz 1.3 aus Kapitel 3. Die Existenz von U folgt unmittelbar aus der
Definition der Stetigkeit. m

Bei Stetigkeitsbeweisen kann man wahlweise diejenige der dquivalenten
Formulierungen benutzen, die gerade am bequemsten ist.

Beispiele. Zum Nachweis der Stetigkeit in a einer Funktion f: D — R ist,
wenn wir unmittelbar die gewihlte Definition verwenden wollen, zu zeigen,
dass zu gegebenem e € R ein § € R existiert mit

re€DAN|x—al<d = |f(z)— fla)] <e.

Wir geben im folgenden, soweit moglich, zu vorgegebenem & ein solches &
explizit an.

1) Konstante Funktionen: § beliebig.
2) idg : R — R mit = — z, z.B. §=¢.

3) Hieraus und aus Satz 2.7 folgt, dass jede rationale Funktion in ihren
natiirlichen Definitionsbereich stetig ist. Hierunter versteht man eine
Funktion f : D — R der Form f(z) = % fiir x € D, wobei p, g Poly-
nomfunktionen sind und D := {z € R | ¢(z) # 0} ist.

4) /Ry =Ry, z= /7,
1. Fall: a = 0. Wihle z.B. § = £2.
2. Fall: a > 0. Wihle z.B. § = ¢/a, denn es ist

IV — val =

|z — al |z — al

Vzt+ya T ya o
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5) abs: R = R, z — |z
d = ¢ leistet das Gewiinschte wegen ‘|x\ - |a|‘ <|z—aq
6) Die Exponentialfunktion: Nach Satz 3.2 aus Kapitel 3 gilt

le® — 1] <2|z| fiir |[z] <1, also

le® —et| =e*e” " — 1] < e®- 2]z —al.

Daher leistet ¢ := min{1, 555 } das Gewiinschte.

? 2ea

Nun zwei unstetige (d.h. in mindestens einem Punkt nicht stetige) Funktio-
nen:

7) Definiere

flx):= 0 wenn & < 0 fir x € R.
1, wenn x > 0

Diese Funktion ist offenbar genau in 0 unstetig.

8) Die durch

1, wenn x € Q
fz) =
0, wenn ¢ € R\ Q
definierte sog. Dirichlet-Funktion ist offenbar in jedem Punkt a € R un-
stetig. Denn in jeder Umgebung einer reellen Zahl liegen rationale und
irrationale Zahlen.

Verschiedene dquivalente Formulierungen der Stetigkeit sind fiir die An-
wendungen zweckméfig. Zunéchst eine besonders einpréigsame unter Verwen-
dung des Umgebungsbegriffes:

2.8 Satz. Die Funktion f: D — R ist in a € D genau dann stetig, wenn zu
jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a existiert mit f(UND) C
V.

Beweis. ,=“: Sei f stetig in a. Sei V' eine Umgebung von f(a). Dann exi-
stiert ein ¢ € RY mit U.(f(a)) C V. Zu diesem ¢ gibt es nach Voraussetzung
ein § € R* mit

|f(z) — f(a)] <e fiir alle z € D mit |x —a| < 4.
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Setze U := Us(a). Dann gilt f(UN D) C V. In der Tat, sei y € f(U N D),
also y = f(z) mit x € UND. Wegen z € Us(a) gilt |z — a] < 4, also
|f(x) = fla)| <&, dh.y = f(z) € Us(f(a)) CV.

»,<%“ Zu jeder Umgebung V von f(a) gebe es eine Umgebung U von a
mit f(UND) C V. Sei e € RT gegeben. Zu V := U.(f(a)) existiert nach
Voraussetzung eine Umgebung U von a mit f(UND) C V. Es gibt ein § € R™
mit Us(a) C U. Sei jetzt x € D und |z — a] < 4. Dann ist € Us(a) C U,
also f(z) € f(UND) CV =U.(f(a)), dh. |f(z)— f(a)] <e. "

Mit dieser Formulierung der Stetigkeit ist bequem zu arbeiten. Hierfiir
ein Beispiel.

2.9 Satz. Sei f : D — R stetig in einem a € D, sei g : D' — R mit
f(D) C D' stetig in f(a). Dann ist go [ stetig in a.

Beweis. Wir benutzen Satz 2.8. Sei W eine Umgebung von (g o f)(a) =
g(f(a)). Da g stetig in f(a) ist, existiert eine Umgebung V von f(a) mit
g(VND') CW. Da f stetig in a ist, existiert eine Umgebung U von a mit
FUND) CV. Alsogilt (9o f)(UND) = g(f(UND)) Cg(VND)CW. =

SchlieBllich wird noch naheliegenderweise definiert:

Definition. Die Funktion f : D — R heif3t stetig, wenn f stetig ist in a fiir
alle a € D.

Die Funktion im siebten der obigen Beispiele hat eine Unstetigkeit von
besonders einfacher Art:

Definition. Die Funktion f: D — R hat in a € D eine Sprungstelle, wenn
die einseitigen Grenzwerte

lim f(@)  wd lim f(@)

existieren und verschieden sind.

Ist f eine monotone Funktion, so ist leicht zu sehen, dass in jedem Punkt
a des Definitionsbereiches die einseitigen Grenzwerte von f(x) fiir © ' a
und z Y\, a existieren. Bei einer monotonen Funktion sind die Unstetigkeits-
stellen also sdmtlich Sprungstellen. Hieraus kann man folgern, dass bei einer
monotonen Funktion hiéchstens abzidhlbar viele Unstetigkeitsstellen auftreten
koénnen.
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Im iibernéchsten Paragraphen werden wir einige wichtige spezielle Funk-
tionen als Umkehrfunktionen von gewissen streng monotonen Funktionen
einfithren. Nach Satz 1.1 aus Kapitel 2 ist eine streng monotone Funktion
injektiv, und die daher existierende Umkehrfunktion f~! ist ebenfalls streng
monoton.

2.10 Satz. Sei D ein Intervall, f : D — R streng monoton. Dann ist die
Umbkehrfunktion f=1 : f(D) — R stetig.

Beweis. O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend, und D enthalte mehr als
einen Punkt. Seien y € f(D) und € € R vorgegeben. Es gilt y = f(z) fiir
ein (eindeutig bestimmtes) = € D.

1. Fall: = ist nicht Endpunkt des Intervalls D. Dann existiert ein &/ € R
mit ¢’ <eund [z — &',z +¢€'] C D. Setze

§:=min{y — f(x — &), f(x + ) —y}.
Wegen der strengen Monotonie von f ist 6 > 0. Sei jetzt y; € f(D) mit
ly1 — y| < 4. Dann ist
fle =&)<y < f(z+e)
und daher nach Satz 1.1 aus Kapitel 2
e—e = fla—€) < fHy) < fHfla+e)) =a+e,
wegen z = f~(y) also [f~H(y1) — )| <€’ <e.

2. Fall: x ist Endpunkt, etwa Maximum, des Intervalls D. Dann existiert
ein & € RY mit ¢ < ¢ und [z — &’,2] C D. Setze § = y — f(z — &').
Firr y; € f(D) mit |y; —y| < 0 gilt f(x —¢') < y1 < y, woraus wie oben
|f~ 1) = FH ()] < e folgt. n

Man beachte, dass in Satz 2.10 nicht die Stetigkeit von f vorausgesetzt
zu werden braucht. Andererseits 1483t sich selbst bei stetigem f nicht auf die
Stetigkeit von f~! schlieBen, falls der Definitionsbereich von f kein Intervall
ist. Dies 1483t sich leicht durch Beispiele belegen.

4.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige wichtige Sétze zusammen, die sich
auf reelle Funktionen beziehen, die in ihrem ganzen Definitionsbereich ste-
tig sind. Diese Sétze haben mannigfache Anwendungen. Aus der Stetigkeit
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einer Funktion lassen sich besonders dann interessante Folgerungen ziehen,
wenn der Definitionsbereich von spezieller Art ist. Zunéchst betrachten wir
kompakte Definitionsbereiche.

3.1 Satz. Sei D C R kompakt und f : D — R stetig. Dann ist f(D) kompakt.

Beweis. Wir benutzen die durch den Uberdeckungssatz von Heine-Borel 1.8
und seine Umkehrung 1.9 gegebene Charakterisierung kompakterMengen.

Sei M eine offene Uberdeckung von f(D). Sei z € D. Es gibt eine Menge
M e M mit f(z) € M. Da M Umgebung von f(x) und f stetig ist, kénnen
wir nach Satz 2.8 eine offene Umgebung U von z wihlen mit f(UND) C M.
Das System

{U|UCRoffen, IM e M: f(UND)C M}

ist also eine offene Uberdeckung von D und enthilt daher nach Satz 1.8 eine
endliche Teilitberdeckung {Uy,...,U,}. Zui € {1,...,n} gibt es ein M; € M
mit f(U; N D) C M;. Es gilt f(D) C Ui, M;, also ist {Mi,...,M,} eine
endliche Uberdeckung von f(D). Aus Satz 1.9 folgt die Kompaktheit von
f(D). ]

3.2 Satz. Jede auf einer (nichtleeren) kompakten Menge stetige reelle Funk-
tion nimmt dort ein Maximum (und analog ein Minimum) an.

Genauer: Ist D C R kompakt und f : D — R stetig, so existieren a,b € D
mit f(a) < f(z) < f(b) fiir alle x € D. Der Beweis ergibt sich sofort aus
Satz 3.1 und Satz 1.7, angewandt auf f(D).

Nun betrachten wir stetige Funktionen, die auf Intervallen definiert sind.
Der folgende Satz enthélt eine der wichtigsten Eigenschaften stetiger Funk-
tionen.

3.3 Satz. Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert
ein xg € (a,b) mit f(zg) = 0.

Beweis. Wir definieren rekursiv eine Intervallschachtelung (J,)nen, Jn =
[@n, bp], mit f(a,) < O0und f(b,) > 0: Setze Jy := [a, b]. Ist J,, schon definiert,
so setze

T [an, 2 (an + b)), falls f(3(an +bn)) > 0,
T B an +ba),ba], falls f(S(an +by)) < 0.
Die Folge (J,)nen hat die angegebenen Eigenschaften. Nach dem Intervall-

schachtelungsprinzip existiert ein xg € (), ¢y Jn. Offenbar gilt lim, ;o a, =
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o = limy, 00 by Aus der Stetigkeit von f, Satz 2.5 und Satz 1.4 aus Kapitel 3
folgt wegen f(a,) < 0 und f(b,) >0

also f(zo) = 0. ]
Bemerkung. Das Beweisverfahren ist konstruktiv, d.h. es kann zur néah-
erungsweisen Berechnung einer Nullstelle verwendet werden.

3.4 Satz (Zwischenwertsatz). Fine auf einem Intervall definierte stetige re-

elle Funktion nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an.

Beweis. Sei D ein Intervall, f : D — R stetig. Seien u,v zwei Werte von f,
0.B.d.A. u < v. Es gibt also Elemente a,b € D mit f(a) = u, f(b) = v. Sei
nun u < z < v. Im Fall a < b wende man Satz 3.3 an auf die Funktion
g:la,b = R,
x = f(z)—=z

im Fall a > b auf die Funktion

g:la,b] — R,
x = —f(x)+ 2 L]

Anwendungsbeispiel: Jede Polynomfunktion ungeraden Grades hat eine
Nullstelle.

Gleichmiflige Stetigkeit

Werfen wir noch einmal einen Blick auf die Definition der (globalen) Stetig-
keit. Dass f : D — R stetig ist, bedeutet definitionsgemé&f:

VzeD VeeRY 3R WyeD: (lzr—y|l<d=|f(z)— fly)| <e).

Hier ist also zu gegebenem z € D und gegebenem ¢ € R ein § zu finden,
so dass die rechts stehende Aussage gilt. Im allgemeinen wird (bei festem &)
dieses 0 von dem vorgegebenem x abhéingen. Beispiel:

f:(0,1] = R

1
X *-)E
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Je niher x bei 0 liegt, umso kleiner muf (bei festem ¢) das ¢ gewiihlt wer-
den; es gibt kein § € RT, mit dem man fiir alle x € D auskommt. Manche
Konstruktionen und Beweise der Analysis sind aber nur moglich, wenn sich
ein solches § einheitlich fiir den ganzen Definitionsbereich wéahlen 148t. Funk-
tionen, fiir die dies der Fall ist, heiflen gleichméfig stetig.

Definition. Die Funktion f : D — R heifit gleichmdfSig stetig, wenn zu
jedem € € RT ein § € RT existiert mit

[f(z) = fly)l <e

fiir alle z,y € D mit |z — y| < §. Kurz: f ist gleichmiiBig stetig <

VeeRY IRt Voee D VyeD: (lv—yl<d=|f(z)— fly)| <e.

Wie das obige Beispiel zeigt, ist nicht jede stetige Funktion gleichméBig
stetig. Dass diese Beispielfunktion unbeschrinkt ist, ist nicht der entscheiden-
de Punkt. Zum Beispiel wird eine beschriankte, stetige, aber nicht gleichméfig
stetige Funktion f : (0,1] — R erkldrt durch

nn+ 1z —n fiir x € [nil,%},neNungerade,
flx) =
—nn+1)zr+n+1 fir x € [%—l—l’%]’ n € N gerade.

Wir wollen jetzt zeigen, dass so etwas nicht passieren kann, wenn der Defini-
tionsbereich kompakt ist.

3.5 Satz. Jede stetige Funktion mit kompaktem Definitionsbereich ist gleich-
mdafig stetig.

Beweis. Sei D kompakt, f : D — R stetig. Sei ¢ € RT gegeben. Zu jedem
a € D existiert, da f in a stetig ist, ein §(a) € RT mit

|f(z) — f(a)] < % fir allex € D mit |z —a| < d(a).

Das System {U54)(a) | @ € D} ist eine offene Uberdeckung von D, enthilt
also nach Satz 1.8 eine endliche Teiliiberdeckung {Us5(4,)(a:) | i =1,...,n}.
Setze §:=min{$6(a1),...,36(an)}. Seien dann x,y € D Punkte mit |z —y|<
d. Bs gibt ein i € {1,...,n} mit @ € U, (a:). Wegen [a; — 2| < 50(a;) <
0(a;) ist

|f(ai) = fa)] <

| ™

Wegen |a; —y| < |a; —z| + |z —y| < %5((12-) +0 < d(a;) ist
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fa) = F)l < 5.

Es folgt

[f(@) = fW)l <[f(@) = flai) [+ [fa:) = f(y)] <e.

Das angegebene ¢ leistet also das Gewiinschte. [






5 Spezielle Funktionen

In diesem Kapitel definieren und untersuchen wir einige spezielle Funktionen,
die in der Analysis und ihren Anwendungen héufig verwendet werden.

5.1 Logarithmus und allgemeine Potenz

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist, wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde,
streng monoton wachsend. Thre Umkehrfunktion existiert also, sie ist nach
Satz 1.1 aus Kapitel 2 ebenfalls streng monoton wachsend und nach Satz
2.10 aus Kapitel 4 stetig. In Abschnitt 4.3 wurde gezeigt, dass exp stetig ist.
Aus der Reihendarstellung folgt

e >1+x firxz >0

und daraus, ebenfalls fiir z > 0,

a 1 1
e =—< ,
et T 1+4x
also gilt lim,_ ., €® = oo und lim;_,_e* = 0. Aus dem Zwischenwert-

satz 3.4 aus Kapitel 4 folgt, dass das Bild der Exponentialfunktion gleich R™
ist (beachte e® > 0 fiir alle x). Wir kénnen daher formulieren:

1.1 Definition. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist auf R
definiert, stetig und streng monoton wachsend; sie heifft (natiirliche) Loga-
rithmusfunktion und wird mit exp~! = In bezeichnet.

1.2 Satz (Funktionalgleichung der In-Funktion). Fiir z,y € RT gilt

Inzy=Inz +Iny.

Beweis. Setze Inxz =: a, Iny =: b. Dann ist 2 = e?, y = €, also nach Satz 3.3

aus Kapitel 3 zy = e®e® = ¢**t? und daher Inzy = a+b=1Inz + Iny. [
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Bemerkung. Fiir z € R folgt
1 1
ln+lnxln<~:17> =Inl1=0
T T
(wegen e = 1), also
1
In—=—-Inz.
x

Definition. Fiir a € Rt schreibt man

a® = exp, x 1= *n? fir z € R.

Die Funktion exp, : R — R* heiBt Exponentialfunktion oder Potenz zur
Basts a.

Fiir die allgemeine Potenz a” stellen wir einige Rechenregeln zusammen:

1.3 Satz. Fiir a,b € RY und x,y € R gilt

(a) a*a?¥ = a®*Y,

(b) (a)¥ = a™,

(c) a*b® = (ab)*,

(@) G =a = &

Beweis. (a) a®a¥ = e*Meyne = glzty)na — gaty,

(b) Wegen a® = e*™® ist Ina® = zlna, also (a®)¥ = e¥00" = evrIna — g2y,
(c) a®b® = eFImagrinb _ ge(inatinb) _ crlnab _ (gp)e,

1 _ _ _ _ .
(d) (é)z — emlna —e zlna _ a®und ¢~ % = e zlna _ em}na — 1 wobei

at?

wir lné = —Inaund e ¥ = e% benutzt haben. n

Bemerkung. Fiir a € R* und n € N schreibt man auch
av =: {/a
(n-te Wurzel aus a). Nach Satz 1.3 (b) ist
(Va)" = (an)" =av" = a.

Die n-te Wurzel ¥/ ist also die Umkehrfunktion der n-ten Potenz a — a™.
(Wir haben die n-te Wurzel schon mehrfach benutzt, aber erst jetzt definiert.)
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Offenbar ist auch die Exponentialfunktion zur Basis a stetig. Im Falla > 1
ist sie (wegen Ina > 0) streng monoton wachsend, im Fall 0 < a < 1 ist
sie (wegen Ina < 0) streng monoton fallend. Fiir a # 1 existiert also ihre
Umkehrfunktion; sie heifit Logarithmusfunktion zur Basis a und wird mit
log, bezeichnet. Sie unterscheidet sich nur um einen festen Faktor von der
natiirlichen Logarithmusfunktion: Setzen wir log, x =: y, so ist

r=a¥=e’m,

also Inz = yIna und daher

Inzx
log, z = —.
Ina

Es geniigt daher, die natiirliche Logarithmusfunktion (also die zur Basis e)
zu kennen.

Bemerkung. Die Schreibweisen fiir die Logarithmusfunktionen sind in der
Literatur nicht einheitlich. So wird fiir In gelegentlich auch log geschrieben;
oft ist mit log auch log;, gemeint.

Einige Grenzwerte

Wir wollen einige mit der Exponential- und Logarithmusfunktion gebildete
Grenzwerte bestimmen, die héufig auftreten.

1.4 Behauptung. Va € RT : lim,, , /a = 1.

Beweis. a = enne 5 0 = 1 fir n — oo wegen der Stetigkeit der e-
Funktion und Satz 2.6 aus Kapitel 4. [

1.5 Behauptung. Vk € N : lim, ;—z = 00.

Beweis. Fiir alle x > 0 gilt
Y 0 T $k+1
¢ _;H Ik

woraus die Behauptung folgt. [

1.6 Behauptung. Vk € N : lim,_,., z¥e™® = 0.

Beweis. xFe™® = (;—:)’1 und Behauptung 1.5. m
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1.7 Behauptung. Vk € N: lim,\ o aker = oco.
Beweis.
k
1 y
lim xke% = lim () e¥ = lim e—k = 0. -
z\,0 y—oo \ Y y—o0 Y
1.8 Behauptung. lim, ., Inz =00, lim, ,glnz = —occ.

Beweis. Zu gegebenem c € R setze ¢y := e®. Fiirallez > ¢y gilt dann lnx > c.
Also ist lim, oo Inx = 0o. Ferner gilt

1
limlnx = lim In— = — lim Iny = —o0. L]
z—0 Y—+00 Yy Y—00

1.9 Behauptung. Vo € R : lim,\ g 2® = 0.

Beweis. Zu gegebenem ¢ € RT existiert wegen Behauptung 1.8 ein § € RT
mit alnz <Ine fir 0 < z <J. Aus 0 < z < ¢ folgt dann

O<xo¢:ealnz<eln€:6. -

1.10 Behauptung. Vo € RT : lim, o 22 = 0.

T

Beweis. Sei e € Rt gegeben. Wegen Behauptung 1.5 existiert ein ¢y € R mit

1
0<*£<€ fiir y > ¢p.
a ey

Wegen Behauptung 1.8 existiert ein ¢ € R mit alnz > ¢q fiir x > ¢. Fiir alle
x > ¢ gilt also

Inx lalnz
I< —=——7"—<ec. [ ]
T aealnz

1.11 Behauptung. lim,, ., /n =1.

Beweis. {/n = ennn 5 0 =1 fiir n — oo wegen Behauptung 1.10. (]

5.2 Die Exponentialfunktion im Komplexen

Um bequem die trigonometrischen Funktionen einfithren und untersuchen
zu konnen, ist es zweckméfig, die Exponentialfunktion auch fiir komplexe



5.2 Die Exponentialfunktion im Komplexen 79

Argumente zur Verfiigung zu haben. Wir werden daher jetzt die hierzu er-
forderlichen Grundbegriffe und Sétze der Analysis unter Zugrundelegung des
Korpers der komplexen Zahlen entwickeln.

Ein Anla8 zur Einfithrung der komplexen Zahlen ist zum Beispiel die
Tatsache, dass im Bereich der reellen Zahlen nicht jede ,,quadratische Glei-
chung® l6sbar ist. So gibt es etwa keine reelle Zahl x mit 22 = —1 (denn es ist
—1 < 0, und nach Behauptung 2.9 aus Kapitel 1 gilt 2% > 0 fiir alle x € R).
Man erweitert daher den Bereich der reellen Zahlen in geeigneter Weise, was
man formal folgendermafien tun kann.

C sei die Menge R x R der geordneten Paare reeller Zahlen. Addition und
Multiplikation der Elemente von C werden erklart durch

(a,0) + (c,d) :== (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd,ad + bc)
fir (a,b), (c,d) € C. Das Tripel (C,+,-) erfiillt die in Abschnitt 1.1 zusam-

mengestellten Korperaxiome, wie man durch elementare Rechnungen leicht
nachweist. Man bezeichnet (C, +, -) oder kurz C als den Kérper der komplexen
Zahlen und die Elemente als komplexe Zahlen.
Wegen
(a,0) 4 (¢,0) = (a + ¢, 0)
(CL, 0) ' (C, O) = (CLC, 0)

kann man die Teilmenge {(a,0) | a € R} mit den darauf eingeschrénkten
Verkniipfungen identifizieren mit dem Koérper der reellen Zahlen. Statt (a,0)
schreibt man daher a. Ferner setzt man zur Abkiirzung

(0,1) =:4
und nennt diese komplexe Zahl die imagindre Einheit. Dann ist 12 = —1.
Mit diesen Vereinbarungen ist jetzt fiir (a,b) € C
(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.

Jede komplexe Zahl z € C kann also in der Form z = a+4b mit a,b € R darge-
stellt werden, und zwar eindeutig, denn aus a+1b = a’+b' mit a,b,a’, b’ € R,
also (a,b) = (a/,b), folgt a = a’ und b = ¥’ nach der Gleichheitsdefinition fiir
geordnete Paare.

Definition. Sei z € C, z = a + b mit a,b € R. Dann heifit
Re(z) :==a der Realteil und

Im(z) :=b der Imagindrteil
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von z. Die komplexe Zahl

Z:=a—1b
heifit die zu z konjugiert-komplexe Zahl.
2.1 Behauptung. Fir z, 21,20 € C gilt

(a) Re(z) = 5(2 +7), Im(2) = 5, (2 — %),
(b) Z ==z

(c) 1+ 22 = %1 + %2

(d) Zi72 = %172

Beweis. trivial (nachrechnen) [

Nachdem wir den Korper der reellen Zahlen ausgedehnt haben zum
Korper der komplexen Zahlen, stellt sich die Frage, ob auch die Beziehung
< von den reellen Zahlen auf die komplexen Zahlen fortgesetzt werden kann.
Dabei wiirde man natiirlich fordern, dass die Anordnungsaxiome aus Ab-
schnitt 1.2, die die Vertréaglichkeit dieser Kleinerbeziehung mit den Korper-
verkniipfungen regeln, erfiillt sind. Dies ist aber nicht mdoglich, da in einem
angeordneten Korper nach Behauptung 2.9 aus Kapitel 1 fiir jedes Korper-
element a die Beziehung a? > 0 gilt, wihrend doch i = —1 < 0 ist.

Eine eingehendere Durchsicht der Konvergenzbetrachtungen in den vor-
hergehenden Abschnitten zeigt nun aber, dass dabei gar nicht so sehr von der
Groflerbeziehung Gebrauch gemacht wurde, sondern vorwiegend von den dar-
aus abgeleiteten Eigenschaften des Absolutbetrages. Ein Absolutbetrag mit
dhnlichen Eigenschaften 148t sich nun auch fiir komplexe Zahlen erkliren,
und dies hat zur Folge, dass man auch im Bereich der komplexen Zahlen eine
weitgehend analoge Konvergenztheorie aufbauen kann.

Definition. Fiir z = a + ib (a,b € R) heifit

|2| :=V2zz = Va? + b2
der Betrag von z.
Der Betrag einer komplexen Zahl ist also eine nichtnegative reelle Zahl.

Fir z € R stimmt diese Definition mit der frither fiir den Absolutbetrag
gegebenen iiberein. Fiir z € C ist |Z| = |z|, ferner |Re(z)| < |z|, |Im(2)| < |z|.
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2.2 Satz. Fir z,z1,29 € C gilt
(a) 2] > 0; |2 =0 & 2 =0,
(b) |2122| = |21H22\,

(c) |21 + 22| < |z1] + |22] (Dreiecksungleichung)

Beweis. (a) ist trivial.
(b) |2122|2 = (212’2)(2122) = 21292129 = (2131)(2252) = |2’1|2|22‘2.

(¢) Unter Verwendung von
Re(2172) < [21%2] = [21][Z2] = |21]] 22
folgt

|21 + 22]? = (21 + 22)(Z1 + Z2) = 2171 + 2122 + 2271 + 2272
= ‘Zl|2 + 2Re(z1§2) + |2’2|2
< a1l + 2|z |22] + |22 = (|21] + |22])*. =

Wir sind nun in der Lage, die Konvergenzbetrachtungen der vorhergehen-
den Paragraphen weitgehend vom Reellen ins Komplexe zu iibertragen. Alle
Behauptungen und Beweise, die nicht von der Anordnung der reellen Zah-
len, sondern (auBer von den Kérperaxiomen) nur vom Absolutbetrag und
seinen Eigenschaften Gebrauch machten, bleiben ohne Anderungen giiltig.
Die Resultate, deren Beweise sich wortlich iibertragen lassen, werden wir nur
auflisten, ohne die Begriindungen zu wiederholen.

Definition. Sei (z,)nen eine Folge in C und z € C. Die Folge (zy,) heifit kon-
vergent gegen z, und z heif3t Grenzwert dieser Folge, geschrieben lim,, o0 2, =
z, wenn gilt

Ve e RY Ing e N VneN: (n>ng= |z, — 2| <e).

Die Sitze 1.1 (Eindeutigkeit des Grenzwertes), 1.2 (Beschréanktheit kon-
vergenter Folgen; (z,,)nen heiit beschrinkt, wenn ¢ € R existiert mit |z,| < ¢
V¥n € N), 1.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) und ihre Beweise aus Kapitel 3
lassen sich wortlich iibertragen.

Andere Aussagen von frither lassen sich nicht verallgemeinern, weil sie
in C sinnlos sind. Zum Beispiel kann man nicht von einer monotonen Folge
komplexer Zahlen sprechen.
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Der folgende Satz gestattet es, Konvergenz im Komplexen zuriickzufithren
auf Konvergenz im Reellen:

2.3 Satz. Fiir jede Folge (zp)nen in C gilt:
(zn)nen konvergent < (Re(zn))nen und (Im(zy,))nen konvergent.
Ist (2n)nen konvergent, so gilt

lim z, = lim Re(z,)+¢ lim Im(z,).
n— oo n—00 n—oo

Beweis. Unter Verwendung der Abschéitzungen
lal, [b] < [a+ib| < |a| 4 [b]
ergibt sich dies folgendermaflen. Setze z,, = a, + ib,, z = a + ib.

»=>": Sei lim,, 00 2, = 2. Sei € € RT. Es gibt ein ng € N mit |z, — 2| < ¢ fiir
n > ng. Fiir n > ng gilt also |a, —a| < |z, —2| < e. Somit gilt lim,,_, a, = a.
Analog folgt lim, oo b, = b

»<“: Gelte lima,, = a und limb, = b. Sei ¢ € R*. Es gibt ein n; € N mit
lan, —a| < 5 fiir n > ny und ein ny € N mit b, — b] < 5 fiir n > ny. Fiir
n > ng := max{ny, na} gilt also |z, —z| < |a, —al+|b, —b| < e mit z = a+ib.

Daraus folgt die Behauptung. ]

Definition. (z,)nen heiit Cauchy-Folge
SVeeRT Ing €N Vm,n>ng: |zm — 20| <e.

2.4 Satz. Die Folge (zp)nen in C ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn
(Re(2zn))nen und (Im(zy))nen Cauchy-Folgen sind.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.3. [

Aus den beiden vorhergehenden Sdtzen und dem Cauchy-Kriterium 1.8
aus Kapitel 3 im Reellen folgt jetzt sofort:

2.5 Satz. Fine Folge in C ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist.

Reihen komplexer Zahlen und ihre Konvergenz werden genau wie im Reel-
len erklért. So bezeichnet Y - | zx sowohl die Folge (s, )nen der Partialsum-
men s, = 22:1 zx als auch, wenn die Reihe konvergiert, ihren Grenzwert,
und 220:1 2z, = 2z bedeutet lim,,_, 22:1 ZE = 2.
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Definition. Die Reihe > .-, 2z heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

o0
P
k=1
konvergiert.

Die folgenden Sitze iiber Konvergenz und ihre Beweise aus Kapitel 3
lassen sich nun wortlich iibertragen.

Satz 2.3 Konvergenzkriterium von Cauchy fiir Reihen
Satz 2.6 Absolute Konvergenz = Konvergenz

Satz 2.7 Umordnungssatz

Satz 2.8 Majorantenkriterium

Satz 2.9 Quotientenkriterium

Satz 2.10 Wurzelkriterium

Satz 2.11 Cauchy-Produkt

Nun kénnen wir durch wortliche Ubertragung der Beweise die Betrach-
tungen aus Abschnitt 3.3 {iber die Exponentialreihe ins Komplexe ausdehnen.

2.6 Satz. Fir jedes z € C ist die Reihe

oo Zn
>

n=0

absolut konvergent.
Beweis wie fiir Satz 3.1 aus Kapitel 3.

Definition. exp(z) :=e* := Y0 2 fiir 2 € C.

n=0 nl

2.7 Satz. Fiir alle z,w € C gilt e*T% = e%e®.
Beweis wie fiir Satz 3.3 aus Kapitel 3.

Folgerung. e* # 0 fiir alle z € C, denn e*e™% = 1.

2.8 Behauptung. ¢ = e* fiir z € C.
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Beweis. Mit s,(z) := > p_, Zk—f gilt nach Behauptung 2.1

n _k n k
| = Sn(Z),

@) =32 =2

=0

also wegen Satz 2.3

e = limRe(s,(2)) + ilimIm(s,(2))
= lim Re(s, (%)) — ilim Im(s,(2))

=lim s, (z) = lim 5,,(Z) = €”. ]

Folgerung. Ist z € C rein imaginér, d.h. z = iz mit € R, so ist |e¢*| = 1.

Denn fiir z € R gilt [e'?]? = ¢'®eir = ¢i¥e'® = ¢'%e™ ™ = ¢V = 1.

5.3 Die trigonometrischen Funktionen

Das Ziel unseres Ausfluges ins Komplexe war es, jetzt in bequemer Weise die
Funktionen Sinus und Cosinus einfiihren zu kénnen.

Definition. Fiir € R setzt man

cosz := Re(e™), sinz = Im(e™).

Es gilt also

e =cosz +isinz,

1 ,

cosx = 5(6” +e7'),
1 A

sinx = —(e"* — e 7).
21

Daraus folgt sofort fiir z € R

cos(—z) = cosx,
sin(—z) = —sinx,
sin? x + cos?z = [e)? = 1.

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergeben sich die Addi-
tionstheoreme der ,,trigonometrischen Funktionen® sin und cos:
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3.1 Satz (Additionstheoreme). Fir x,y € R gilt

cos(x 4+ y) = cosxzcosy — sinxsiny,

sin(x + y) = sinx cosy + cos x sin y.

Beweis. Es ist

cos(x +y)+isin(z+y)=e =e'e
=(cosz + isinz)(cosy + isiny)

=(cosx cosy — sinzsiny) + i(sinxz cosy + cos zsiny).
Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt die Behauptung. [
3.2 Satz. Firxz e R gilt

> 2k 2 4
sr =S () T
cosx—kz:%( 1) 20! =1 51 + TR
& l‘2k+1 1,3 .’L’5
i = S | |
S kz:;f Ty TR T

Beide Reihen sind absolut konvergent.

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt nach dem Majorantenkriterium aus
der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe. Es ist

oo .
o 7,3: ann
cosx +1SIx =e :E
n!
n=0
1 T x? 3 gt ab 2f x’
=4+t - 1=+ 41— = — 1=+

T T T TR T TR 7!

—(1 .1'2 .T4 .TG [T 1‘3 1'5 JI7
== _ﬁ—’—ﬂ_a—*—. +Z ﬂ_§+a_ﬁ+.. 5

wobei Satz 2.3 benutzt wurde. Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt
die Behauptung. [

3.3 Satz. Fir die durch

n L2k
cosT = Z(*l)kw + Rony2(2),
k=0 )
n L a2k
sinz = Z(—l) @+ 1) + Ran+3(7)
k=0 '

definierten Restglieder gilt die Abschdtzung

m
|Rpn ()| < % fir |z| <m + 1.
m!
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Beweis.
|.,L.|2n+2 .1'2 .’1,‘4
Rs,, = 1-— —-...
| Ront2(2)] (2n + 2)! @n13)2n+4)  2nt3)---@2nt6)
|x|2n+2
=— |1 — — ...
onro) LTt
mit
22k
ap = .
M 2n+3)--(2n+ 2k +2)
Wegen
2
ar = Qp—
PO on 2k + 1) (20 + 2k + 2)
gilt fiir || < 2n + 3 die Ungleichungskette 1 > a1 > ag > ..., also 0 <
1—aj; +as—as+--- <1. Analog schliefit man fiir Ray,3(x). =

Als Folgerung notieren wir:

3.4 Behauptung.

3
Beweis. Nach Satz 3.3 ist |sinx —z| < % fiir || < 4, woraus nach Division
durch z die Behauptung folgt. [

3.5 Satz. cos und sin sind stetig.

Beweis. Satz 3.2 aus Kapitel 3 gilt mit demselben Beweis auch fiir z € C.
Fiir z,w € C ist also |e* — e¥| < 2|e”||z — w]| fiir |z] < 1. Fiir z,a € R mit
|z — a|] <1 folgt also

|cosa — cosal = |Re(e™ — €')| < | — €| < 2|z — al,
woraus die Stetigkeit von cos folgt. Analog fiir sin. [
Die Zahl «

Die Zahl 7, klassisch definiert als das Verhéltnis des Kreisumfangs zum Kreis-
durchmesser, werden wir hier auf ganz andere Weise einfithren. Erst wesent-
lich spéter ergibt sich der Zusammenhang mit dem Kreisumfang. Die nach-
folgenden Behauptungen dienen zur Vorbereitung.
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3.6 Behauptung. sin z > 0 fiir z € (0,2).

Beweis. Nach Satz 3.3 ist

sinx =z (1 + RS(x))
T
mit
2
'R:”("T) < L . 2| < 4.
T 6

Fiir z € (0, 2] gilt also ’R?’T(I)

< % und daher

R 1
sina::x<1—|—3($)>>x-3>0. [ ]

z el

3.7 Behauptung. In [0, 2] ist cos streng monoton fallend.

Beweis. Mit 1% =: u, L3 =: v folgt aus Satz 3.1

cosx = cos(u + v) = cosucosv — sinwusinv

cosy = cos(u — v) = cosucosv + sinusin v,
also

+ysinm_y
5

Fiir 0 <y < x < 2 ist nach Behauptung 3.6 die rechte Seite positiv. ]

.
—cosx + cosy = 2sin

3.8 Behauptung. cos2 < 0.

Beweis. Nach Satz 3.3 ist
2

x . z[*
cosx =1-— > + Ry(z) mit |Ry(z)| < —— fiir |2] <5,

also insbesondere
cos2=1—-2+Ry(2) mit|Rs(2)|] < ===
woraus die Behauptung folgt. [
Uber die Funktion f := cos|[0,2] wissen wir nun: f ist stetig, f(0) = 1,
f(2) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz 3.4 aus Kapitel 4 existiert ein zy €

(0,2) mit f(xg) = 0. Wegen 3.7 gibt es nur ein solches x. Wir kénnen also
definieren:
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Definition. Die eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion cos im Intervall
(0,2) wird mit § bezeichnet.
Naherungsweise Berechnung ergibt
7 = 3,141592653 + 10~°.

Aus cos § = 0 ergeben sich einige spezielle Werte fiir die Funktionen sin, cos,
exp: Es ist

L 9T 9 T
sin” o cos” 3 ,
wegen Behauptung 3.6 also
T

sin— =1

sin 5 ,
folglich

ez =i,

Daraus folgt e™ = —1, 2™ =1, e3™ = —j und hieraus

z ||0|x/2| 7 [37/2|2n]
sinz|0] 1 |0 =110
cosx|l| 0 |—-1| O |1

Zusammen mit den Additionstheoremen 3.1 liefert das:

3.9 Satz. Fir alle x € R gilt

cos(z + 27) = cosx sin(z + 27) = sinx
cos(x 4+ m) = —cosx sin(x + ) = —sinz
™ ) . ™
cos <x+§) = —smx sin <w+§) = COS .

Insbesondere ist
T . LT
cos (— - :c) =sinz, sin (— - x) = cosz.
2 2
3.10 Satz.
{zr eR|sine =0} ={kn | k€ Z},

{xeR|cosx:O}:{(k+;)7r|k€Z}.
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Beweis. sinkm = 0 fiir k € Z ist klar. Sei jetzt x € R eine Zahl mit sinx = 0.
Wir kénnen x = k7 + x1 mit k € Z und x; € [0, 7) schreiben. Dann ist

sinzy = sin(z — k) = sinx cos km — coszsinkm = 0.
Nun gilt nach Behauptung 3.6: sinz; > 0 fiir 21 € (0, 5).

Fiir 2y € [§,7) ist sinay = cos(§ —x1) = cos(z1 —§) > 0 wegen z1 — 5 €
[0, 3) und der Definition von 7/2. Also muf x; = 0 sein, d.h. z = k.

Wegen cosz = sin(z + §) folgt die zweite Gleichheit aus der ersten. [

Nachdem wir jetzt die Nullstellen von sin und cos kennen, kénnen wir
definieren:

Definition.
i 1
Tangens : tanz = Snr fﬁrmER\{<k+)7r|k€Z}
cos T 2
Cotangens : otz 1= o fir z e R\ {kn | k € Z}.
sinz

Weitere wichtige spezielle Funktionen ergeben sich als Umkehrfunktionen
der bisher eingefiihrten Funktionen. Da die trigonometrischen Funktionen
aber nicht injektiv sind, existieren Umkehrfunktionen nur fiir geeignete Ein-
schrankungen.

3.11 Satz. (a) Die Einschrinkung cos|j ) ist streng monoton fallend und
eine bijektive Abbildung auf [—1,1]. Die Umkehrfunktion wird mit

arccos : [-1,1] = R (Arcus Cosinus)

bezeichnet.

(b) sin|[_=x = ist streng monoton wachsend und bijektiv auf [—1,1]. Die Um-
kehrfunktion wird mit

arcsin : [—1,1] = R (Arcus Sinus)

bezeichnet.

(¢) tan|(_z =) ist streng monoton wachsend und bijektiv auf R. Die Umkehr-
Sfunktion wird mit

arctan : R - R (Arcus Tangens)

bezeichnet.
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(d) cot|,x) ist streng monoton fallend und bijektiv auf R. Die Umkehrfunk-
tion wird mit

arccot : R - R (Arcus Cotangens)

bezeichnet.

Wir verzichten auf die Beweise, da sie mit Hilfe der bisher bekannten
Ergebnisse sehr leicht zu erbringen sind.

Als Anwendung leiten wir eine besondere Darstellung der komplexen Zah-
len her:

3.12 Satz. Jede komplexe Zahl z € C ist darstellbar in der Form
z = ret?

mit r = |z| und einer reellen Zahl ¢ € [0,27) (genannt das Argument von z).
Fiir z # 0 ist ¢ eindeutig bestimmt.

Beweis. Fiir z = 0 ist z = 0 - ¢ mit beliebigem . Sei 2z # 0, r := |2| und
2 =z + iy mit 2,y € R. Wegen |2] = 1 ist 2?2 +y? =1, also x € [-1,1].
Daher ist a := arccosz definiert. Wegen cos v =  ist sin?a = 1 — cos® @ =
1 — 22 =42, also sina = £y. Setze

) falls sina =y,
L 2r — «, falls sina = —y und « # 0.

Dann gilt sin ¢ = y und cos¢ = cosa = z, also

e =cosp+ising =x+iy = =k
Aus €% = ™ folgt €!(¥~%) = 1, also cos(¢ — ) = 1 und sin(p — 1) = 0. Ist
0.B.d.A. ¢ > 1, so folgt aus Satz 3.10 ¢ — 1» = 0 oder 7, wegen cosm = —1
also ¢ — 1 = 0. n
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6.1 Die Ableitung

Ein niitzliches allgemeines Prinzip bei der Untersuchung komplizierter Funk-
tionen besteht darin, diese durch einfache, besser bekannte Funktionen zu
approximieren (d.h. anzunihern). Der Begriff der Approximation kann auf
verschiedene Weisen verstanden werden. Im folgenden interessieren wir uns
fiir Approximation durch affine Funktionen in der Nihe eines festen Punktes.
Dieses Verfahren ist heutzutage schon aus dem téglichen Leben geldufig, zum
Beispiel wenn man von ,,Geschwindigkeit* spricht. Bei einer gleichférmigen
Bewegung, das heifit einer solchen, bei der der zuriickgelegte Weg propor-
tional zur Zeit ist, versteht man unter der Geschwindigkeit das Verh&ltnis
von Weg zu Zeit. Bei einer nicht gleichférmigen Bewegung kann man nur
von einer momentanen Geschwindigkeit reden, und man versteht hierunter
die Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung, die der betrachteten im
gegebenen Zeitpunkt besonders nahe kommt. Dass es eine solche gibt, lauft
mathematisch auf die Forderung der Differenzierbarkeit hinaus. Eine Funkti-
on soll im Punkt z differenzierbar heiflen, wenn sie in « von erster Ordnung
durch eine affine Funktion approximiert werden kann, d.h. genauer:

Definition. Die Funktion f : D — R heilit differenzierbar in x € D, wenn
x Haufungspunkt von D ist und es eine Zahl ¢ € R gibt mit

po f@ ) = f@)—ch
h—0 h

0. (1.1)

Gibt es eine solche Zahl ¢, so ist sie eindeutig bestimmt; sie wird mit f’(z)
bezeichnet und heifit Ableitung von f an der Stelle z.

Die Gleichung (1.1) ist dquivalent mit
fle+h) - f(z)

lim —————~ =¢.
hs h ¢
Damit ist auch die Eindeutigkeit von ¢ klar. Die Ableitung von f an der Stelle

x ist also definiert durch
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h) — _
o) — i LEED 1) )~ S )
h—0 y— y—x

falls dieser Grenzwert existiert.

Bemerkung. Der letzte Limes ergibt die bekannte geometrische Interpreta-
tion der Ableitung als , Steigung® der , Tangente“ an den Graphen (,,Limes“
von Sekanten) von f.

Bezeichnungen. Ublich (aber anfechtbar) ist auch die Schreibweise

d
=2

Besser wiare dann schon die Schreibweise

fw =LY

y=x

1.2 Satz. Ist f : D — R in z differenzierbar, so ist f in x stetig.

Beweis. Aus

. f(y)—f(:p)i "y
Ty W

und lim, . (y — z) = 0 folgt limy_,,[f(y) — f(z)] = f'(x) - 0. Also ist
limy_,» f(y) = f(z). Nach Satz 2.6 aus Kapitel 4 ist f stetig in 2. n

Bemerkung. Es gibt stetige Funktionen f : R — R, die in keinem Punkt
differenzierbar sind.

Definition. f: D — R heiflt differenzierbar, wenn f in jedem z € D diffe-
renzierbar ist. In diesem Fall heiit die Funktion f': D — R : z — f/(z), die
Ableitung von f.

Beispiele. (1) Seic€ R und f: R — R: z +— ¢. Wegen
flx+h) - f(z)

h
ist f differenzierbar und f’(x) = 0 fiir alle x € R.

=0

(2) Seice Rund f:R— R: 2z — cx. Wegen
[@+h) —f@) _
h
ist f differenzierbar und f’(x) = ¢ fiir alle x € R.
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6.1 Die Ableitung

exp. Es ist

Nach Satz 3.2 aus Kapitel 3 ist

h |h|? .. 3
le" —1—h[=[Ra(h)| < 27 fiir [h| < >
also
eh—1
li =1
0 h
und folglich
exp’(z) = exp(x) fiir alle z € R.

93

Die Exponentialfunktion reproduziert sich also bei Differentiation. Dies
ist eine Erkldrung (von mehreren) fiir ihr héufiges Auftreten in Anwen-

dungen.

cos. Im Beweis von Behauptung 3.7 aus Kapitel 5 wurde berechnet

+y . r—y
sin s
2

.
cosy — cosx = 2sin

also ist

h

h B h

.’E+§

; R\ .
cos(z + h) — cosx  —2Sin (m + 7) g ‘i < h) sm%

Nun ist limy, ¢ sin(z + %) = sinz wegen der Stetigkeit von sin und

sin h
lim =1 nach Beh. 3.4 aus Kapitel 5,
h—0 N
2
also
cos(x + h) — cosx :
lim = —sinz.
h—0 h
Somit gilt cos’ z = —sinz fiir x € R.

sin. Analog wie in (4) findet man sin’ z = cos .
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(6) Die Funktion f : R — R, z + |z| ist in 0 nicht differenzierbar, denn es
ist
. [0+nh|—10] |0+h\ 0]
Agﬁ) h =1#-1= hﬂO h ’

Hier existieren aber einseitige Ableitungen; sie sind naheliegenderweise
wie folgt definiert.

Definition. Die Funktion f : D — R heifit in x von rechts differenzierbar,
wenn

existiert, und in x von links differenzierbar, wenn

oy T 1)~ f(@)

fila) = Jim S

existiert.

Die Berechnung der Ableitung von komplizierteren, ,, zusammengesetzten*
Funktionen wird erméglicht durch einige allgemeine Sétze, die sich auf die
Differentiation von Summen, Produkten, Quotienten, Umkehrfunktionen und
Kompositionen differenzierbarer Funktionen beziehen.

1.3 Satz. Die Funktionen f,g: D — R seien differenzierbar in einem Punkt
x € D. Dann sind die Funktionen f+ g, fg, \f (A € R) in z differenzierbar,
und es gilt

(f+9)(x) = f'(z) +4'(2),
(f9) (x) = f'(x)g(x) + f(z)g'(2) (Produktregel),
(Af) () = Mf' ().

Ist g(x) # 0, so ist die Funktion g differenzierbar in x, und es gilt

(f)' (2) = f'(@)g(x) — f(2)g' (z)

g g(x)?

(Quotientenregel).

Beweis. Die Behauptung fiir f 4+ g folgt unmittelbar aus den Definitionen.
Um fg zu behandeln, nutzen wir

(f9)w+1) = (f9)(@) _ flz+hgla+h) — f(@)g(x)
h h
L [ PR S LT )
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Daraus und aus der Stetigkeit von f folgt
(f9)'(z) = f(x)g(z) + f(x)g (x).
Als Spezialfall ergibt sich (A\f)'(z) = Af'(x).

Sei g(x) # 0. Dann ist g(y) # 0 fiir alle y aus einer Umgebung von z. Es
ist

(é)<x+h>—(5)<x>_1( B
h h\glz+h) g
1 gt -
g(z + h)g(x) h ’

woraus

folgt. Sodann ergibt sich

(Y w=(r Y w=rwlw (- 42)

Beispiele. (1) Sei f(z) =z" fir z € R (n e N).

n—1

Behauptung. f/'(z) = nz

Beweis. durch Induktion. Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig. Sei sie
bewiesen fiir n. Sei f(z) = 2"*1, also f(z) = 2" - z und daher

fl@)=nz"t 242" 1= (n+1)z" "

(2) Sei f(x) = ™™ fir z € R, (n € N). Nach der Quotientenregel und
Beispiel (1) folgt

_ n—1
f(z) = &2)2 = —na "L

(3) Aus tanz = SBZ folgt

COosS T

, sin’ z cosz — sinz cos’ x
tan'(z) =

cos? x
2 . 2
cos“ T + sin“ 1

cos? x cos?2zx’
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Der folgende Satz zeigt, wie man Umkehrfunktionen differenzierbarer
Funktionen differenziert.

1.4 Satz. Sei f : D — R injektiv, in a € D differenzierbar, und f'(a) # 0.
Ist die Umkehrfunktion ¢ : f(D) — D von fin b= f(a) stetig, so ist ¢ in b
differenzierbar, und es gilt

Beweis. Setze

(L&) =f(a) fir z € D \ {a},
g(x) {f’(a fiir x = a.

Dann ist g an der Stelle a stetig, also ist nach Satz 2.8 aus Kapitel 4 und
Voraussetzung die Funktion g o ¢ an der Stelle b stetig. Somit gilt

lim (g o )(y) = (g0 ¢)(b) = g(p(b)) = g(a) = f'(a) #0

y—b

und daher
1 1

lim =

v=b (gop)(y)  f'(a)

Fir y € f(D) mit y # b ist p(y) # a, also

1 1 _p(y) — o(b)
(gop)y)  flely) = fa) y—b
oly) —a
woraus die Behauptung folgt. [

Beispiele. In den folgenden Beispielen sind Differenzierbarkeit der Funktion
f und Stetigkeit der Umkehrfunktion ¢ jeweils bereits bekannt. Wir benutzen
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(2) arccos ist die Umkehrfunktion von cos |[0, 7]. Fiir y € (0, 7) gilt cos’y =
—siny # 0, also fiir z € (—1,1)
1 —1

arccos’ x = = :
cos’(arccosx)  sin(arccosx)

Setzen wir arccosz = y, so ist cosy = x, also sin’y = 1 — cos’y =
1 — 22, folglich siny = /1 — 22 (—v/1 — 22 kommt nicht in Frage wegen
siny > 0). Es folgt

-1
arccos’ £ = —— fir —1l<z<1.
1— 22
(3) Analog findet man
. 1 .
arcsin' rt = —— fir —1<x<l1.

V1—22

(4) arctan ist die Umkehrfunktion von tan|(—7%,%). Fir y € (=5, %) ist
tan'y = —— # 0, also fiir z € R

cos? y

arctan’ x = cos?(arctan ).

: e ta — __ siny 2 2, — 2
Mit y := arctanx ist x = tany = oy Daraus folgt = cos” y = 1—cos” vy,
was man auch als cos?y = 1 Jrlwz schreiben kann. Somit haben wir

tan’ L
arctan’ r = ——.
1+ 22

1.5 Satz (Kettenregel). Sei f : D — D differenzierbar in a € D und sei
g : D — R differenzierbar in f(a). Dann ist go f differenzierbar in a, und es
gilt

(gof)(a) =g'(f(a))f (a).

Beweis. Setze

9(y) — 9(f(a)) S .
hy)={ y—fla) fir y € D\ {f(a)},

9'(f(a)) fiir y = f(a).

Dann ist h an der Stelle f(a) stetig, also ist die Funktion h o f an der Stelle
a stetig. Fir z € D\ {a} gilt
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(9o f)(x) = (go f)la)

_ [ H N ) 2 S s f(@) £ £(a)
0, falls f(z) = f(a)
= n(f(an IO
Aus lim, 0 A((2)) = h(F(a)) = ¢'(/(a)) und
tig KT = 0
folgt also die Behauptung. .

Beispiele. (1) Sei a € R, f(z) = 2 fiir > 0. Es ist f(z) = e®™* =
exp(g(x)) mit g(x) = alnzx. Es folgt

«

f'(@) = expl(g(x))g'(z) = e* " — = a1,

(2) f(#) = Insinz fir 0 < z < 7. Es ist f/(z) = In'(sinz) - sin’z = 71— -
cosx = cotan .

(3) f(z) = cose®). Es ist

fl(x)=— (sin 6($2)) ™) . og.

(4) f(x) == fir > 0. Es ist f(z) = e 2, also

1 1 1
fl(x) = e In@ (_xz Inz+ = x) = x%_Q(l —Inz).

6.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Bei differenzierbaren Funktionen steht man oft vor dem Problem, von Ei-
genschaften der Ableitung auf Eigenschaften der Funktion selbst schlielen zu
miissen. Zentrales Hilfsmittel hierbei ist der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung mit seinen Folgerungen. Der wesentliche Kern dieses Satzes steckt
bereits in der folgenden Behauptung.
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2.1 Satz (von Rolle). Seia <b, f:[a,b] — R stetig, f|(a,b) differenzierbar
und f(a) = f(b). Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Nach Satz 3.2 aus Kapitel 4 nimmt f ein Maximum und ein Mini-
mum an. Mindestens eines von beiden, 0.B.d.A. ein Maximum, wird an einer
Stelle ¢ € (a,b) angenommen (wegen f(a) = f(b)). Es ist

fle+h) = (o)

f'(e) = lim - <0
und
f%%ﬁ%f®+2_ﬂd2&
also f(c) = 0. .

2.2 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seia <b, f : [a,b] = R
stetig und f|(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit

1010 _
Beweis. Setze

o@) = 1) - =T ) g o
und wende Satz 2.1 an. L]

Bemerkung. Wir kénnen das Ergebnis auch etwas anders schreiben: Ist f
in [z — |h|, « + |h|] differenzierbar, so gilt

flx+h)=f(x)+ f(x+9h)h  mit einem 9 € (0, 1).

Wir kénnen also den ,,Zuwachs® f(x + h) — f(z) nicht nur ndherungsweise
durch f/(z)h, sondern exakt durch f’(x+v9h)h ausdriicken. Allerdings wissen
wir von ¥ nur, dass es in (0, 1) liegt.

Wir kommen zu einigen Folgerungen aus dem Mittelwertsatz. Von Inter-
esse in Anwendungen ist statt der schirferen Aussage des Mittelwertsatzes
oft nur die folgende unmittelbare Konsequenz.

2.3 Folgerung. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar mit
|f(x)| <c fiirze D (ceR fest). Dann gilt

[f(@) = f)l <cle -yl firzyeD. (2.4)



100 6 Differenzierbare Funktionen

Bemerkung. Eine Funktion f mit der Eigenschaft (2.4) nennt man auch
“Lipschitz stetig®.

Anwendung mit ¢ = 0 ergibt:

2.5 Satz. Sei D ein Intervall, f : D — R differenzierbar und f'(z) =0 fir
alle x € D. Dann ist f konstant.

Bemerkung. Die Voraussetzung, dass der Definitionsbereich von f ein In-
tervall ist, ist offenbar wesentlich.

Die folgende Beobachtung ist in den Anwendungen wichtig:

Behauptung. Ist f: [0,b] — R eine differenzierbare Funktion mit
f(z) =cf(z) firze€[0,b] und f(0)=a
(a,b,c € R gegeben), so ist

f(z) = ae™ fiir z € [0, b].

Beweis. Setze g(x) := f(x)e™® fiir x € [0,b]. Dann ist
g'(x) = fl(x)e”" — f(x)ee” ™ = (f'(x) — cf(x))e” " =0
fiir alle = € [0, b], also ist g konstant, und zwar gleich g(0) = a. L]

2.6 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar. Dann ist f
genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir x € D gilt.

Beweis. ,=“: Sei f monoton wachsend. Dann gilt fiir x € D, h # 0 und
x+heD\{z}:

fla+h) = @)
h p— b

also f/'(z) > 0.
,<=“: Nach Satz 2.2 gilt fir z,y € D mit y > x

fly) = flx) = f(e)y—x) >0

mit einem geeigneten ¢ € (z,y). n

Bemerkung. Aus f/(z) > 0 fiir alle x € D folgt offenbar, dass f streng
monoton wachsend ist (aber nicht umgekehrt).
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Wir beweisen noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, die vor
allem bei der Ermittlung von Grenzwerten gute Dienste leistet:

2.7 Satz (Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei a < b, seien
fr9 : [a,b] = R stetig, fl|ap) und glap) differenzierbar. Dann existiert ein
¢ € (a,b) mit

fiir = € [a,b] und wende den Satz von Rolle 2.1 an. L]

Als Anwendung haben wir die folgende, oft niitzliche Regel.

2.8 Satz (Regel von de 'Hospital). Seien f,g : (a,b] — R differenzierbar.
Es gelte

3{1@ f(z) = 31:1@ g9(z) =0,
g(z) #0, ¢(x)#0 firz e (a,b)],
) _
wNa g' ()

Dann ist

@)

m —— = C.
a

9()

TNy

Beweis. Wir setzen noch f(a) = g(a) = 0; dann sind f und g stetige Funk-
tionen auf [a, b]. Sei € € RT. Nach Voraussetzung existiert ein 6 € RT mit

f'(v)
g ()

—cl<e fira<y<a+d.

Sei jetzt a < x < a + §. Nach Satz 2.7 existiert ein y € (a, z) mit

&) _ ')
glz)  g'(y)
Es folgt
f@ |,
'g(w) ‘ J(y) ‘ =c
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Damit ist

limM:c

zNa g(x

gezeigt. [

Bemerkung. Die analoge Aussage fiir lim, », liegt auf der Hand. Aus bei-
den folgt eine entsprechende Aussage iiber lim,_,,. Durch eine naheliegende
Abwandlung des Beweises zeigt man auch eine entsprechende Aussage fiir
lim,_ oo bzw. lim,_,_ .

Niitzlich ist oft auch die folgende Version der Regel von de 'Hospital, bei
der Zahler und Nenner des fraglichen Quotienten nicht gegen 0 konvergieren,
sondern bestimmt divergieren.

2.9 Satz. Seien f,g: (a,b] — R differenzierbar. Es gelte

lim f(z) = oo, lim g(x) = oc.

z\ya
9(x) #0, g'(x) #0 fiir v € (a,],
. fix)
@ ¢
Dann ist
f@) _
o g(x)

Beweis. Sei e € RT. Nach Voraussetzung existiert ein d > a mit

gllg))_c’<5 fir a <y < d. (%)

4
Es gibt ein § € RT mit a + 6 < d, so dass fiir alle x mit a < x < a + J gilt:

07#9(x) #g(d), 0# f(z)# fd),

glx gl €
@ <2, |c|1_M_1 <3

f(z) ()

Fiir alle x mit @ < < a + ¢ gilt dann wegen

flo) (f(r)—f(d) _c> flx)  g(x) —g(d)
g(x) g9(x) — g(d) f(@)=f(d)  g(x)
fx

) g(z)—g(d)
+C(f(:c)f(d) o(2) 1)
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die Abschétzung
P PN )
R0 N o) O] S o
9(@) s —g@ | r@| T @
f(z) x)
5
<2 <$
Nach Satz 2.7 existiert ein y € (z,d) mit
o) =S _ 1)
9(@) —g(d)  g'(y)
Dies und die Abschitzung (x) ergeben also
s | <
() — g(d) 4
Damit ist
'“”_c<g
9(x)
gezeigt, woraus die Behauptung folgt. [
Bemerkung. Analoge Aussagen gelten wieder fiir lim, », etc.
Beispiele. (1) lim,_,q Si‘;z = 1, denn lim,_,gsinz = lim, gz = 0 und
hmw_>0 cosm = 1.

(2) lim, o (ﬁ — %) = 7 Es ist

r—sinz  f(x) . . _

f'(xr)=1-cosz, ¢'(z)=sinz+ rcosz,

lim f'(x) =0, lim ¢'(z) =0,

z—0 z—0
(¢") () =2cosz — wsinz,

(f)(x) = sinz,

i ()(@) _ £@) oy 1)
(@@ T T T e T
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(3) limpno2z®Ine =7 (a>0) Es ist

—z%lnx =

Ty f(z) = oo, ;lgg)g(x) = 00,

T )

lim % =0= limz“Inz =0.
w0 g'(2) 2N0

6.3 Hohere Ableitungen und Taylorformel

Definition. Sei f : D — R eine Funktion, a € D. Falls f in einer Umgebung
von a (geschnitten mit D) differenzierbar und f’ in a differenzierbar ist, heifit
f zweimal differenzierbar in a, und

d f(z)

d$2 ‘x:a

(") (a) = f"(a) =: f?)(a) =:

heifit zweite Ableitung von fin a.

Rekursive Definition: Falls f in einer Umgebung von a (geschnitten mit
D) k-mal differenzierbar und f*) in a differenzierbar ist, heit f (k+ 1)-mal
differenzierbar in a, und

F® (@) = fRHD(q) = %’m:a

heit (k + 1)-te Ableitung von f in a. Setze noch fO = f 1) = ¢/,

f heifit k-mal differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar in a fiir alle
a € D ist.

f heift k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar und f*)
stetig ist.

Beispiele. Die bisher betrachteten speziellen Funktionen, also rationale
Funktionen, exp, In, sin, cos, tan, arcsin etc. und alle Funktionen, die aus
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solchen durch rationale Rechenoperationen und Komposition zusammenge-
setzt sind, fithren bei Differentiation auf Funktionen vom selben Typ; sie sind
daher beliebig oft differenzierbar (im jeweiligen Definitionsbereich).

Wir bringen noch ein weniger triviales Beispiel, das verschiedentlich von
Nutzen ist. Sei f : R — R definiert durch

1
e = fir x > 0,
J(@) = {O fir x <0.
Behauptung. f ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis. An jeder Stelle z # 0 ist f beliebig oft differenzierbar (trivial fiir
x < 0, klar nach vorstehender Bemerkung fiir > 0). Fiir z > 0 gilt

FP () = et p;gf) (3.1)

mit einer gewissen Polynomfunktion pg. Dies beweisen wir durch Induktion.
Zunéchst ist
1 Y -1 1
@) = @) = et
Fiir eine Zahl k > 1 sei die Darstellung (3.1) bereits gezeigt. Dann ist

C1 (L pe(@) | ph(@)a® — pr(w)2kat
k+1 _ - k
fE(@) =e I(xg s v

1 pr(x) + p;(:v)xQ — 2kpi(z)x
e 220k 1) ’

woraus die Behauptung folgt.

Nun zeigen wir durch Induktion, dass f in 0 k-mal differenzierbar ist. Fiir
x>0 gilt
— f(0 1
@) =50 _1 s,
x x
fir x N\, 0 nach Behauptung 1.7 aus Kapitel 5, also f/(0) = 0. Da auch
f4(0) = 0 ist, ist f’(0) = 0.

Sei bereits bewiesen, dass f in 0 k-mal differenzierbar ist. Dann existiert
also die k-te Ableitung f*) : R — R. Fiir z > 0 gilt

@) = f00)  pr(e) s

= ez —=0
- 22kl

fir x N\, 0 nach Behauptung 1.7 aus Kapitel 5, also fr(k)/(O) = 0. Da auch
li
*(0) = 0 ist, ist £FB)'(0) = 0. -
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Differenzierbarkeit einer Funktion bedeutet, grob gesagt, dass sich die
Funktion durch eine affine Funktion, also eine Polynomfunktion vom Grad 1,
gut approximieren lif8t. Analog kann man k-malige Differenzierbarkeit so
interpretieren, dass die Funktion durch eine Polynomfunktion vom Grad k
gut approximiert werden kann, und zwar ,von k-ter Ordnung®. Zunéchst
zeigen wir unter einer schirferen Voraussetzung eine genauere Aussage.

3.2 Satz (Taylorscher Satz). Seia < b, n € Ny, f : [a,b] = R n-mal stetig
differenzierbar und f auf (a,b) (n+1)-mal differenzierbar. Dann existiert ein
c € (a,b) mit

F(0) = f(@) + 707 @) ~ a) + 5 f (@)~ a4+ O (@) b~ )"
1

+mf(n+1)(0)(b _ a)n—&-l.

Beweis. Setze
_ , FO@ L (b—a)t
o) = 10) = F(@) = @)(b—x) = = T =y — 0B

fiir a <z <b. Dann ist g(b) = 0, und « sei so gewihlt, dass auch g(a) = 0 ist.
Dann kann man auf g den Satz von Rolle 2.1 anwenden. Es folgt die Existenz
eines ¢ € (a,b) mit ¢’(¢) = 0. Nun ist

g'(x) =0—f'(z) = [f"(2)(b—2) - f'(x)] -

(n+1) (4 () (4 )
_ f(nJ:')(z) (b—2)"+a (b ;':1:)” '

Einsetzen von = = ¢ ergibt f(**t1(¢) = a. Setzt man jetzt z = a in der
Definitionsgleichung fiir g, so folgt die Behauptung. [

Bemerkung. Fiir n = 0 reduziert sich der Taylorsche Satz 3.2 gerade auf
den Mittelwertsatz 2.2.

Analog wie Satz 3.2 kann man den Fall b < a behandeln; aus beiden
Fillen ergibt sich Satz 3.3.

3.3 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R (n+1)-mal differenzierbar, sei
a € D. Dann gilt fiir beliebige x € D

"L ) (g (n+1) (g r—a

(,, Taylorformel“) mit einem (von a und x abhingenden) 9 € (0,1).
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Die Funktion

ek (g
:U»—)kz_of k:!( >(:E—a)k

nennt man auch das Taylorpolynom n-ter Ordnung von f zur Stelle a.
Ist f(**1 in D beschrinkt, so folgt aus Satz 3.3 unter den dortigen Vor-

aussetzungen insbesondere

=0.

. 1
llm EE—
z—a (x — a)"

n ) (g
) -3 D gy

k!
k=0

Diese Aussage ldfit sich auch schon unter schwécheren Voraussetzungen be-
weisen:

3.4 Satz. Seia € R, n € N. Die Funktion f sei in einer Umgebung von a
(n — 1)-mal differenzierbar und in a n-mal differenzierbar. Dann gilt

lim ——— =0.
T (x —a)”

") (g
1)~ T Dyt

k=0

Beweis. Im Fall n = 1 lautet die Behauptung
f(x) = fla) = f'(a)(x —a)

r—a

lim
Tr—a

dies ist wegen der Differenzierbarkeit von f in a erfiillt.

Sei jetzt m > 2. Es gibt nach Voraussetzung ein § € R, so dass f in
[a —6,a+ 8] (n— 1)-mal differenzierbar ist. Setze

(k) (g
o(w) = 1) - 3 T
k=0

k

z—a)® firzea—0d,a+7].

Sei ¢ € [a — J,a + 0]. Nach dem Taylorschen Satz 3.3 (fiir n — 2 statt n),
angewendet auf die Funktion g, existiert ein (i.a. von z abhingendes) ¢ mit
|c —a| < |z —al, so dass

n=2 (k) (g (n=1)(,
()= 31 L e NG

ist. Nun ist g(a) = ¢’(a) = --- = g2 (a) = 0 und

9" D) = 1D (e) = (@) fO @) e — ),
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also
o) = 7 = ol £ () = £V (a) = f @) (e - )| [ — al !

(e = fV(a)

c—a

1
~ (n—=1)!

|z — a|™.

_ f(”)(a)

Da f(®=1 nach Voraussetzung in a differenzierbar ist, gilt

(n—1) _ f£(n-1)
lim / (=1 (a) —f(”)(a) =0.
c—a c—a
Wegen |¢ — a| < |z — a folgt
i 9@ _
r—a |:1; — a|”
wie behauptet. ]

Taylorreihen

Ist die Funktion f in einer Umgebung von a beliebig oft differenzierbar, so
gilt fiir sie die Taylorformel fiir jede natiirliche Zahl n. Dies legt es nahe,
neben den Taylorpolynomen

"L R (g
kZ;O k'( )(x_a)k

auch die unendliche Reihe

(k) (g
Zf k'( )(:z:fa)k

k=0

zu betrachten.

Definition. Sei D C R ein Intervall und f : D — R beliebig oft differenzier-
bar, sei a € D. Dann heifit die Reihe

< (V) (g
; k'( )(.Z‘fa)k

die Taylorreihe von f an der Stelle x zur Entwicklungsstelle a.
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Bemerkung. Achtung! Die Taylorreihe einer Funktion f an der Stelle z
braucht nicht zu konvergieren, und wenn sie konvergiert, braucht sie nicht
gegen f(x) zu konvergieren. Zum Beispiel sei

1
Man berechnet
k! ™ (0)
(k) M _
fYN(x) = S also o =1

Die Taylorreihe von f zur Entwicklungsstelle a = 0 ist also gegeben durch
S
k=0

Diese Reihe konvergiert, wie wir wissen, fiir || < 1, und zwar gegen f(x).
Aber fiir |z| > 1 ist die Reihe divergent. — Es gibt sogar beliebig oft diffe-
renzierbare Funktionen, deren Taylorreihe zur Entwicklungsstelle a fiir jedes
x # a divergiert.

Als zweites Beispiel betrachten wir

fla) = {ei fiir x > 0,

0 fir x < 0.

Wie frither gezeigt, ist f beliebig oft differenzierbar und f*)(0) = 0 fiir
alle k£ € Ny. Die Taylorreihe dieser Funktion zur Entwicklungsstelle a = 0
konvergiert also trivialerweise, aber fiir > 0 nicht gegen f(z).

Man muf also in jedem Einzelfall untersuchen, fiir welche x die Taylorreihe
einer gegebenen Funktion f an der Stelle z wirklich gegen f(x) konvergiert.
Definieren wir das (n + 1)-te Restglied R, ;1 durch

" ek (g
1@ =3 T a1 B (o),
k=0 ’

so ist die Konvergenz der Taylorreihe gegen f(z) also gleichbedeutend mit

lim R,4+1(x) =0.

n—oo

Hier ist nun die Taylorformel von Nutzen, die uns eine Darstellung dieses
Restgliedes angibt, ndmlich

Fr 0 (e)

(n+1)! (=)™

Rn+1(33) =
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mit einer Zahl ¢ zwischen a und z. In manchen, aber nicht in allen Fillen
kann man hiermit die gewiinschte Konvergenz der Taylorreihe gegen f zeigen.

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion und eine beliebige
Entwicklungsstelle a. Das Restglied lautet

_ f(n_H) (cn)

ecn
Bnta(z) = (n+1)!

( - )nH = 7(71—}— 1)!(1‘

_ CL)"+1.

Die Zahl ¢,, hingt zwar von n ab, aber es ist
e» < max{e® e”},

also gilt lim,, o0 Rpt1(2) = 0. Daher ist
T - e’ k a_r—a
e :ZH(x—a) =e%e" Y
k=0

womit sich wieder die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergeben
hat.

Die genauere Behandlung von Taylorreihen erfolgt erst in Abschnitt 8.2,
da es niitzlich ist, hierzu die Integralrechnung zur Verfiigung zu haben.

Wir beschliefen dieses Kapitel mit zwei Anwendungen von Ableitungen
zweiter und hoherer Ordnung.

Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Die Taylorformel liefert Informationen {iber das Verhalten hinreichend oft
differenzierbarer Funktionen in der Umgebung eines Punktes. Als Anwendung
ergeben sich zum Beispiel Aussagen iiber Extremwerte.

Definition. Die Funktion f : D — R hat im Punkt a € D ein lokales
Mazimum (starkes lokales Mazimum), wenn es eine Umgebung U von a gibt
mit f(a) > f(x) (bzw. f(a) > f(z)) fir alle x € (UN D)\ {a}.

Analog: Minimum, Oberbegriff: Extremum

Der Punkt a € D heifit innerer Punkt von D, wenn D Umgebung von a
ist, also wenn ein £ > 0 existiert mit (a —e,a+¢) C D.

3.5 Satz. Sei f: D — R eine Funktion und a innerer Punkt von D.

(a) Ist f in a differenzierbar und hat f in a ein lokales Extremum, so ist

f'(a) =0



6.3 Hohere Ableitungen und Taylorformel 111
(b) Sei f n-mal stetig differenzierbar und
fa)=-=[""D(a) =0, [™(a) £0.

Ist n ungerade, so hat f in a kein lokales Extremum. Sei n gerade. Im Fall
f@(a) >0 hat f in a ein starkes lokales Minimum, im Fall ™ (a) < 0
ein starkes lokales Maximum.

Beweis. Die Behauptung (a) wurde bereits im Beweis von Satz 2.1 gezeigt.

(b) Da a innerer Punkt von D ist, folgt aus der Taylorformel und den
Voraussetzungen

F(e)

n!

f(x) = fla) +

(z —a)"

mit |c —a| < |z — a] fiir alle 2 aus einer Umgebung von a. Da f(™) stetig und
™ (a) # 0 ist, existiert eine Umgebung U von a mit £ (c)f(™ (a) > 0 fiir
alle ¢ € U. Jetzt liest man die Behauptung ab. [

Konvexe Funktionen

Wechselt die erste Ableitung einer Funktion auf einem Intervall nicht das
Vorzeichen, so ist die Funktion dort monoton. Die Bedingung, dass die zweite
Ableitung nicht das Vorzeichen &ndert, fiihrt auf die wichtige Klasse der
konvexen bzw. konkaven Funktionen.

Definition. Sei D ein Intervall. Die Funktion f : D — R heif}t konvez, wenn
(L= Nz + Aza) < (1= A) f(21) + Af(22)

fiir alle 21,29 € D und alle A € [0, 1] gilt. f heifit konkav, wenn — f konvex
ist.

3.6 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar. Dann ist f
konver genau dann, wenn f' monoton wachsend ist.

Beweis. Die Konvexitédtsbedingung ist dquivalent mit: Fiir alle z1,22 € D
mit 1 < zo und alle z € (1, 22) gilt

To — X Tr — I

f(z) <

flz1) +

T2 — X1 T2 — T1

f(zz)- (3-7)

Seien x1, 2o wie oben. Ist f konvex, so folgt aus (3.7) durch Umrechnung
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f(z) = f(x1) < f(z2) — f(21) < f(z2) — f(2)

r — T T2 — T1 To — T

und daraus durch Grenziibergang = \, =1 bzw. z x5 die Ungleichung

fl(z1) < f'(22).

Umgekehrt folgt aus dem Mittelwertsatz 2.2 die Existenz von Zahlen ¢; €
(z1,z) und ¢z € (x, x2) mit

f(x) — f(21) = f'(e1), f(x2) — f(x)

xr — T To9 — T

= f'(ca).

Ist nun f’ monoton wachsend, so ist f'(c¢1) < f/(c2), woraus die Ungleichung
(3.7) sich durch Umrechnung ergibt. L]

Als Folgerung ergibt sich wegen Satz 2.6:

3.8 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R zweimal differenzierbar. Dann
ist f genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 ist fiir alle x € D.

Als Anwendung beweisen wir eine sehr niitzliche Ungleichung. Dazu be-
trachten wir zunichst die Funktion f(z) = Inz (x > 0) und berechnen
f(x) = —w% < 0, also ist In konkav. Fiir beliebige z,y > 0 und p,q € (1, 00)
mit % + % =1 gilt daher

1 1 1 1
In{-z+-y|>-Inz+ —1Iny,
q p q

p

folglich

lﬂf—‘r ly > eplnweplny _ x%y%,

p q
also

wrys <24 L (*)
p q

Dies gilt trivialerweise auch fiir z = 0 oder y = 0.

Hieraus konnen wir herleiten:

3.9 Satz. Fir p,q € (1,00) mit % —|—% = 1 wund beliebige x1,...,x,,
Yls- - Yn € R gilt

n n % n
Z |lziyi| < (Z |$i|p> (Z yi|q>
i=1 i=1 i=1

(Héldersche Ungleichung).

1
q



6.3 Hohere Ableitungen und Taylorformel

Beweis. O.B.d.A. sei die rechte Seite # 0. Setze

| |P o wl®

a; = —p———, P = =, =1,...,n.
' Zj:l |25[P Zj:l Y514
Aus der obigen Ungleichung (*) folgt fiir allei =1,...,n
|9U;'yi| . :a§b§§%+ﬁ,

(2 |z51P) 7 (3 Tys19) s p 1
also

> lwiyil <Zia’i_’_zz‘bi:1+1:1.

p q p q

(1) (S, k)"
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7 Integration

Notwendigkeit des Integralbegriffes und Hinweise zu seiner Prézisierung lie-
gen auf der Hand. Betrachten wir etwa den physikalischen Begriff der Ar-
beit, die im einfachsten Fall, ndmlich bei konstanter Kraft, als das Produkt
,Kraft mal Weg* definiert ist. Bei stiickweise konstanter Kraft wird man sie
entsprechend als Summe definieren. Stellen wir die Kraft als Funktion des
Weges graphisch dar, so veranschaulicht sich die Arbeit als der , Flachenin-
halt unter dem Graphen®. Ist nun die Kraft nicht mehr stiickweise konstant,
so wird man intuitiv immer noch den ,Flicheninhalt unter dem Graphen*
als wohldefiniert ansehen und als Maf fiir die entsprechende Arbeit nehmen.
Um aus dieser anschaulichen Vorstellung wirklich eine Definition zu machen,
werden wir versuchen, eine gegebene Funktion durch stiickweise konstante
Funktionen zu approximieren. Fiir jede der approximierenden Funktionen ist
dann die Fliche unter dem Graphen bzw. die Arbeit erklirt, und wir wer-
den hoffen, dass diese Werte einem Grenzwert zustreben. Damit dies wirklich
der Fall ist und der Grenzwert nicht von der Auswahl der approximierenden
Folge abhéingt, miissen wir aber eine besonders gute Art der Approximation
wéhlen. Unser Integral wird daher nur fiir solche Funktionen erklirt sein, die
sich in dieser Weise durch stiickweise konstante Funktionen approximieren
lassen. Das ist aber zunéchst ausreichend.

7.1 Regelfunktionen

Im folgenden liegt stets ein festes kompaktes Intervall [a, b] zugrunde.

B([a, b]) sei die Menge aller beschrénkten Funktionen f : [a,b] — R. Fiir
reelle Funktionen f, g mit demselben Definitionsbereich D erkléirt man, wie
schon erwéhnt, f + ¢ und Af (A € R) durch (f + g)(x) := f(z) + g(x) und
(Af)(x) := Af(z) fiir z € D.Mit f,g € B([a,b]) ist dann auch f+g € B([a, b])
und Af € B([a,b]) fiir A € R. Da die Vektorraumaxiome trivialerweise erfiillt
sind, ist B([a, b]) also ein reeller Vektorraum. Der Nullvektor ist die Funktion,
die identisch gleich 0 ist. Wir wollen sie ebenfalls mit 0 bezeichnen.



116 7 Integration
Definition. Fiir f € B([a,b]) sei

I£1l:= sup |f(2)] :=sup{|f(2)|[z € [a,b]}.

z€la,b]

1.1 Satz. Fir f,g9 € B([a,b]) gilt

(@) [[fll =0, und || f|| =0 nur fir f =0 (Nullfunktion),
(b) [IAfIF = IAHILA fir A € R,

©) [If +gll < [IF1 + lgll-

Beweis. (a) und (b) sind trivial, und (c) folgt aus

((f+9) @) = f(z) + g(@)] < |f @)+ lg(@)] < 1+ llgll - =

Eine auf einem reellen Vektorraum V' erkldrte Abbildung || - || : V — R
mit den Eigenschaften (a), (b), (c) aus Satz 1.1 nennt man eine Norm auf V.
Die hier auf B([a, b]) erklidrte Norm heiit Supremumsnorm.

Diese Norm verwenden wir nun zur Erkldrung eines fiir unsere Zwecke
geeigneten Approximationsbegriffes.

Definition. Seien f,, f € B([a,b]) (n € N). Die Folge (fn)nen konvergiert
gleichmdfig gegen f, wenn

lim || f, — f|| =0
n—00

gilt.

Es gilt also:
(fn)nen konvergiert gleichmiiflig gegen f <

Ve € Rt 3ng € N Vn >ng Vax € [a,b] : |fulz) — f(2)| < e

Dies kann man sich leicht veranschaulichen: Zu jedem & > 0 miissen schlief3-
lich alle Funktionen der Folge im ,e-Streifen um f* liegen.

Die hier erklirte gleichméfige Konvergenz einer Funktionenfolge ist zu
unterscheiden von der Konvergenz schlechthin, unter der man punktweise
Konvergenz versteht. Man sagt, dass die Folge (fn)nen (punktweise) gegen
f konvergiert, wenn fiir jedes = € [a,b] die Folge (fn(z))nen gegen f(x)
konvergiert. Es gilt also:
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(fn)nen konvergiert gegen f <
Vz € [a,b] Ve € RT Ing € N Vn >ng : |fu(z) — fl2)| <e.

Der wesentliche Unterschied liegt darin, dass das ng (bei gegebenem ¢) hier
von x abhiingen kann, bei gleichméBiger Konvergenz (daher der Name) da-
gegen einheitlich fiir alle « € [a, b] wahlbar ist.

Definition. f € B([a,b]) heiit Treppenfunktion, wenn es Punkte
a=zxg<xr1<--<xHp=0>b

gibt, so dass f auf jedem offenen Teilintervall (xg_1,xy) konstant ist (k =
1,...,n), und (xq,...,x,) heifit dann eine zu f gehdrige Unterteilung von
[a,b]. Sei T'([a,b]) die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b].

T([a,b]) ist ein Untervektorraum von B([a,b]). Zum Beweis ist nur zu
zeigen, dass mit f,g € T([a,b]), A € R, auch f + g € T([a,b]) und \f €
T([a,b]) ist. Letzteres ist trivial. Zum Beweis des ersteren sei (zq,...,z,)
eine zu f und (yo,...,Ym) eine zu g gehérige Unterteilung von [a,b]. Sei
(z0,- .., 2x) die Unterteilung, die durch Vereinigung beider Teilpunktmengen
und Ordnen nach der Gréfie entsteht. Auf jedem Intervall (z;_1,2;) ist f+g¢
konstant, also ist f 4+ g € T([a, b]).

Definition. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Regelfunktion, wenn es eine
gleichmifig gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen auf [a, b]
gibt. R([a,b]) sei die Menge der Regelfunktionen auf [a, b].

R([a, b)) ist ein Untervektorraum von B([a, b]). Zunichst ist klar, dass jede
Regelfunktion beschriankt ist und dass mit f € R([a,b]) auch Af € R([a,b])
fiir A € R gilt. Seien jetzt f,g € R([a,b]). Es gibt also zwei Folgen (f,), (9n)
in T'([a, b]), die gleichm&Big gegen f bzw. g konvergieren. Aus

||(f+g) - (fn"’gn)” < ”f_an + ”g_gnH

folgt dann, dass die Folge ( f,, +¢g») von Treppenfunktionen gleichméfig gegen
f + g konvergiert, also ist f + g € R([a, b]).

Es fragt sich, wie man einer gegebenen Funktion , ansehen“ kann, ob sie
Regelfunktion ist. Dies wird durch folgenden Satz beantwortet:

1.2 Satz. Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Regelfunktion, wenn
fir alle ¢ € [a,b] die einseitigen Grenzwerte

lim f(x)  und  lim f(2)

existieren.
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Beweis. ,=“: Sei f Regelfunktion. Es gibt also eine Folge (¢, )nen in T'([a, b])
mit lim,,_, ||[tn — f]| = 0. Eine Treppenfunktion hat offenbar iiberall rechts-
seitige und linksseitige Grenzwerte. Die Behauptung ergibt sich daher aus
der folgenden allgemeineren:

Behauptung. Konvergiert die Folge (f)nen gleichmifBig gegen f und hat
jedes f, iiberall einseitige Grenzwerte, so gilt dies auch fiir f.

Beweis. (etwa fiir rechtsseitige Grenzwerte). Sei ¢ € [a,b). Zu ¢ € RT exis-
tiert ein n € N mit ||f — fn|| < /3. Weiter existiert nach dem Cauchy-
Kriterium 2.3 aus Kapitel 4 (das vollig analog fiir einseitige Grenzwerte gilt)
ein 6 € RT mit

[fr(z) = fu(y)] < % fiir alle 2,y € [a,b] mit ¢ < z,y < c+ 4.

Fiir diese x, y gilt also

[f(@) = )l < (@) = fu(@)| + [ ful2) = fu(@)] + [fuly) = Fy) <e.

Aus Satz 2.3 aus Kapitel 4 (mit D := (¢, b]) folgt die Existenz von lim,~ . f(z).
u

»<=": Es existiere lim,\ . f(z) fiir alle ¢ € [a,b) und lim, ». f(x) fiir alle
c € (a,bl.

Sei n € N. Zu jedem ¢ € [a,b] existiert nach Voraussetzung und nach
Satz 2.3 aus Kapitel 4 ein §. € R* mit

£~ 1)l < =

fiir alle z,y € [a,b] mit ¢ < z,y < ¢+ d. oder ¢ — 6. < z,y < c. Das
System {Us.(c)| ¢ € [a,b]} ist eine offene Uberdeckung von [a, b], enthélt also
nach dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel 1.8 aus Kapitel 4 eine endliche
Teiliiberdeckung. Es gibt also endlich viele Punkte ¢1,...,¢c; € [a,b] mit
zugehorigen Zahlen 6; := d.;, so dass [a,b] C U?zl Us, (cj) ist. Wir ordnen
die Zahlen ¢1,...,cx,c1 £ 01,...,cp £ 0k (Soweit sie in [a, b] liegen) nach der
Grofle und erhalten eine Unterteilung

a=x9<x1 < - <Tyy=>0

von [a,b]. Wahle z; € (z;_1,2;) (j =1,...,m) und setze

b(z) = f(z;) fallsaz € (xj_q,x;) furein j € {1,...,m},
T fxy)  falls @ = fiir ein j € {0,...,m}.
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Dann ist t, € T([a,b]). Sei « € [a,b]. Ist x = z; fiir ein j, so gilt |f(z) —
tn(z)| = 0. Andernfalls gibt es genau ein j mit « € (z;_1,z;). Da (z;_1,z;)
Teilmenge eines offenen Intervalls (¢; — d;, ¢; + ;) ist und entweder links oder
rechts von ¢; liegt, folgt

[F@) ~ tu(@)] = ()~ Fle)] <

Da x € [a,b] beliebig war, ist || f — t,|| < 1. Da n € N beliebig war, ist damit
eine Folge (t,)nen in T'([a, b]) gefunden, die gleichméBig gegen f konvergiert.
n

7.2 Das Integral einer Regelfunktion

Zuerst erklidren wir das Integral einer Treppenfunktion:

Definition. Sei f € T([a,b]). Sei durch
a=xg<x1<--<xp=>b

eine Unterteilung von [a,b] gegeben, so dass f auf (z;_1,2;) den Wert ¢;
annimmt. Dann ist die Zahl
n

I(f) = ey —w1)

j=1

unabhéngig von der Wahl der Unterteilung; sie heifit Integral von f iiber [a, b]
und wird mit

b

/ f oder /b f(x)dx

a

bezeichnet.

Die Behauptung, dass I(f) nur von f und nicht von der speziellen Un-
terteilung abhéngt, ist leicht zu sehen: Ist noch eine andere Unterteilung
zu f gegeben, so bilde man die gemeinsame Verfeinerung. Sie entsteht aus
der urspriinglichen Unterteilung durch Einfiithrung weiterer Teilpunkte. Es
geniigt zu zeigen, dass die Summe sich nicht dndert, wenn man einen wei-
teren Teilpunkt einfiigt. Da dieser ein Intervall zerlegt, auf dem f kon-
stant ist, ist das aber klar: ein Summand ¢;(z; — z;_1) wird ersetzt durch
¢l —xj_1) + ¢j(x; — x), was dasselbe ist.

Der folgende Satz bringt die wichtigsten Eigenschaften des Integrals (d.h.
der Abbildung I : T([a,b]) = R) zum Ausdruck.
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2.1 Satz. Die Abbildung I : T([a,b]) = R: f — fj f, ist ein lineares Funk-
tional, d.h. es gilt

b b
(f+9)=[[f+[g firalle f,g € T([a,b]),

a a

(a)

Qe o

(b) jlz()\f) = )\ff fiir alle f € T([a,b]) und alle A € R.

a

Dieses Funktional ist monoton, d.h. es gilt

b b
(¢) Aus f < g (dh. [(z) < g(z) Vo € [a,b)) folgt [ f < [g.

Ferner gilt

b

If

a

(d) < (b—a)lf| fir f € T([a,b]),

das Funktional ist also beschriankt.

Ein lineares Funktional ¢ auf einem normierten Vektorraum (V/||-]|) heifit
beschrinkt, wenn es eine Konstante K € R gibt mit |p(z)| < K||z|| fiir alle
zeV.

Beweis. Sind f, g € T([a,b]) gegeben, so wihle man zu jeder dieser Funktio-
nen eine zugehorige Unterteilung von [a,b] und bilde dann die gemeinsame
Verfeinerung. Sie ist eine zu f,g und f + g gehorige Unterteilung. Die Be-
hauptungen (a) und (c) folgen jetzt sofort aus der Definition, (b) ist trivial.
Schliellich gilt

b n n
/f = 1> eilws — )| < 3 leslws — w50)
s j=1 Jj=1

< max{lei,.., leal} Y (aj — wj-1) < NI~ a). n
j=1

Nun setzen wir die Abbildung I unter Beibehaltung ihrer Eigenschaften
fort auf den Raum R([a,b]) der Regelfunktionen.
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Definition. Sei f € R([a,b]). Sei (t,)nen eine Folge in T'([a, b]), die gleichméfig
gegen [ konvergiert. Dann existiert

b b
/ f:=lim [ t,
n—oo
b

und ist unabhéingig von der Wahl der Folge (¢,,). [ f heiit das Integral von

f iiber [a,b] und wird auch mit

/f(gc) dz

a

bezeichnet.

Beweis der Wohldefiniertheit. Sei e € R*. Es gibt ein ng € N mit ||¢, — f]| <
g/2(b — a) fiir n > ng. Fiir m,n > ng gilt also

€
b—a

[t = tall < ltm — Fll + lltn — fII <

und daher nach Satz 2.1

b b b
/tm—/tn _ /(tm—tn) < tm = tall(b—a) < <.

Also ist ( fab tn)nen eine Cauchyfolge reeller Zahlen und daher konvergent.

Sei (un)nen eine weitere Folge in T'([a, b)), die gleichmifig gegen f kon-
vergiert. Sei e € RT. Es gibt ein ng € N mit

€
If=tall < 5= wd |If —unf <

fii > ng.
20 —a) Ur n > no

5
2(b—a)

Fiir n > ng gilt also
€
ltn = il < lltw = J1 4+ 11f = nll < =

und daher nach Satz 2.1

b b
/tn—/un < ltn — unll(b—a) < =.
a a
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b b

Also ist < Jtn—[ un> eine Nullfolge und somit
b b

lim [t,= lim [ u,. [

n—oo n—oo
a a

Ist speziell f eine Treppenfunktion, so liefert die neue Definition denselben
Integralwert wie die alte, wie sich aus der Unabhéngigkeit des Grenzwertes
von der approximierenden Folge ergibt.

2.2 Satz. Fiir alle f,g € R([a,b]) und A € R gilt

b b

(f+a)=/1+]g

SIS

(a)

b b
@ ([ = [IfI<®=a)lf]-

Beweis. Seien (t,)nen, (Un)nen Folgen in T'([a,b]), die gleichméBig gegen f
bzw. g konvergieren. Dann konvergiert (¢, +up )nen gleichméBig gegen f+ g,
also gilt

b

b
/(f+g): 1i_{n /(tn—i—un = hm /t —i—/un
b

b
= lim [ t, + lim un:/f—i—/g.
n—oo n—oo
a a

a a

Damit ist (a) bewiesen. (b) folgt analog.

Ist f < g, so gelten fiir jedes ¢ € RT fiir fast alle n die Ungleichungen
tp, < f+eund u, > g —¢, also t, < u, + 2¢, woraus
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b b b
/f = lim [ ¢, < lim [ (u,+2¢)
n— o0 n— o0
b b
~ lim /un+2€(b—a) :/g+2€(b—a)
n— oo

folgt. Da € > 0 beliebig war, folgt (c).

Zu (d) ist zunéchst zu bemerken, dass mit f auch |f| eine Regelfunktion
ist. Fiir Treppenfunktionen ist das klar, und daraus folgt es allgemein: Wenn
(tn) gleichméBig gegen f konvergiert, konvergiert (|t,,|) wegen

|||tn| - |f||| < ||tn - .f”
(klar wegen |[z| — |y|| < |z — y|) gleichméBig gegen | f].

Ferner folgt aus

[itall = £ < Nt = £1
(wegen |[t, || < ||tn — fI|+ |||l etc.) dass (||t,]]) gegen || f|| konvergiert. Damit

ergibt sich
b b b b b
/f = lim/tn = lim /tn Slim/|tn\:/|f|
a a a

a a

und

b
Hm/ﬁdﬁhmw—amwn=@—aMHL "

Ist f € R([a,b]) und [c,d] C [a,b], so ist die Einschrankung f|.,q offenbar
eine Regelfunktion. Thr Integral ist also definiert; wir bezeichnen es mit

d
[
(&
Zur Ergidnzung definiert man fiir ¢ < d

c d c
frecfo e
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Mit diesen Festsetzungen gilt dann allgemein die im folgenden Satz ausge-
driickte Additivitdtseigenschaft des Integrals hinsichtlich der Integrationsbe-
reiche.

2.3 Satz. Fiir f € R([a,b]) und u,v,w € [a,b] gilt

jrojr

Beweis. Zunéchst sei u < v < w. Die Behauptung folgt fiir Treppenfunktio-
nen aus der Definition des Integrals, allgemein dann durch Approximation.
Die iibrigen Fille ergeben sich hieraus und mit den obigen Festsetzungen. Ist
z.B. u <w < w, so ist

v w v v w
[r+[r=[e-]r=]z
Analog schlieft man in den anderen Féllen. [

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit zwel manchmal niitzlichen weiteren
Eigenschaften des Integrals.

2.4 Satz. Sei (fn)nen eine Folge von Regelfunktionen, die gleichmdfig gegen
eine Funktion f konvergiert. Dann ist f Regelfunktion, und es gilt

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass f Regelfunktion ist. Aus Satz 2.2 folgt

/bf—/bfn <@-a)lf - full

und daraus die Behauptung. [

Beispiel. Die Aussage von Satz 2.4 wird i.a. falsch, wenn , gleichméafig® er-
setzt wird durch ,,punktweise“: Setze

fnlz) =

n fw[irO<sc<%7
0 fiirszundﬁir%SxSl.
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Dann ist f,, eine Treppenfunktion auf [0, 1], und die Folge (f,,)nen konvergiert
punktweise gegen 0. Es gilt

1 1
lim fn=l750=/limfn.
n—oo n—oo
0 0

2.5 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g € R([a,b]), sei f
stetig und g > 0. Dann ezistiert ein ¢ € [a,b] mit

b b
/fg=f(0)/g-
(Speziell fir g =1 also fbf = f(c)(b—a).)

Beweis. Die stetige Funktion f nimmt nach Satz 3.2 aus Kapitel 4 auf dem
kompakten Intervall [a,b] ein Minimum m und ein Maximum M an. Aus
m < f <M und g > 0 folgt mg < fg < Mg und daraus nach Satz 2.2

b b b
m/gé/fgéM/g-

b b
Es ist also | fg = o [ g mit einer Zahl « € [m, M]. Nach dem Zwischenwert-
satz 3.4 aus Kapitel 4 gibt es eine Zahl ¢ € [a, b] mit f(c) = a. ]

7.3 Integration und Differentiation

Die zu Anfang dieses Kapitels erlduterte Interpretation des Integrals als ver-
allgemeinerte Summe ist nicht die einzige Motivation fiir die Einfiihrung des
Integralbegriffs. Fine andere liegt darin, dass man Integration als Umkehrung
von Differentiation ansehen kann. Dass ein solcher Zusammenhang bestehen
muf}, macht man sich leicht schon anschaulich klar, wenn man das Integral
einer etwa stetigen positiven Funktion f als ,Fldche unter dem Graphen*
interpretiert und dann fiir kleine positive h die Groflen

z+h T

/f(t)dt—/f(t)dt wd  f(a)h



126 7 Integration

miteinander vergleicht. Der Zusammenhang zwischen Integration und Diffe-
rentiation ist Gegenstand des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung.

Definition. Sei f : [a,b] — R stetig. Eine Funktion F' : [a,b] — R heift
Stammfunktion von f, wenn F differenzierbar und F’ = f ist.

Nicht jede Funktion besitzt eine Stammfunktion, wohl aber jede stetige

Funktion.

3.1 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Die Funktion
f:[a,b] = R sei stetig. Die durch

F(x) ==jf=]f(t)dt, z € [a, b],

erkldarte Funktion F ist Stammfunktion von f.

Jede Stammfunktion G wvon f ist von der Form G = F + ¢ mit einer
Konstanten c.

Beweis. Sei x € [a,b]. Fiir h € R mit x + h € [a,b] gilt

z+h T
F(z+h) — F(z) — f(x)h| = / f(tydt — / F(ydt — f(x)h

x+h x+h x+h

- / f(tydt - / f(a) dt| = / (F() - f(x)) dt
mxax{x,ac+h} ’ ’

< / F(8) — f()] dt,

min{z,z+h}

wobei Satz 2.3 benutzt worden ist. Sei nun € > 0 gegeben. Da f auf [a, b]
nach Satz 3.5 Kapitel 4 gleichméfig stetig ist, existiert ein § > 0, so dass
|f(t) — f(x)] < ¢ fir alle x,t € [a,b] mit [t —z| < . Fur |h| < 0 folgt also

|F(x+h)— F(z) — f(z)h] < |hle.
Damit ist nach Definition der Ableitung

F(r) = }lllgb F(ac—l—h})l—F(a:) - (@)
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gezeigt, also ist F' Stammfunktion von f.

Ist auch G Stammfunktion von f, so ist F' = f = G’ also (FF—G)' =0
auf [a, b]; nach Satz 2.5 aus Kapitel 6 ist also F' — G konstant. [

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung enthélt zwei wichti-
ge Aussagen: Die erste Aussage ist, dass das Integral einer stetigen Funktion
nach der oberen Grenze differenzierbar ist und dass die Ableitung den Inte-
granden ergibt. Die zweite Aussage ist, dass die Stammfunktion eindeutig ist.
Beides zusammen hat die folgende wichtige Konsequenz. Ist F' eine Stamm-
funktion der stetigen Funktion f, so ist mit einer Konstanten ¢

b a

F(b) — F(a) = c+/f - c+/f /bf.

a a

Man schreibt auch F(b) — F(a) = [F(2)]2Z% = [F(x)]%. Wir kénnen fiir ste-

b
tiges f also das Integral [ f berechnen, wenn wir eine Stammfunktion von f

a
kennen. Wir kommen hierauf im nichsten Abschnitt zuriick. Zunéchst, eben-
falls im Hinblick auf die Berechnung von Integralen, noch eine Bemerkung
und eine wichtige Folgerung.

Bemerkung. Die Funktion h : [a,b] — R sei stetig differenzierbar und es
sei H(xz) := [A(t)dt. Dann folgt aus dem Hauptsatz, dass H' = h' und

a
somit gibt es eine Konstante ¢ mit H = h + ¢. Dies und die Folgerung des
Hauptsatzes implizieren

b

/h’(t) dt = H(b) — H(a) = h(b) - h(a) = [h(z)]; -

a

3.2 Satz (Partielle Integration oder Produktintegration). Fiir stetig diffe-
renzierbare Funktionen f, g : [a,b] — R gilt

b
/ (@) (@) dz = [f(@)g(@)]’, - / f(2)g(x) dz.

Beweis. Nach der Produktregel gilt

(f9)' = f'g+fd,

also gilt nach obiger Bemerkung



128 7 Integration

/bfg'+/bf’g— /b(fg)’ = [f(z)g(@)];,. =

Hiermit sind wir insbesondere in der Lage, einen neuen Beweis der Taylor-
formel mit einer anderen niitzlichen Darstellung des Restgliedes anzugeben:

3.3 Satz (Taylorsche Formel mit Restglied in Integralform). Sei D C R ein
Intervall und f : D — R (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt fir
a,x €D

ek (g
1@ =3 00wt 4 R

k=0

mat
1 xr
Rusa (@) = - / FOD (1) — 1) dt.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 0
lautet die Behauptung

f(z) = fla) + / () dt,

sie ist richtig nach Satz 3.1. Sei die Behauptung bewiesen fiir n — 1, also

T

Row) = oy [ 100@ =0t an= [ 100 0

a

mit

Partielle Integration ergibt

(z— 1)
n!

Ru(z) = | —f™(t)

()

n!

t=x T
} - l' / FO @) (z — )" dt
t—a n Jq

(x—a)" + ;/w FOD (@) (2 — )™ dt,

woraus die Behauptung folgt. [
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7.4 Berechnung von Integralen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bietet die Moglich-
keit, die Integrale vieler spezieller Funktionen explizit anzugeben. In anderen
Féllen wird man sich zur numerischen Berechnung von Integralen verschie-
dener Naherungsmethoden bedienen miissen. Wir wollen im folgenden einige
Verfahren zur Integralberechnung und Rechenregeln fiir Integrale zusammen-
stellen.

Prinzipiell kann man natiirlich zur ndherungsweisen Integralberechnung
unmittelbar die Integraldefinition heranziehen. In manchen einfachen Féllen
erhélt man so sogar den genauen Wert. Eine ungleich bequemere Methode
der Integralberechnung liefert aber der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung. Ist f : [a,b] — R stetig und kennen wir eine Stammfunktion F
von f, so folgt aus der Bemerkung hinter Satz 3.1

b
/f(x) dz = F(b) — F(a).

a
Um zum Beispiel [ cosz dz zu berechnen, erinneren wir uns, dass sin’ = cos
0
ist und erhalten
a

/cosmdx =sina —sin0 = sin a.

0

Allgemein konnen wir uns eine Liste machen von allen stetigen Funktio-
nen, die uns als Ableitungen anderer Funktionen begegnet sind. Von diesen
Funktionen kennen wir also Stammfunktionen und kénnen daher die Integrale
explizit angeben.

Beispiele (F Stammfunktion von f).

| fl@) [ Fx) |
e (a #0) ée‘m
% Inx
o 1 a—+1
a® (a#1) na®’
CcosS T sinx
sinx —Ccosx
% tan x
cos”
I arcsin x
V1-—a22
1 _i_lxg arctan x
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Viele weitere Stammfunktionen findet man (unter der Uberschrift ,, Unbe-
stimmte Integrale®) in den Formelsammlungen und Integraltafeln. Hat man
durch eigene Berechnungen eine Stammfunktion explizit ermittelt, so sollte
man stets die Probe durch Differenzieren machen. Es sei darauf hingewiesen,
dass héufig fiir Stammfunktionen eine bequeme, aber nicht ganz korrekte
Schreibweise tiblich ist, wie zum Beispiel

1
/ T2 dr = arctanx.

Korrekt wéire
xT

/ 1 dt t +
—_— — arctanx C
14 ¢2 ’

a

aber die obige Schreibweise ist so verbreitet, dass wir sie auch benutzen wer-
den. Man bezeichnet Ausdriicke wie

1
—d
/1—|—x2 v

auch als ,,unbestimmte Integrale“; das sind also nichts anderes als Stamm-
funktionen.

Héufig kann man unbekannte Integrale durch Umformungen auf bekannte
zuriickfithren. Diese Umformungsregeln erhélt man, wenn man Differentiati-
onsregeln mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung in
Integrationsregeln iibersetzt. Die erste solche Regel ist in Satz 3.2 enthalten:
Fiir stetig differenzierbare Funktionen f, g gilt

b b
[t =1sa~ [ 19

Vor der Behandlung von Beispielen eine Bemerkung: Wenn wir bei gegebenem

f das Integral
b
1

fiir alle b (des Definitionsbereiches von f) bestimmen kénnen, haben wir
damit natiirlich eine Stammfunktion von f gefunden. Dies wird bei den Bei-
spielen stets der Fall sein.
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Beispiele. (1)
/bxe’” dr = /bf(x)g’(x) dx [f(x) = xx,]
b

= [:cex]z — / 1-e"de = [xex}z - [BI]Z.

Mit der iiblichen Schreibweise fiir unbestimmte Integrale, die wir von nun
an verwenden wollen, lautet das FErgebnis also

/xexdm = ze” — €.

Das bedeutet, wie gesagt, dass F(z) := xe® —e” eine Stammfunktion von
f(x) := xe® ist. Die Probe durch Differenzieren (die man immer machen
sollte) bestétigt das.

[esmear  [H0= ]

= —xcosx—l—/cosxdaz

Ganz ahnlich:

= —xcosx +sinz.

Zwei Kunstgriffe sind im Zusammenhang mit partieller Integration oft
niitzlich: Man kann immer den Faktor 1 einfiigen und als ¢’ ansehen. Zwei-
tens kann man eventuell durch partielle Integration eine Gleichung fiir das
fragliche Integral erhalten und hieraus das Integral berechnen.

@) /lnxdm:/f(x)g’(x)dx B((;):;“}
:xlnzf/éxdm:zlnzf:c.
(3) /%lnxdx:/f(x)g’(x)dw {5((;)):111111;6]
:(lnm)z—/%lnxdaj.

Also ist

/1 Inxdx = 1(1111’)2.
T 2
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Manchmal mufl man partielle Integration mehrfach anwenden, um zu einer
Gleichung zu kommen, aus der das Integral bestimmbar ist:

(4) /emsina:dxz—excosx+/excosxda:
:fezcostre””sinxf/ezsinxdz.
Also ist
e’ sinxdr = 56 (sinx — cosx).

Manchmal erfordert die , partielle Integration“, also die Bestimmung von g
zu ¢’ in [ fg¢', ihrerseits partielle Integration:

(5) /(lnx)2 dr = /lnwlnxdw.

Wir wissen nach Beispiel (2), dass

%(Jclnx —z)=1Inz

ist, also ergibt sich
1
/lnxlnmdx:lnx(xlnx—x)—/f(xlnx—x)dx
x
zlnx(xlnx—x)—/lnxdx—i—/ldx

=lnz(zlnz —z)— (zlnzx—z)+ =

= z(Inx)? — 2z(Inx) 4 2.

Schlielich ermoglicht es partielle Integration bisweilen, zu einer Rekursions-
formel zu kommen. Als Beispiel betrachten wir

b
(6) I, := /sinmxdx fiir m e N.
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Fir m > 2 ist
b
I, = —/sinm_1 xcos’ xdx

a
b

= [~ coszsin™! x]z +(m—1) /sinm*2 xcos? x dx

a
b

= [~ coszsin™! x]z +(m—1) /sinm_2 z(1 — sin’® z) dz
a
= [~ coszsin™ ! x]z +(m—1ILn—o—(m—1)Ly,
also
b m—1

I, =—— [cos:csinm_l x] + ——TIo.
m @ m

Dies ist eine Rekursionsformel, mit deren Hilfe sich I,,, berechnen l&8t,
denn Iy und I; sind wohlbekannt.

Die zweite wichtige (und vielseitiger anwendbare) Integralumformung ist
die Substitutionsregel. Man erhilt sie, kurz gesagt, durch Integration der
Kettenregel.

4.1 Satz (Substitutionsregel). Sei f : [a,b] — R stetig und g : [c,d] — [a, ]
stetig differenzierbar. Dann gilt

g(d)

d
[ ratngwar= [ sar
¢ g9(c)

Ist g : [e,d] = [a,b] auferdem bijektiv, so gilt

b g (b)
/ f(x) dz = / Fa(®)g'(t) dt.

g7 1(a)

Beweis. Zu f gibt es nach Satz 3.1 eine Stammfunktion F auf [a,b]. Nach
der Kettenregel 1.5 aus Kapitel 6 gilt

(Fog)(t)=F'(g(t)g'(t) = fg(t))g'(t)

fiir ¢ € [c, d], also
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(Fog) (t)dt = (Fog)(d) - (Fog)(c)

\
~
—~
<
—~
=
~—
Q\
=
~

U

=

Il
G\&

g(d) g(d)
= Flgd) - Fglo) = [ Fla)da= [ f(o)do
g(c) g(c)
Sei jetzt g : [e,d] — [a,b] bijektiv. Aus den Eigenschaften von g folgert man
leicht, dass entweder g(c) = a, g(d) = b oder g(c) = b, g(d) = a gelten mufl.

Im ersten Fall ist dann die Behauptung klar; im zweiten Fall ergibt sie sich
aus

a g(d) g_l(a)
/ f(z) dz = / f(2) di = / Fa(t)g' (1) dt
b g(c) g~ 1(b)

und Satz 2.3. n

Die Anwendung dieser Regel wollen wir zunéchst an einem sehr einfachen
Beispiel studieren. Es sei das Integral

d
/ sin® ¢ cost dt

c

zu berechnen. Es fillt sofort ins Auge, dass cos die Ableitung von sin ist, also
wird man versuchen, den Integranden in der Form f(g(t))g’(t) mit g(t) = sint
zu schreiben. Man hat also f(z) = 2® zu wihlen. Dann ergibt die Substitu-
tionsregel

d d
/sin?’tcostdtz/f(g(t))g’(t)dt

sind sind 1 sind
:/f(x)d:rz /x?’dx:[zlx‘*}

1
.4 .4

= -gin"d — —sin"c.

4 4

Dies war die korrekte und einwandfrei geschriebene Anwendung der Substi-

tutionsregel. In der Praxis verwendet man eine nicht ganz einwandfreie, aber

leicht zu merkende Schreibweise, die wir jetzt an demselben Beispiel erldutern

wollen. Man wiirde x statt g schreiben und sagen, dass man ,,die Substitution

sint =x
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macht®“. Hierbei mufl man im Kopf haben, dass x als Funktion von ¢ aufzu-
fassen ist. Man kann sie nach t differenzieren:

dzx ;
— = cost.
dt

Schreibt man dies formal in der Weise
dr = costdt

und setzt dies in das Integral ein, so erhélt man

d

/sin?’tcostdt: /mB dx,

c

wobei noch die Grenzen einzusetzen sind nach der Regel: Ist ¢ = ¢, so ist
r = sin ¢ usw., also

sind
= /ws dx.
sin ¢

Man kommt bei diesen formalen Umformungen also zum richtigen Ergebnis.
Bezeichnet nun F eine Stammfunktion des Integranden (ndmlich F(z) =

$2%), so ist dieses Integral

= [F(a)]2sn e = [F(sint)];—

Man erhilt also das richtige Ergebnis, wenn man am Ende wieder z = sint
einsetzt. Da hier d beliebig ist, haben wir in Wirklichkeit nicht nur ein be-
stimmtes Integral gefunden, sondern eine Stammfunktion.

Die folgenden Beispiele zur Anwendung der Substitutionsregel behandeln
wir immer in dieser sehr einprégsamen Form. Es sollte keine Miihe bereiten,
die Umformungen auch in korrekter Weise darzustellen. Die Merkregel ist
aber zur Auffindung passender Substitutionen (fiir die es kein Patentrezept
gibt) sehr hilfreich.

Es versteht sich in den folgenden Beispielen von selbst, dass die Integran-
den i.a. nur auf passenden Intervallen erklart sind; dies wird nicht jeweils
im Einzelnen angegeben. Da wir in Wahrheit immer Stammfunktionen be-
stimmen, geben wir, der Konvention entsprechend, keine Integrationsgrenzen
an.

dr = —sintdt

1
/tantdt: f/fdx: —ln|z| = —1n|cost|.
x

it _
(1) /tantdt = / SR [Substitution: T = cost
cost
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Das l48t sich verallgemeinern. Zu bestimmen sei etwa

!/ t —
/g ®) dt mit g > 0. { Substitution: - 9(t)

g(t) dx = ¢'(t) dt
g'(t 1
dt = | —dx=1Inz=1ng(t).
[ St [ n=ma=matn
T o 1+22=t
(2) /mdaz {Subbtltutlon 9% da :dt}
_l/idt__ll__l;
2 e 2t 2142

(3) Ein etwas schwierigeres Beispiel, bei dem das vorstehende nach algebrai-
scher Umformung und partieller Integration benutzt wird:

[ | (G mm)

£ / LA
= arctanz 1522 T,

/ T g / vt (e (2)

1 =z Jr1 1 d
S S W R 9
21422 2 1+ 22

1 =z 1
:—§1+x2+§arctana:
= /de: EL—|—1arctanw.
(1+22)2 21422 2

b
(4) /\/ 1 —22dx mit [a,b] C [—1,1]

Hier substituieren wir z = sint. Im Integranden fassen wir also = auf
als ¢ = sin(arcsinz) und substituieren dann arcsinz = t¢. Hierbei ist
wesentlich, dass die Abbildung

il
2
bijektiv ist (und somit eine Umkehrabbildung besitzt). Im Grunde be-

nutzen wir also die zweite, speziellere Form der Substitutionsregel 4.1.
Wir erhalten

sin : {—g, } — [-1,1]
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/\/1—.732d$=/\/l—SinthOStdt

= / cos? t dt [partielle Integration]

L t t+1t
= —sintcos =
2 2

1 1
3 sintV1 —sin? ¢ + it
1

1
—zv/1— 22+ 3 arcsin z.

2

Speziell ergibt sich (mit einem Grenziibergang)

! 1 1.
/ V1—22dr = |-2vV1— 22+ = arcsinz =
. 2 2

1

0ol

-1

Damit ist die Deutung der Zahl 7 als Flidcheninhalt des Kreises vom Ra-
dius 1 gewonnen.

(5) Hiufig muB man Substitution und partielle Integration kombinieren, wie
im folgenden Beispiel.

also

T
/arctanxdx = grarctanx — / ——dx
1422

T . 2 =t
/ e dx [ Substitution Sdy — dt]

1 1 1 1
=— [ ——dt=-In(1+1t) = =In(1 +2?
2) 1+¢ 5 1+ =5 n(l+27),

1
/arctan xdx = rarctanx — 3 In(1 4 z?).

Numerische Integration

Schon fiir relativ einfache Funktionen, die aus den speziellen, elementaren
Funktionen zusammengesetzt sind, ist es oft prinzipiell unmoglich, expli-
zit die Stammfunktion durch elementare Funktionen auszudriicken. Integrale
iiber solche Funktionen kénnen nur néherungsweise (mit beliebiger Genauig-
keit) berechnet werden. Hierzu gibt es verschiedene Verfahren. Natiirlich kann
man grundsétzlich auf die Integraldefinition zuriickgehen, also die gegebene
Funktion durch Treppenfunktionen approximieren. Das wire jedoch meist
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mit unnotig viel Rechenaufwand verbunden. Es gibt bessere Verfahren, die
sich vor allem dadurch auszeichnen, dass bei Kenntnis von Ableitungen der
Funktion giinstige Fehlerabschétzungen moglich sind. Wir wollen ein solches
Verfahren betrachten.

Zur Berechnung von ff f(z)dz wird man im allgemeinen so vorgehen,
dass man zuerst das Intervall [a,b] in geniigend kleine Teilintervalle zerlegt
und dann in jedem Teilintervall die Funktion f ersetzt durch eine Funktion,
deren Integral man berechnen kann. Die naheliegendste Ersatzfunktion ist
eine affine. Wir wollen zunéchst nur ein Teilintervall betrachten, etwa das
Intervall [—h,h]. Wir ersetzen f in [—h,h] durch die affine Funktion, die
in den Endpunkten des Intervalls dieselben Werte annimmt wie f. Deren
Integral ist offenbar

h(f(=h) + f(h)) =: A.

Das Problem ist jetzt, eine Fehlerabschéatzung, d.h. eine obere Schranke fiir

h
/h F(2)dz — A

zu finden. Ohne weitere Information iiber f kénnen wir natiirlich keine solche
Schranke aufstellen. Nun ist die obige Differenz gleich Null, wenn f eine affine
Funktion ist. Wir hoffen daher, dass die Differenz klein ist, wenn f nur wenig
von einer affinen Funktion abweicht. Da affine Funktionen durch f” = 0
gekennzeichnet sind, kénnen wir das Abweichen von einer affinen Funktion
durch die GroBe || f”|| messen, vorausgesetzt, dass f” existiert und beschrénkt
ist.

4.2 Satz (Sehnen- oder Trapezregel). Sei h > 0 und f : [—h, h] = R zweimal
stetig differenzierbar, sei

A= h(f(=h)+ f(h)).
Dann gilt

h

[ f@yde =215

“h
mit passendem ¢ € [—h, h], also

h

[ f@rdo = A < 2107

—h
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Beweis. Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir

h h
[ 1@ e = @) - [ of @) ds
“h “h
h
=A- [;(xz - h2)f'(x)] }ih +_/h %(:ﬁ —h?) " (x) dx
Hier ist
o] <o

(deshalb wurde bei der zweiten partiellen Integration zu x die Stammfunktion
1(2% — h?) gewihlt). Wegen h? — 22 > 0 fiir € [—h, h] folgt aus dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung 2.5 mit passendem ¢ € [—h, h]

h
/ (12— 22) " (x) dz = f"(c)
“h

|
==
—
=
]
[
8
v}
U
8

" 2 xg " 1" 4 3
= hx — — = -h
e -] =g
also
P 2
[ f@rde=a- 2w
—h
und daher die Behauptung. [

Jetzt wollen wir, wie oben angedeutet, das Intervall [a, b] in Teilintervalle
zerlegen und die Sehnenregel auf die Teilintervalle anwenden.

Sei n € N. Wir zerlegen [a,b] in n Intervalle gleicher Linge und setzen
dazu

h = s J}J:a—f—jh fur]zo,,n

Anwendung der Sehnenregel auf das Intervall [z;_1,z;] (g spielt also jetzt
die Rolle des fritheren h) ergibt
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mit ¢; € [zj_1,x4] (j =1,...,n). Summieren wir iiber j und setzen
1 1
A, :=h Lf(a)+f(a+h)+~~+f(a+(n1)h)+2f(b) ,

so erhalten wir

also

h h

b
3 2
[ H@)do - af < Tall ) = 56 - )"

Wir sehen also, dass der Fehler, den wir bei der Approximation des Integrals

fab f(z) dz durch die endliche Ndherungssumme A,, machen, wie das Quadrat
der Schrittweite h gegen Null geht.

7.5 Parameterabhingige Integrale

In der Taylorschen Formel 3.3 hatten wir das Restglied in der Form
1 [ (n+1) n
Ruga(z) = — [ f0(t) (2 —1)" dt

angegeben. Dies ist ein Beispiel fiir ein ,,parameterabhéngiges Integral“. Im
Integranden und in der oberen Grenze kommt ein ,, Parameter” vor, d.h. eine
Zahl, die aus einer gegebenen Teilmenge von R gewéihlt werden kann, so dass
also durch das Integral eine auf dieser Teilmenge definierte Funktion erklart
wird. Wir wollen Eigenschaften einer so erkliarten Funktion betrachten; dabei
beschranken wir uns auf den Fall, dass der Parameter im Integranden vor-
kommt. Zur exakten Formulierung benotigen wir den Begriff einer ,, Funktion
von zwei Verédnderlichen®.

Wir bezeichnen das kartesische Produkt R x R, also die Menge aller ge-
ordneten Paare reeller Zahlen, mit R2.

Definition. Sei A C R2. Eine Funktion f : A — R heifit ,, Funktion von zwei
(reellen) Verdnderlichen®. Statt f((z,y)) schreibt man f(z,y).
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Die Funktion f: A — R heifit gleichmdfig stetig <

Ve e RT 36 € RT V(x,t), (2/,t') € A
lz—2'| <At =t|<d=|f(z,t)— f(a,t)] <e

Ist D,[a,b] C R und f : D X [a,b] — R gleichméBig stetig, so ist insbe-
sondere fiir jedes z € D die Funktion

flx,") :a,b] = R: t — f(x,t)

stetig und daher eine Regelfunktion. Wir kénnen also
b
F(x) ::/f(w,t)dt firz e D
a

definieren. Wir fragen jetzt nach Eigenschaften dieser Funktion F' wie Stetig-
keit und Differenzierbarkeit. Es sei darauf hingewiesen, dass die im folgenden
getroffenen Voraussetzungen wesentlich stéirker sind als notwendig wére. (Fiir
allgemeinere Aussagen siehe z.B. Barner-Flohr.) Wir begniigen uns jedoch
mit diesen einfach zu beweisenden Resultaten, die fiir viele Anwendungen
ausreichen.

5.1 Satz. Sei D,[a,b] C R, sei f: D X [a,b] = R eine gleichmdf$ig stetige
Funktion. Dann ist die durch
b
F(x) ::/f(xj)dt firxe D

a

definierte Funktion F stetig.

Beweis. Sei z € D und € € Rt gegeben. Wegen der gleichmiifligen Stetigkeit
von f gibt es ein 6 € RT mit

€
b—a

|f(.1‘,t) - f(l‘/,t)l <

fiir alle t € [a,b] und alle z,2’ € D mit |z — 2’| < 0. Fiir z,2’ € D mit
|z — 2’| < ¢ folgt also

b
F@) ~ F@)| < [ 150~ f@ ] de <. .

Jetzt fragen wir nach der Differenzierbarkeit von F'. Sie erfordert natiirlich
eine geeignete Differenzierbarkeitsvoraussetzung an f.
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Definition. Sei f: D x [a,b] — R eine Funktion. Sie heifit partiell differen-
zierbar nach der ersten Verdnderlichen, wenn fiir alle ¢ € [a, b] die Funktion

fG,t): D= Rz f(x,t)

differenzierbar ist. Thre Ableitung an der Stelle z wird dann mit 0, f(z,t)
bezeichnet. Die Funktion

Orf: D xla,b = R: (z,t) — 01 f(z,t)
hei3t partielle Ableitung von f nach der ersten Verdnderlichen.

5.2 Satz. Sei [¢,d],[a,b] C R, sei f : [¢,d] x [a,b] = R eine gleichmdifig
stetige Funktion, deren partielle Ableitung 01 f existiert und gleichmdfig stetig
ist. Dann ist die durch

b
F(zx):= /f(x,t) dt fir z € [c,d]

definierte Funktion F differenzierbar, und es gilt

b
Fl(z) = /81f(x,t) dt
(, Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration*).

Beweis. Sei x € [c,d] und € € RT gegeben. Fiir h # 0 mit x + h € [c,d] gilt

b b
F(x—i—hf)L—F(x) /5‘1f(ac,t)dt/(f(x—'_h’t}z_f(x’t) 31f(a:,t)> gt

a

Fiir jedes t € [a,b] wenden wir auf die Funktion f(-,t) den Mittelwertsatz
der Differentialrechnung 2.2 aus Kapitel 6 an. Danach existiert ein ¥; € (0, 1)
mit
f(1‘+h,t) — f(mat)
h

= 01 f(x + V:h,t).

Nach Voraussetzung ist 9 f gleichmiiBig stetig, also existiert ein § € RT mit

€
b—a

|alf(xvt) - 81f($/7t)‘ <

fiir alle ¢ € [a,b] und alle z, 2" € [¢,d] mit |z — 2’| < 4. Sei |h| < §. Dann gilt
|z — (x +9h)| = I|h| < 6, also
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ﬂx+h2—f@i)&ﬂ%0‘|&ﬂx+&hﬂ8ﬁ@¢ﬂ<bia
und daher
b
Fm+27F@Xi/&ﬂL®ﬁ<a .

Nun fragen wir analog, ob man ,unter dem Integralzeichen integrieren*
darf.

5.3 Satz. Sei f : [c,d] X [a,b] = R gleichmdfig stetig. Dann gilt

d

/ /bf(a?,t)dt dx:/b /df(x,t)dx dt

c

(, Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge®).

Beweis. Setze

Y

b
G(y) ::/ /f(:z:,t) dt | de fir y € [e,d].

c

Nach Satz 5.1 ist der Integrand des dufleren Integrals stetig; nach dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung 3.1 ist daher G differenzierbar und

b

G'(y) = / Fy. 1) dt.

a

Setze
b y
H(y) := / /f(x,t) dz | dt fir y € [e,d].
Die durch
y
h(y,t) := /f(x,t) dx fiir (y,t) € [c,d] X [a, D]

definierte Funktion h ist (wieder nach Satz 3.1 partiell differenzierbar nach
der ersten Verédnderlichen, und es gilt

oh=f.
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Also ist 01h gleichméBig stetig. Nach Satz 5.2 folgt die Differenzierbarkeit
der Funktion H und die Gleichung

b b
fﬂw=/&M%ﬂﬁ=/ﬂ%ﬂﬁ

Es ist also (G — H)" = 0 und daher G — H = const. Wegen G(c) =0 = H(c)
ist G = H. Daraus folgt die Behauptung. (]

Durch ein Beispiel wollen wir noch zeigen, dass man die Integrationsrei-
henfolge keineswegs immer vertauschen darf.

Beispiel. Die Funktion f : [0,1] x [0,1] — R sei definiert durch

y% fir0<az<y<l,

fley) =425 fir0<y<az<l,
0 sonst.

Ist y =0 oder y = 1, so ist f(x,y) = 0 fiir alle z € [0,1]. Sei y € (0,1). Dann
ist

0 fir x =0,

3712 fir0<z <y,
flz,y) =<0 fiir z = y,

7;-2 firy<az<l,

0 fir z = 1.

Also ist f(-,y) auf dem Intervall (0,y) konstant und auf dem Intervall (y, 1)
Einschriankung einer auf [y, 1] stetigen Funktion. Es folgt, dass f(-,y) Regel-
funktion ist. Daher ist das Integral

F@%:/f@wmw
0

definiert. Es ist F/(0) = F(1) = 0. Sei y € (0,1). Dann ist

1 P I N Ea
Fly)= | —d —— |dz=|— = =1.
- [ [ (5) e[ [4
Y

=y
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Also ist F' Regelfunktion und

O/F(y) dy = 1.

Analog findet man, dass fiir jedes = € [0, 1] die Funktion f(z,-) Regelfunktion
ist und dass

fir x € (0,1) sowie G(0) = G(1) = 0 gilt. Also ist G Regelfunktion und
f(l G(z)dx = —1. Damit ist

)
1 1 1 1
O/O/f(x,ymxdy1¢1O/O/f<x,y>dydx

gezeigt.

7.6 Uneigentliche Integrale

Bisher kénnen wir nur Regelfunktionen integrieren. Eine solche Funktion ist
stets auf einem kompakten Intervall definiert und beschrinkt. Es kommt
jedoch héufig vor, dass Funktionen {iber unendliche Intervalle oder unbe-
schrédnkte Funktionen zu integrieren sind. In naheliegender Weise konnen
solche Integrale durch Grenziibergéinge definiert werden. Wir betrachten
zunédchst den Fall eines unbeschriankten Integrationsintervalls.

Definition. Sei a € R, sei f : [a,00) — R eine Funktion derart, dass fiir
jedes b € [a,00) die Einschrinkung flj, 5 eine Regelfunktion ist. Falls der
Grenzwert

b—oo

b
lim /f(x)dx

existiert, bezeichnet man ihn mit [~ f(z) dz und sagt, dass das (uneigentli-
che) Integral [ f(z)dx konvergiert.
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Ganz analog definiert man [ f(z) dz und

7f<x> da = / f(a) d:v+7of(x) dz,

wobei a € R beliebig und die rechte Seite offenbar unabhéngig von a ist.

Im Folgenden wird von allen auftretenden Funktionen stillschweigend vor-
ausgesetzt, dass ihre Einschrankungen auf kompakte Intervalle Regelfunktio-
nen sind.

Fiir die Konvergenz uneigentlicher Integrale gilt das folgende Cauchy-
Kriterium.

6.1 Satz (Cauchy-Kriterium). Das Integral [ f(z)dx konvergiert

T
Ve e RT JueR Vo, 20 > u: /f(x)dm <e.

Z1

Der Satz ist analog zum Cauchy-Kriterium 2.3 aus Kapitel 3 fiir Reihen
und zum Cauchy-Kriterium 2.3 aus Kapitel 4 fiir Grenzwerte von Funktionen;
man beweist ihn analog wie letzteres.

Beispiele. (1) [~ L dz. Fiir b> 1 und s # 1 ist

b b
/id— (N U RO BN
P 1_571 bs—1 )"
1

Also ist das Integral floo %dw konvergent fiir s > 1, nicht konvergent fiir

s < 1. Fiir s =1 ist es wegen flb %dm = In b ebenfalls nicht konvergent.

(2) [ L5 dz. Fiir b >0 gilt

—o0 1+x2
0
1 0 ™ ..
—— dx = [arctanz]_, = —arctan(—b) — < fiir b — oo,
1+ a2 2
—b
analog
b S
1
de—>27 also 1 sde=m
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oo .

(3) [ #-2dx ist konvergent (an der Stelle 0 ist der Integrand gleich 1 zu
0
setzen; er ist dann stetig). In der Tat, fiir b > a > 0 ergibt partielle

Integration
b b

b
sinx 1 cosT
dr = |——cosz| — 5 dz.
T T u T
a

a

Sei € € RT. Fiir zo > z1 > % gilt

Z2 Z2

cos T 1 17* 1 1 1
dz| < | —wdz = |—— =— - — < — <e.
2 2 x 1 T X

T 1

Nach dem Cauchy-Kriterium 6.1 ist also faoo C‘;Szx dx konvergent und da-
her auch [ S22 gy konvergent.

Das Integralkriterium fiir Reihen

An dieser Stelle kénnen wir ein Konvergenzkriterium fiir Reihen nachtragen,
dessen Formulierung den Begriff des uneigentlichen Integrals erfordert.

6.2 Satz (Integralkriterium fiir Reihen). Sei f : [1,00) — R™ eine monoton
fallende Funktion. Dann ist die Reihe

> fn)
n=1

genau dann konvergent, wenn das uneigentliche Integral

7f(x) dx

konvergent ist.

Beweis. Fir k€ Nund k—1 <z <k gilt f(k) < f(z) < f(k—1) und daher

k

k) < / fla)de < f(k—1).

Summation ergibt
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n n n—1

S Ak < / f@)de < 3 f(k),

k=2 1 k=1

Wegen f > 0 liest man hieran die Behauptung ab. [

Beispiele. (1) >°° | -1 konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1 (vgl.

n=1 ns

Beispiel (1) nach Satz 6.1)

(2) S22, L ist fiir s > 1 konvergent, fiir s < 1 divergent. In der Tat,

n=2 n(lnn)s

erhalten wir fiir b > 2 und s # 1 [ Substitution z = €]

b Inbd Inb
1 1 1 1 1 1 1
de= | —dt= = _
z(Inz)s ts I—sts=1] 5 s—1[(n2)s1  (Inb)s—!
2 In2
Fiir s > 1 ist also f;o mdx konvergent, fiir s < 1 divergent. Fiir
s =1 gilt
b Inbd
1 1 Inb
de= [ —dt =[Int] 5, =Inlnb—Inln2,
zlnzx t
2 In2

also ist fzoo Iﬁm dx ebenfalls divergent.

Wir kommen zum zweiten Typ uneigentlicher Integrale, bei denen der
Integrand an einer Integrationsgrenze nicht erklart ist und auch nicht so
erklart werden kann, dass eine Regelfunktion entsteht.

Definition. Sei f : (a,b] — R eine Funktion derart, dass fiir jedes ¢ € R
(mit € < b— a) die Einschréankung f|(,4. 5 eine Regelfunktion ist. Man sagt,

»das Integral f: f(z)dx konvergiert“, wenn

b
gl\% / f(x)dx
ate

existiert und bezeichnet dann diesen Grenzwert mit f; f(z) dx.

Analog wird fab f(z) dz behandelt, wenn f nur auf [a,b) erklirt ist. Ist f

nur auf (a,b) erklirt, so bezeichnet man f; f(x) dx als konvergent, wenn fiir
ein (und dann fir jedes a) ¢ € (a,b) die Integrale
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/Cf(x) dx und /f(x)d:c

(&

konvergieren; in diesem Fall setzt man

/bf(:c)d;z: :/Cf(;z:) der/bf(ar) dz.

Beispiele. (1) Wegen

—dx =

¥ —Ine firs=1

1
1 {118(1—515) fiir s # 1,

€

ist fol L d fiir s < 1 konvergent, fiir s > 1 jedoch nicht.

(2) Wegen f; Inzde = [zlnz—2]! = —1 —elne + ¢ und lim.\gelne =0

€
(wie aus Behauptung 1.10 aus Kapitel 5 folgt) ist fol Inzdr = —1.
1 1 . .
3) /., == da konvergiert: Es ist

1—¢

1
V1—22

0

dx = [arcsin :L']éis = arcsin(1l —¢)

1—e¢

= i L =T

EI_I>I(1) V1 — x? x_Q.
0

s

Analog fEl ﬁ de =Z.

(4) Im Beispiel fol sin £ dz ist der Integrand beschrénkt, aber lim, o sin £
existiert nicht; daher ist der Integrand nicht Einschrankung einer auf

[0, 1] erklirten Regelfunktion.

Die Substitution x = % ergibt

1 1
1 int

/sinfdx:/ﬂdt.
T t2

5 1

Da das Integral | 100 Sitr; L dt konvergiert (z.B. nach dem Cauchy-Kriterium),

ist fol sin 1da konvergent.







8 Funktionenreihen

In diesem Kapitel wollen wir etwas ausfiihrlicher die Moglichkeit studieren,
Funktionen durch unendliche Reihen darzustellen. Wir hatten schon im An-
schluB an die Taylorformel kurz die Moglichkeit erdrtert, bei beliebig oft
differenzierbaren Funktionen von den Taylorpolynomen zur Taylorreihe iiber-
zugehen. Schon wesentlich frither hatten wir unendliche Reihen benutzt, um
gewisse spezielle Funktionen einzufiihren, zum Beispiel die Exponentialfunk-
tion durch

ok
B T
expxr = g R
k=0

Hierbei ergibt sich unter anderem die Frage, wie man von Eigenschaften der
Reihenglieder auf Eigenschaften der Funktion schliefflen kann. Wir kénnen
zum Beispiel zur Berechnung der Ableitung versuchen, ,,gliedweise“ zu diffe-
renzieren. Formal vorgehend, erhilt man

1 dat = gkt = "
/ _ _ _ — —
P = k!dx_z(k—l)!_z%n!_e}{px'
k=0 n—

Das Ergebnis ist richtig; aber fiihrt ein solches Vorgehen in jedem Fall zum
richtigen Ergebnis? Diese und dhnliche Fragen werden im folgenden beantwor-
tet. Wir betrachten zunéchst allgemein konvergente Folgen von Funktionen
und erst dann spezielle Reihen.

8.1 Konvergenz von Funktionenfolgen

Wir kennen bereits zwei verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfol-
gen, und an diese sei zunéchst erinnert.

Sei (fn)nen eine Folge von reellen Funktionen, die sémtlich denselben
Definitionsbereich D haben. Fiir jedes x € D ist dann (f,,(z))nren eine Folge
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reeller Zahlen, und fiir diese ist ein Konvergenzbegriff wohldefiniert. Wenn
fiir jedes « € D die Folge (fy(z))nen konvergiert, ist durch

f@) = lim fule)  (zeD)

eine neue Funktion f auf D erklirt, die wir als Grenzfunktion der Folge
bezeichnen kénnen.

Definition. Seien f, f,, (n € N) reelle Funktionen auf D. Die Folge (f,)nen
konvergiert (punktweise) gegen f, geschrieben

lim f, =f oder frn—= f (n— 00),

n—oo

wenn lim,_, fn(x) = f(z) fur alle z € D gilt.

Beispiele. (1) Sei D =R und

n xk
fulz) =" T
k=0

Dann konvergiert (fy,)nen gegen exp.

(2) Sei D =[0,1] und
fn(z) = 2™

Dann konvergiert (f,,)nen gegen die durch

@) = {1 fir x =1,

0 fir0<z<l1.

erkliarte Funktion f.

Bei diesem Beispiel fillt auf, dass zwar jede Funktion f,, der Folge ste-
tig ist, dass aber die Grenzfunktion unstetig ist. Stetigkeit iibertréigt sich
also bei punktweiser Konvergenz i.a. nicht auf die Grenzfunktion. Um den
oft wiinschenswerten Schlufl von der Stetigkeit der Folgenglieder auf die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion zu ermdglichen, braucht man einen Konvergenz-
begriff, der schéirfer ist als punktweise Konvergenz. Dies ist die bereits in
Abschnitt 7.2 benutzte gleichméflige Konvergenz, die wir jetzt etwas allge-
meiner definieren wollen.

Definition. Seien f, f,(n € N) reelle Funktionen auf D, sei D’ C D. Die
Folge (fn)nen konvergiert gleichmdf$ig in D’ gegen f, wenn gilt

Ve € RT Ing €N Vn>ng Vz e D :|f.(z) — f(z)] < e
Statt ,,gleichméaBig in D* sagt man kurz ,,gleichmé&fig®.
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Ist ein fester Definitionsbereich D gegeben, so kénnen wir wie frither fiir
Intervalle die Supremumsnorm einer beschrinkten Funktion f : D — R er-
klaren durch

LF1l == sup [f(z)].
xzeD

Dann gilt also (fiir Funktionen f, f,, auf D):

(fn)nen konvergiert gleichméfBig gegen f
sVeeRY IngeNVn>ng:||fo—fll<e
& lim [ f, = f[| = 0.

Man beachte, dass || f,, — f|| < € impliziert, dass || f,, — f|| definiert, also f,, — f
beschrankt ist. Es wird aber nicht vorausgesetzt, dass f, f,, beschrankt sind.

Fiir die Konvergenz von Folgen reeller Zahlen kennen wir das Kriteri-
um von Cauchy. Ein ganz analoges Kriterium gilt auch fiir die gleichméflige
Konvergenz von Funktionenfolgen. Im folgenden liege stets ein fester Defini-
tionsbereich D zugrunde.

Definition. Die Folge (f)nen von Funktionen auf D heifit Cauchy-Folge
genau dann, wenn

Ve € RT Ing €N Vn,m >ng: ||fu — full < e

1.1 Satz. Die Folge (fn)nen konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn sie
eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. ,=*“: Sei (fn)nen gleichmiBig konvergent gegen f. Sei e € RT. Es
gibt ein ng € N mit ||f, — f|| < &/2 fiir n > ng. Fiir alle n,m > ng gilt also

1fr = Sl S Wfo = FIH I = Sl <6,
wobei die Dreiecksungleichung fiir die Supremumsnorm benutzt wurde.

5= Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge. Sei ¢ € R*. Nach Voraussetzung
existiert ein ng € N mit ||f,, — fim|| < € fiir alle n,m > ng. Insbesondere gilt
also fiir jedes x € D

|[fn(7) — fm(2)] <€ fiir n,m > ng.

Die Folge (fn(x))nen ist also eine Cauchy-Folge reeller Zahlen und daher
nach dem gewohnlichen Cauchy-Kriterium konvergent gegen eine Zahl, die
wir f(z) nennen. Da x € D beliebig war, ist damit eine Funktion f: D — R
erklirt. Wir behaupten, dass (f,)nen gleichméBig gegen f konvergiert.
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Sei e € RT und dazu ng wie oben. Fiir beliebiges z € D gilt dann
|[frn(z) = fr(x)] <€ fiir n, m > nyg.
Der Grenziibergang m — oo liefert
|fn(z) — f(z)] <€ fiir n > ng.
Da dies fiir alle € D gilt, folgt || f,, — f]| < ¢ fiir alle n > ny. n

Der folgende Satz riickt die Bedeutung der gleichméfligen Konvergenz ins
rechte Licht.

1.2 Satz. Seien f,, f Funktionen auf D (n € N), sei a € D. Sind alle f,
stetig in a und konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen f, so ist f stetig in a.

Beweis. Sei e € RT. Es gibt ein m € N mit || f,,, — f|| < /3, also

| fm(z) — f(2)] < % fiir alle z € D.

Da f,, in a stetig ist, existiert ein 6 € R* mit
€
|[fm(z) = frm(a)] < 3 fiir alle z € D mit |z — a| < 4.
Sei jetzt € D und |z — a| < §. Dann gilt

[f (@) = f(@)| < [f(2) = fm (@) + [fm(2) = fm(a)| + |fm(a) — f(a)|

<€+€+5 €
T T |
3 3 3

Bemerkung. Natiirlich kann man nicht umgekehrt schliefen, d.h. wenn
(fn)nen punktweise gegen f konvergiert und alle f,, sowie f stetig sind,
braucht keineswegs die Konvergenz gleichméfig zu sein.

Kann man in Satz 1.2 | stetig® durch , differenzierbar“ ersetzen? Das ist
nicht der Fall.

n

Beispiel. Sei D =R, f,(7) := (/22 + X (n € N) und f(z) := |z| fiir * € R.

Dann konvergiert (f,,)nen gleichmiiflig gegen f, wie aus
2?4 L — g2 1

1
(o)~ 12 = ‘\/xu—@ ratr oL
n NCRT R

folgt. Jede Funktion f,, ist differenzierbar, aber f ist in 0 nicht differenzierbar.




8.1 Konvergenz von Funktionenfolgen 155

Es kann auch sein, dass zwar die Grenzfunktion f der Folge (f,)nen dif-
ferenzierbar ist, aber die Folge (f/ )nen nicht gegen f’ konvergiert.

Beispiel. Sei f,(z) = Lsinnz und f(z) = 0 fir z € R. Dann konver-
giert (fn)nen gleichmiBig gegen f, alle f,, sowie f sind differenzierbar, aber
(f1 )nen konvergiert nicht punktweise gegen f’. Es ist ndmlich f (x) = cosnx

und z.B. lim,, . f/(0) =1, f/(0) = 0.

Um wirklich Grenziibergang und Differentiation vertauschen zu koénnen,
braucht man stédrkere Voraussetzungen, z.B. die folgenden:

1.3 Satz. Sei (fn)nen eine Folge differenzierbarer Funktionen auf [a,b]. Die
Folge (f!)nen konvergiere gleichmifig, und (fn)nen konvergiere an wenigs-
tens einer Stelle xg € [a,b]. Dann konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen eine
differenzierbare Funktion f und (f))nen gleichmdfig gegen f'.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (fy,)nen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ € R
gegeben. Nach Voraussetzung und Satz 1.1 existiert ein n; € N mit

|\f7’n—f,’1\|<ﬁ fiir alle m,n > n;.

Da (f,(z0))nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ng € N mit
€ "
| fm(z0) — fn(zo)| < 3 fiir m,n > na.
Sei z € [a,b]. Es ist

[fn (@) = fu(@)] < |(fm — f)(@) = (fm — fo)(@0)] + | fn(w0) = fulwo)]-

Nach dem Mittelwertsatz 2.2 aus Kapitel 6 existiert ein z € [a, b] mit

(fm = fo)(@) = (fm — fu)(@0) = (f1u(2) — fr(2))(z — 20).
Fiir alle m,n > ng := max{ny, no} folgt

€

[ (@) = fa(@)] < 17 (2) = fa(2)ll2 = 20| + 5

€
<= Fal =)+ § <&
Da x € [a, b] beliebig war, folgt || fm — fnl| < € fiir m,n > ng. Also ist (fn)nen
eine Cauchy-Folge und daher nach Satz 1.1 gleichméfig konvergent gegen eine
Funktion f.
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Wir zeigen jetzt die Differenzierbarkeit von f. Sei ¢ € [a, b]. Setze
n\T) — JnlC .y
i) [PE=ED p e e\ (o
0 firz=c.

Wegen der Differenzierbarkeit von f,, in ¢ ist g, in c stetig. Wir zeigen
zuniichst, dass (g )nen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ € RT vorgegeben. Nach
Voraussetzung und Satz 1.1 existiert ein ng € N mit

N = £l <g fiir alle m,n > ng.
Sei x € [a,b]. Im Fall x # ¢ ist
(fm - fn)(x) — (fm - fn)(c)

xr—cC

gm(x)_gn(x) = _(fm_fn)/(c)'

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein z € [a, b] mit

(fm - fn)(x) — (fm - fn)(c)

r—cC

= (fm — fn)/(z)
Fiir m,n > ng folgt

lgm () = gn(2)] < 1[5 (2) = Lo (2] + |f1ne) = fr ()]
<2lf - fall <e

Dies gilt trivialerweise auch fiir x = ¢. Da x € [a,b] beliebig war, ist also
lgm — gnll < € fiir m,n > ng. Also ist (gn)nen eine Cauchy-Folge.

Nach Satz 1.1 ist (gn)nen gleichmiBig konvergent gegen eine Funktion
g, die g(c) = 0 erfiillt und nach Satz 1.2 in ¢ stetig ist. Nun gilt fiir alle

x € |a,b]\ {c}
fn(z) = fulc)

r—cC

- f’rll(c) = gn(x)a
woraus durch Grenziibergang
f@)—fle)
T a_c nlggo fale) = g(x)
folgt. Wegen lim, . g(x) = g(c) = 0 folgt
lim o) = fle) = lim f](c).

Tr—c Tr — C n—oo

Also ist f in ¢ differenzierbar und f'(c) = lim, 0 f/,(¢). Damit ist die Diffe-
renzierbarkeit von f gezeigt, ferner die punktweise Konvergenz von (f},)nen
gegen f’. Diese Konvergenz ist nach Voraussetzung gleichmiflig. [
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8.2 Potenzreihen

Nachdem wir frither Reihen reeller Zahlen und jetzt Funktionenfolgen be-
trachtet haben, ist klar, was allgemein unter einer Funktionenreihe zu verste-
hen ist. Sei (fx)ken, eine Funktionenfolge auf D. Dann verstehen wir unter

>
k=0

die Funktionenfolge der Partialsummen (}"}_, fi)nen, und wir bezeichnen
ZZO:() fr als Funktionenreihe. Ist die Folge punktweise konvergent, so be-
zeichnen wir mit Y2 fi auch die Grenzfunktion. Die Schreibweise

oo
S t="f in D
k=0
bedeutet also definitionsgeméf:
nlgr;O];Jfk(x) = f(z) fiir alle x € D.

Konvergiert die Folge (>, _, fi)nen in D’ C D gleichméBig (gegen f), so
sagen wir, dass die Reihe >"77 ) fx in D’ gleichméBig (gegen f) konvergiert.

Die Begriffe der punktweisen oder gleichméfligen Konvergenz von Rei-
hen sind also nichts Neues gegeniiber den Funktionenfolgen. Auch die Sétze
aus Abschnitt 8.1 gelten natiirlich sinngem$ fiir Funktionenreihen. Neu ge-
geniiber der Folgenkonvergenz ist lediglich - wie schon bei Zahlenreihen - der
Begriff der absoluten Konvergenz. Definitionsgem&fl konvergiert die Reihe
> fr absolut, wenn die Reihe Y | fx| konvergiert.

In Verallgemeinerung von Satz 2.8 aus Kapitel 3 haben wir das folgende
wichtige Kriterium fiir gleichmé#flige und absolute Konvergenz.

2.1 Satz (Majorantenkriterium). Sei fx : D — R, ¢, € RY (k € Ny) gegeben.
Gilt

[ fxll < e fiir alle k € Ny

und ist die Rethe Y - ¢ konvergent, so konvergiert die Reihe Y, o fr ab-
solut und gleichmdfig.

Beweis. Sei e € RT. Da Y ¢, konvergiert, existiert ein ng € N mit

Z cL <€
k=m
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fur alle m > ng, p € Ny. Fiir diese m, p gilt also

m+p m-+p m+p m-+p
SRS Do <Dl <D a<e
k=m k=m k=m k=m

Die Folge der Partialsummen von Y f, und die Folge der Partialsummen von
> | /x| sind also Cauchyfolgen und daher nach Satz 1.1 gleichméBig konver-
gent. |

Das Vorstehende und die Ergebnisse aus Abschnitt 8.1 wollen wir jetzt
anwenden auf den besonders wichtigen Spezialfall der Potenzreihen.

Unter einer Potenzreihe zur Stelle a versteht man eine Funktionenreihe
o
Z fx mit fi.(z) = ar(z — a)* fir x € R,
k=0

wo a € R und (ax)ken, eine Folge reeller Zahlen ist. Hier ist die folgende
ungenaue, aber bequeme Sprechweise iiblich. Man sagt

oo
,die Potenzreihe Z ap(z —a)k «
k=0
statt

,die Potenzreihe Z fe mit fi.(z) = ap(z — a)* fir 2 € R .
k=0

Wir fragen jetzt nach der Menge aller x € R, fiir die eine gegebene Potenz-
reihe

> ap(x —a) (2.2)
k=0

konvergiert. Auf jeden Fall konvergiert sie trivialerweise fiir z = a (es gibt
Potenzreihen, die fiir kein anderes x konvergieren). Allgemein gibt das Wur-
zelkriterium 2.10 aus Kapitel 3 Auskunft. Nach ihm ist (fiir gegebenes x € R)
die Reihe (2.2) absolut konvergent, wenn

limsup V/|a,(z — a)?| = |z — a|limsup V/]a,| <1
n—oo

n— oo

ist, und sie ist divergent, wenn |z — a| limsup,,_,., ¥/|an| > 1 ist.

Mit der Schreibweise R := R U {—o00, 00} vermeiden wir listige Fallunter-
scheidungen. Wir definieren

—00 <y <00 fir y e R.
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AuBlerdem definieren wir é =0 und % = 00, ferner y+o00 = 00, y —00 = —00

fiir y € R. Es sei daran erinnert, dass wir in Abschnitt 3.2 limsup {/|a,| = o0
definiert hatten im Fall, dass die Folge ({/|an|)nen nicht beschrinkt ist.

Fiir unsere gegebene Potenzreihe setzen wir jetzt

1

rie=
limsup {/|an|

n—oo

Dann gilt also: Fiir alle z € R mit |« —a| < r ist (2.2) absolut konvergent,
fiir alle € R mit |x — a| > r ist (2.2) divergent. Das Intervall (a — r,a + )
heifit daher Konvergenzintervall der Potenzreihe.

Wie steht es mit gleichméBiger Konvergenz? Sei (2.2) absolut konvergent
fiir ein zg. Fiir alle € R mit |2 — a| < |2 — a] gilt dann

lar(x — a)*| < |ax]|zo — alf fiir k¥ € No,

und die Reihe Y™ |ag||zo — al¥ ist konvergent. Nach dem Majorantenkrite-
rium 2.1 folgt, dass die Reihe (2.2) in [a — |zg — a|,a + |xo — a]] absolut und
gleichméBig konvergiert. Wir fassen zusammen:

2.3 Satz. Zu der Potenzreihe
> ap(z —a)* (2.4)
k=0

gibt es ein v € R, r > 0, so dass die Reihe (2.4) fiir |v —a| < r absolut
konvergiert und fir |z —a| > r divergiert. Die Zahl v heifit Konvergenzradius
der Reihe (2.4) und ist gegeben durch

1

re=——
lim sup {/|an|
n—oo
Das offene Intervall (a—r, a+r) heifft Konvergenzintervall der Reihe (2.4). In
jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzintervalls konvergiert die Reihe

(2.4) gleichmdfig.

Bemerkung. Achtung! Uber die Konvergenz in den Endpunkten des Kon-
vergenzintervalls wird hier nichts ausgesagt (und LiBt sich auch allgemein
nichts sagen). Es gibt Potenzreihen, die in keinem, einem oder beiden End-
punkten des Konvergenzintervalls konvergieren.

Ferner beachte man, dass i.A. nicht im ganzen Konvergenzintervall gleich-
méfBige Konvergenz vorliegt, sondern nur in kompakten Teilintervallen.
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Beispiel.

— 1
Z k—mxk mit einem m € Ny. (2.5)
k=1

Wegen lim,, o &/n = 1 (vgl. Behauptung 1.11 aus Kapitel 5) ist der Kon-
vergenzradius = 1. Ferner gilt:

fiir m = 0 ist (2.5) divergent in 1 und —1

fiir m = 1 ist (2.5) konvergent in —1, divergent in 1

fiir m = 2 ist (2.5) konvergent in —1 und 1.

Nehmen wir an, die Potenzreihe
> ap(z —a) (2.6)
k=0

habe den Konvergenzradius 0 < r < oo und konvergiere etwa auch noch im
Endpunkt a 4+ r des Konvergenzintervalls. Wir wollen zeigen, dass sie dann
im Intervall [a,a + r] gleichméBig konvergiert. Der Unterschied zur fritheren
Argumentation ist, dass jetzt nicht notwendig absolute Konvergenz vorliegt,
daher ist das Majorantenkriterium nicht anwendbar. O.B.d.A. kénnen wir uns
auf den Fall @ = 0, r = 1 beschréanken, der durch eine einfache Transformation
erreichbar ist.

2.7 Satz. Ist ZZ’;O ax konvergent, so ist Z;io arx® gleichmdiflig konvergent
in [0,1].

Beweis. Betrachte die Restglieder by := Z‘;’;kﬂ a; fir k € Ny. Dann ist
(br)ken eine Nullfolge, und es ist bg_1 — b, = ai. Also ergibt sich fir n > m

n n—1
Z apx® = bpa™tt — bya™ + Z b (2L — k).
k=m+1 k=m+1

Sei ¢ € RT. Es gibt ein ng € N mit |by| < £/3 fiir k > ng. Sei jetzt m > ny,
p € N. Dann gilt fiir beliebiges z € [0, 1]

m+p m+p—1
Z apz®| < D] + [bmp| + Z ‘kaIk—H - $k|
k=m+1 k=m+1
e e e Mt
E € € ko oktl
<3st3ts > @F -2 <e
k=m+1

— Z‘m+1 _ xm+p S 1

Aus dem Cauchy-Kriterium 1.1 folgt jetzt die behauptete gleichméfiige Kon-
vergenz. ]
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Aus Satz 2.7 und Satz 1.2 folgt insbesondere:
2.8 Folgerung. Ist

f(z) = Zakxk fir x € [0,1],
k=0
so ist fin [0, 1] stetig.

Eine durch eine konvergente Potenzreihe dargestellte Funktion ist also
stetig. Allgemein sagen wir, falls

flx) = Zak(x—a)k firze (a—r,a+r) (2.9)
k=0

mit r > 0 gilt, die Funktion f sei durch die obige Potenzreihe dargestellt,
oder sie sei in eine Potenzreihe um a entwickelt.

Wir untersuchen jetzt die Differenzierbarkeit einer derart dargestellten
Funktion. Dazu betrachten wir die durch gliedweise Differentiation von (2.9)
entstehende Potenzreihe

Z kay(x — a)*! (2.10)
k=1

Wegen limsup,,_,, ¥/(n+ 1)|ans1] = limsup,,_,., V/|an| hat sie denselben

Konvergenzradius wie (2.9). In jedem kompakten Teilintervall des Konvergen-
zintervalls (a — r,a + 1) ist also (2.10) nach Satz 2.3 gleichméBig konvergent;
aus Satz 1.3 folgt daher die Differenzierbarkeit von f und die Konvergenz
von (2.10) gegen f’. Auf f’ kann man natiirlich wieder denselben Schlufl
anwenden, usw. Auf diese Weise erhalten wir den folgenden Satz:

2.11 Satz. Se:
f(x):Zak(x—a)k firze (a—rya+r)

mit positivem Konvergenzradius r. Dann ist f beliebig oft differenzierbar, und
firn € N gilt

FO(x) = k(k=1)- (k= n+ Dap(e —a)* 7,
k=n

wobei die rechts stehende Reihe denselben Konvergenzradius r hat. Speziell
151

_ /()

n!

an
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Die letzte Aussage zeigt insbesondere, dass zwei verschiedene Potenzrei-
hen (zur selben Stelle a) nicht dieselbe Funktion darstellen kénnen. Mit an-
deren Worten: Aus

Zak(x —a)k = Zbk(x —a)*
k=0 k=0

mit Konvergenz in einem Intervall um a folgt a, = by, fiir k € Ny (Eindeutig-
keitssatz fiir Potenzreihen).

Taylorreihen

Wir haben eben gezeigt: Wenn die Funktion f durch eine (in einer Umgebung
von a konvergente) Potenzreihe um a dargestellt wird, so ist diese gegeben
durch

4k (g
o) =3 W oy,

!
= K

Hier sei kurz an Abschnitt 6.3 erinnert: Ist f in einer Umgebung von a beliebig
oft differenzierbar, so hatten wir die Reihe

(k) (g
ka()(x_a)k

k!
k=0

als die Taylorreihe von f zur Stelle a bezeichnet. Wenn also f iiberhaupt
durch eine Potenzreihe um a dargestellt werden kann, dann nur durch die
Taylorreihe. Im konkreten Fall kommt es also darauf an, den Konvergenz-
radius der Taylorreihe zu ermitteln. Ist er positiv, so folgt aber allein daraus
noch nicht, dass die Taylorreihe gegen die Funktion konvergiert, wie ein Bei-
spiel in Abschnitt 6.3 zeigte. Um zu zeigen, dass eine gegebene Funktion
im Konvergenzintervall wirklich durch ihre Taylorreihe dargestellt wird, mufl
man also entweder zeigen, dass das Restglied gegen Null konvergiert, oder,
falls dies nicht gelingt, auf andere Weise schlieffen. Hierfiir im folgenden ei-
nige Beispiele. Fiir die Abschétzung des Restgliedes haben wir die durch die
Taylorformel gegebenen Darstellungen zur Verfiigung: Wird

k) (g
1@ =3 D a4 Ren)
k=0 ’

gesetzt (und ist f auf einem Intervall definiert), so gilt nach Satz 3.2 aus
Kapitel 6

Fr D (e)

(n+1)! (=)™

Rn+1(33) =
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mit einem (von n und x abhidngenden) ¢ zwischen a und z, und nach Satz 3.3
aus Kapitel 7 gilt

Rua(a) = / SO @)@ — by dt.

In manchen, aber nicht in allen Féllen kann man hiermit die gewiinschte
Konvergenz der Taylorreihe gegen f zeigen.

Wir wollen als Beispiele die Taylorreihen fiir einige der im Kapitel iiber
spezielle Funktionen betrachteten Funktionen untersuchen. Fiir die Funktio-
nen exp, sin, cos wurde (fiir @ = 0) bereits frither gezeigt, dass das Restglied
gegen Null geht.

Wir betrachten die Logarithmus-Funktion. Als Entwicklungsstelle kommt
nur ein Punkt des Definitionsbereiches RT in Frage. Wir wihlen a = 1. Fiir
f = In beweist man leicht durch vollstdndige Induktion

fO2) = (1) —1)1a7F,  (keN)

speziell f®)(1) = (—=1)*=1(k — 1)!. Die Taylorreihe zur Stelle 1 lautet also
0 —1)k-1
> e

k=1

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offenbar 1; sie stellt also in (0,2)
eine Funktion g dar. Eine Abschéitzung des Restgliedes stoft auf Schwierigkei-
ten: Da man nichts iiber ¢,, weif; kann man nicht ausschlielen, dass ¢, = 1/2
fiir alle n ist. Wegen

—1)" (z — 1)+
Ruafe) = S

wiirde dann aber fiir 0 < z < 1/2 gelten:

r—1

‘>1,
Cn

also R,y1(x) # 0. Man kann aber auf andere Weise leicht zeigen, dass ¢ in
(0,2) mit der Funktion In ibereinstimmt. Dazu differenzieren wir die Funktion
In —g: Es ist

1

= N 1
—2(—1)’@ Y —1)* 1:5—m:0.

SH

In'z —¢'(z) =
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Die Funktion In —g ist also in (0,2) konstant; da sie an der Stelle x = 1 gleich
Null ist, ist sie tiberall Null. Damit ist

= ()

lnx:Z

k=1

(x —1)* fir z € (0,2)

gezeigt. Die rechts stehende Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium
auch fir x = 2. Da die dargestellte Funktion nach Folgerung 2.8 (passend
transformiert) in 2 noch stetig ist, stimmt sie dort mit In2 tiberein. Wir
konnen das Ergebnis auch in der Form

n(l+x) Z fir —1<z2<1
k=1

schreiben.

Als néchstes Beispiel betrachten wir die Funktion f = arctan, die wir in
eine Potenzreihe um 0 entwickeln wollen. Zur Berechnung der n-ten Ableitung
an der Stelle 0 kann man den Ansatz

P, (x)

() () —
f ( ) (1+.’L’2)n

machen und findet fiir P,, eine Rekursionsformel, aus der sich herleiten 148t,
dass

JE(0) =0, FEH(0) = (~1)"(20)!

ist. Die Taylorreihe der Funktion arctan lautet also
$ 0
= 2k+1

Der Konvergenzradius ist offenbar 1. Sei g die in (—1, 1) dargestellte Funktion.
Es gilt

> 1

E Yok = a2 = arctan’ z,
x

k=0

ferner g(0) = 0 = arctan 0. Also ist g(z) = arctan z. Wir haben also

) z3 N 2’
arctanx = — — + — — —
3 5 7
_ — (—1)* 2k+1 :
= E 2k+1a: in (—=1,1).

k=0
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Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe auch fir x = 1 und
x = —1. Nach Folgerung 2.8 ist die dargestellte Funktion dort stetig, stimmt
also mit der Funktion arctan iiberein.

Als letztes Beispiel wollen wir die allgemeine Potenz = +— x® betrachten.
Als Entwicklungsstelle wihlen wir ebenfalls 1, aber es schreibt sich bequemer,
die Funktion z — (1 + z)® zu nehmen und um 0 zu entwickeln. Fiir f(z) =
(14 z)* (z > —1) berechnet man

fPa)y=ala—=1)--(a —k+1)(14z)*F

Zur iibersichtlicheren Schreibweise wollen wir wie frither den Binomialkoeffi-

zienten (?:) erklidren durch

<z> _a(a—l)-~l;:!(a—k+1)

Dann ist die Taylorreihe der Funktion f zur Stelle 0 gegeben durch
> (5)*
k=0

Im Fall a € Ny sind fast alle Koeffizienten 0, es liegt also ein Polynom vor.
Wir setzen jetzt o ¢ Ny voraus.

Aus dem Quotientenkriterium 2.9 aus Kapitel 3 folgt sofort, dass der
Konvergenzradius gleich 1 ist. Die Reihe stellt also in (—1,1) eine Funktion
g dar. Setzen wir

= ﬂ ur — T
h(zx) := 0+ f l<z <1,
so gilt
W (z) = g (@) (1+2)* — g(x)a(l + )t _ g (x)(1+z) — ag(x)
(14 z)2e (14 z)ot! ’
Nun ist
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also ' = 0 und daher h = const. Wegen h(0) = 1 folgt

(l—i—x)o‘:Z(Z)xk fir —1<z<l.

k=0

Man nennt diese Reihe auch die ,,binomische Reihe“. Das Konvergenzverhal-
ten an den Stellen 41 ist etwas schwieriger zu beurteilen:

Bemerkung. Sei a € R\ Ny. Die binomische Reihe Y~ (%)™ ist fiir

n=0 \n

‘ nr=1 ‘inx:—l

a >0 |konvergent|konvergent
—1 < a < O|konvergent| divergent
a < —1 | divergent | divergent

8.3 Fourierreihen

Ein wichtiger Typ von Reihenentwicklungen wird gegeben durch die Fourier-
reihen. Fourier war Physiker, und wir wollen zunéchst kurz die physikalische
Fragestellung, bei deren Behandlung Fourier (1807) erstmals die heute nach
ihm benannten Reihen verwendete, heuristisch erlautern.

Fourier befafite sich mit Problemen der Wéarmeleitung in homogenen Me-
dien. Als besonders einfaches (idealisiertes) Wirmeleitungsproblem betrach-
ten wir einen geraden Stab der Linge ¢, den wir als ,,unendlich diinn“ anneh-
men. Seine Punkte kénnen also durch eine Koordinate x beschrieben werden,
die das Intervall [0,¢] durchlduft. In diesem Stab herrsche an der Stelle x
zur Zeit t > 0 die Temperatur T'(z,t). Wir nehmen an, die beiden Enden
des Stabes wiirden von auflen stéindig auf der Temperatur Null gehalten, und
im tibrigen sei der Stab vollkommen isoliert. Zur Zeit t = 0 herrsche eine
bekannte Temperaturverteilung, gegeben durch eine Funktion f : [0,¢] — R.
Von der Temperaturverteilung T'(x,t) ist also bekannt, dass

T(z,0) = f(z) fiir x € [0, /)
und
T0,4) =T(,t)=0  firt>0

ist. Im Lauf der Zeit werden sich nun auf Grund der Wérmeleitung die Tem-
peraturunterschiede ausgleichen. Die Frage ist, welche Temperaturverteilung
zu einer Zeit t > 0 herrscht, also wie man die Funktion T'(z,t) aus der An-
fangsverteilung T'(x,0) berechnen kann.
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Physikalische Grundannahmen und Uberlegungen fithren zu der Folge-
rung, dass die Funktion T' (unter, wie iiblich, geeigneten Differenzierbarkeits-
annahmen) der partiellen Differentialgleichung

or o*T
ot~ Moz
geniigen muf}, wobei u > 0 eine Materialkonstante ist. Wir stellen nun
zunéchst die Frage der Anfangsverteilung zuriick und suchen allgemeiner eine
Losung ¢ : [0, £] x [0,00) — R des Problems

dp D¢ B B

Um spezielle Lésungen zu finden, kann man untersuchen, ob es Losungen der
Form

p(x,t) = h(t)g(x)
gibt (,,Separationsansatz®, ,, Trennung der Verdnderlichen*). Hierzu muf} we-

gen

% _Wel), 0L =ning' (@)

also

sein. Da die linke Seite nicht von = und die rechte nicht von ¢ abhéngt, handelt
es sich um eine Konstante c¢. Somit werden wir auf die Gleichungen

h'(t) = ch(t),
g (x) = cg(x)
gefithrt. Die erste Differentialgleichung 148t sich sofort 16sen:
h(t) = be
mit einer Konstanten b. Bei der zweiten ist die Randbedingung

9(0) =g() =0

zu beriicksichtigen. Es liegt daher der Ansatz g(x) = sinaz nahe. Die Dif-
ferentialgleichung ist erfiillt, wenn af = km mit ganzzahligem k ist. Fiir die
Konstanten ergibt sich also
km k22
a=—, c=—

14 2
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Insgesamt erhalten wir, dass bei beliebigem k£ € N durch

k2 2 kmrx
or(z,t) = bee” " 'sin -

mit by = const. eine Losung des Problems (3.1) gegeben ist.

Natiirlich kann hierdurch i.A. noch nicht die gesuchte Temperaturverteilung
T(x,t) gegeben sein, denn es sollte ja T'(x,0) eine vorgeschriebene Funktion
f(z) sein. Wir erhalten aber

k
vk (x, 0)—bksm$

also fiir jedes k eine sehr spezielle Funktion.

Nun beachte man aber, dass unser Problem ,linear“ ist. Dies hat zur
Folge, dass die Summe von Losungen auch eine Losung ist, also ist durch

. 22, k
)= ene ) = Zbke i
k=1

(n € N) ebenfalls eine Losung gegeben. Fiir diese Losung ist

Z by sin —— kmr

und im Allgemeinen wird es immer noch nicht méglich sein, die Zahl n und
die Koeffizienten by so zu wéhlen, dass ¢(x,0) = f(z) ist. Hier setzt nun
Fouriers entscheidende (und damals kiithne) Uberlegung ein. Er geht davon
aus, dass man die weitgehend willkiirliche Funktion f durch die unendliche
Reihe

Z by, sin —— km

darstellen kann, wenn man die Koeffizienten by geeignet bestimmt. Alsdann
setze man

Zbke k; tskaI

Wenn die obere Reihe fiir jedes = € [0, £] absolut konvergiert, dann nach dem
Majorantenkriterium auch die untere. Die ,, Anfangsbedingung” T'(z,0) =
f(z) (fir z € [0,4]) und die ,Randbedingung®* T'(0,t) = T(¢,t) = 0 (fiir
t > 0) sind dann erfiillt. Falls es erlaubt ist, die Reihe gliedweise zu dif-
ferenzieren (einmal nach ¢, zweimal nach z), erhilt man, dass T auch der
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vorgeschriebenen partiellen Differentialgleichung geniigt. Das Problem der
Temperaturverteilung ist damit als gelost anzusehen.

Der springende Punkt bei dieser Argumentation ist natiirlich die Frage,
ob es moglich ist, eine gegebene Funktion f : [0,4] — R mit f(0) = f(£) =0
darzustellen als Reihe der Form

krx

f(x) = Zbk sin -
k=1

Mit einer Variante dieser Fragestellung befassen wir uns im Folgenden. Es
bedeutet dabei keine Einschrankung der Allgemeinheit, | = 7 anzunehmen.
Andererseits soll die Voraussetzung f(0) = f(£) = 0 fallengelassen werden,
und wir fragen allgemeiner nach der Entwicklungsmoglichkeit in Reihen der
Form

(o)
% + ;(ak cos kx + by, sin kz).

Es ist bequem, Funktionen zu betrachten, die auf ganz R definiert sind. Wenn
eine solche Funktion durch die obige Reihe dargestellt wird, ist f(x 4 27) =
f(z) fiir € R. Funktionen mit dieser Eigenschaft nennen wir 2w-periodisch.

Wir nehmen nun an, fiir eine gegebene Funktion f : R — R existiere in
der Tat eine Darstellung der Form

a > .
flx)= 50 + ;(ak coskx + b sinkzx), z € R,

wobei die Reihe sogar gleichméfig konvergent sei. Dann lassen sich die Ko-
effizienten ay, by folgendermaflen berechnen. Multiplikation mit cos max und
Integration iiber [0, 2] (beachte, dass f wegen der gleichmiifiigen Konvergenz
stetig ist) ergibt

2w

/ f(z) cosma dx

0
27 2w

= %/cosmxdx—k/z:(ak cos kz + by sin kx) cos mx dx.
4 k=1

Die rechts stehende Reihe ist ebenfalls gleichmifig konvergent (némlich gegen
f(z) cosma; beachte ||fg|l < I£Illgll), darf also nach Satz 2.4 aus Kapitel 7
gliedweise integriert werden. Es ist also
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27

/ f(z) cosmaz dx

0

27 5o 27 27
ap .
=5 /cosmm dx + g ak /coskxcosmx dx + by, /smkxcosmxdm
0 k=1 0 0

Nun findet man leicht durch partielle Integration:

27 27
/coskxcosmxdz:/sinkxsinmxd:c:() fiir k #m
0 0

27

/sin kx cosmx dz = 0,
0

27 27
/COSzkxd(E:/SiI’IQk{Ed{E:W fiir k > 1.
0 0

Damit erhélt man

2w

/f(x) cos mx dx fiir m € No.
0

1
O, = —
T

Ganz analog beweist man

2
1
by, = /f(x)sinmxdx fiir m e N.

™
0

Man bezeichnet nun ganz allgemein fiir jede 27-periodische Funktion f und
fiir k € Ny die Zahlen
2
ai = — [ f(x)coskxdx,
71'
0
27

by = l/f(:c) sin kx dzx,
7T
0

(k € Np) falls diese Integrale existieren, als die Fourierkoeffizienten von f
und nennt die Funktionenreihe

o0
% + ;(ak cos kx + by sin kx)



8.3 Fourierreihen 171

die Fourierreihe von f. Dabei ist (analog wie bei Taylorreihen) nichts dariiber
ausgesagt, ob diese Reihe iiberhaupt (und fiir welche z bzw. in welchem
Sinne) konvergiert und ob sie im Konvergenzfall gegen f(z) konvergiert. Die
Beantwortung dieser Fragen erfordert eingehendere Untersuchungen.

Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir aber die hier sehr zweckméfige
komplexe Schreibweise einfiihren. Es ist ja

. 1 . A , .
e = cosx +isinz, cosx = 5(6” +e '), sine = — (' —e ).
Damit ergibt sich fiir k € Ny

1 . . P _
ay coskx + by sinkx = ay, - 5(6““ + e kTy _ . - %(em — e tke)
1 . ikx 1 : —ikx

= i(ak — by ) e 4+ §(ak + iby)e

_ Ckezkx + C,ke_lkx

mit

DO —

. 1 ,
C = f(ak — Zbk), C_f = §(ak + Zbk>7

also fiir n € N
a0 4 En (ay cos kx + b sin kx)
2

=1
n

=co+ (Ckezkz_’_cikefzka:)
k=1

— E Ckeikx

k=—n

=

Die Folge (>__., cke““)neN kiirzt man ab mit

§ Ckeikx

k=—o0
Dies ist also ebenfalls die Fourierreihe von f, nur in komplexer Schreibweise.
Es ist weiter zweckméfig, auch komplexwertige Funktionen f : R — C
zuzulassen. Jede solche Funktion 148t sich eindeutig darstellen in der Form

f = u + iv mit reellen Funktionen w,v. Man definiert dann (falls v und v,
eingeschrinkt auf [a, b], Regelfunktionen sind)

b b b
/f(ﬂf) dx 5=/u(33) dm—i—i/v(x) dz.
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Mit dieser Konvention ist fiir kK > 0

1 )
C = i(ak — Zbk)

27
1
= */f(z)(coskx—isinkx) dx
27
0
27
= i/f($)67ikw dx
o
0
und
27
_1( —I—'b)—i/f()““d
C—k—2ak Zk_27r z)e T,
0
somit
1 27
Cr = g/f(iv)e_“” dr  fic k € Z.

0

Wir wollen hier auch komplexwertige Funktionen f zulassen, erkliren dann
die Fourierkoeffizienten ¢, von f durch diese Gleichung (falls die Integrale
existieren) und nennen die Reihe

die Fourierrethe von f.

Die Konvergenztheorie der Fourierreihen wird dann besonders einfach
und iibersichtlich, wenn man nicht nach der (i.a. selbst bei stetigen reellen
Funktionen nicht vorliegenden) punktweisen Konvergenz fragt, sondern nach
Konvergenz in einem schwécheren Sinne. Mit dieser auch fiir Anwendungen
wichtigen Konvergenz wollen wir uns hier befassen.

Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir betrachten die Menge V' der Funktionen f : R — C mit f(z+27) = f(x)
fir z € R und der Eigenschaft, dass Real- und Imaginérteil von f, einge-
schréankt auf [0, 27], Regelfunktionen sind. Offenbar ist V' (mit den {iblichen
Verkniipfungen) ein Vektorraum iiber C.
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Definition. Fiir f,g € V sei

(1) = 57 [ )@ da.

0
Die komplexe Zahl (f, g) heiit das Skalarprodukt von f und g.

3.2 Satz. Die Abbildung (-,-) : V x V — C hat die folgenden Eigenschaften
(fir f,g,h € V und A € C):

(1) (f+g,h) = (f,h) + (g, )
(2) (frg+h)=(f.9)+{f,h)
(3) (A\f.g) = Xf.9)
(4) (f. Ag) = X[, 9)

(5) (9, ) = (f.9)

(6) (f,f) >0 (d.h. (f,f) ist reellwertig und nichinegativ)
(7) [{f:9)1> < (f, F){g,9)

(8) N (F+g.f+9) < VN +V{9.9)-

Beweis. (1) — (6) folgen unmittelbar aus der Definition; bei (6) beachte man
ff=1f? >0. Wegen (6) sind die Wurzeln in (8) im Reellen erklért.

(7) Nach (6) gilt fiir f,ge V und A€ C
(f+Ag.f+Ag) 20,

also unter Verwendung von (1) — (5)

(f, Y+ X[, 9) + M, 9) + AXg,9) > 0.

Ist (g, g) # 0, so kann man

(f,9)

A=)

einsetzen und erhilt die behauptete Ungleichung. Ist (g, g) = 0, so setze man
A = —n(f,g); es folgt [{f,g)|> < 1/2n(f, f), also (da n € N beliebig ist)
Il <0=(f f)g,9)
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(8) Aus (7) folgt

Re(f,g9) < [{f,9)| < V[, F)(9,9),

also
(fHg.f+a) =D+ {9+ {9+ {99
= (f, f) +{9,9) +2Re(f, 9)
<(f, ) +4{9,9) + 2/ ([, ){9,9)
- (VTP +Vaa) -
woraus (8) folgt. L]

Definition. Fir f € V ist

[fll2 := V£, £)
die Lo-Norm oder Hilbert-Norm von f.

Die Ungleichungen (7) und (8) aus Satz 3.2 schreiben sich damit in der
Form

Kol < (I f1l2llgll2
(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und

I+ gl < £z + llgll2;

letzteres ist die Dreiecksungleichung fiir die Lo-Norm. Fiir die Ly-Norm gilt
auch ||[Af]l2 = |A| | fllz und || f]l2 = 0 fiir f = 0. Allerdings folgt aus || f|l2 =0
nicht, dass f die Nullfunktion ist.

Wir erinnern uns daran, dass wir schon frither Konvergenz im Sinne einer
Norm erklart hatten, und definieren:

Definition. Seien f, f,, € V (n € N). Die Folge (f,)nen heiit konvergent im
quadratischen Mittel (oder konvergent in der Lo-Norm) gegen f, wenn

T [[f ~ full2 =0

ist.

Die Bezeichnung ,,im quadratischen Mittel“ ist naheliegend wegen
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2
15 = 5l = 57 [ 1£() = fulo)? do
0

der rechts stehende Ausdruck 148t sich als Mittelwert der quadratischen Ab-
weichung von f und f, ansehen. Man beachte, dass eine im quadratischen
Mittel konvergierende Funktionenfolge nicht punktweise konvergent zu sein
braucht.

Wir betrachten jetzt speziell die durch
ikx

ep(z) =€

definierten Elemente e, € V' (k € Z) und berechnen (eg, €,,,). Nach Definition
ist

27 o
L[ ik ime 1 [,
<€k,6m> [ — /ezkxezmx der = — /ez(kfm)x da
2m 27
0 0
1 2m o
=5 /cos(k—m)xd:ﬂ—i—i/sin(k—m)xdx
™
0 0
)1 fir k = m,
T lo fiir k£ m.

Allgemein nennt man zwei Elemente f,g € V mit (f,g) = 0 orthogonal, und
eine Folge (bg)kez in V heifit Orthonormalsystem, wenn

1 fir k=m
<bkvbm> = ..
0 fir k #m

ist.

Im folgenden sei jetzt zuniichst ein beliebiges Orthonormalsystem (bg)xez
gegeben. Ist f € V| so nennt man die durch

cr = (f, br)

definierten komplexen Zahlen die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des
gegebenen Orthonormalsystems. Die frither definierten speziellen Fourierko-
effizienten sind also genau diejenigen beziiglich des speziellen Orthonormal-
systems (ey)rez- Die Reihe

Z Ckbk

kEZ
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nennt man die Fourierreihe von f beziiglich des Orthonormalsystems (by)rez.

Sei jetzt f € V gegeben, und seien a_,,, . . . , a,, beliebige komplexe Zahlen.
Wir wollen

Hf— > by

berechnen und aus dem Ergebnis wichtige Folgerungen ziehen. Es ist (Sum-
mation jeweils von —n bis n)

Hf—ZakkaZ = <f_zakbk7f_zajbj>
Zak bk, Za] f7 <Zakbk,2aj >

2

und
<Zakbk’zajbj> Zak@] bi, b; Zakak

Ferner ist

>l — anl = (ex — an) (@ — aF)
=D onlk — ) aklh — ) @ick + ) .

Damit ergibt sich

7= S onbal[s = 1708 3 lenl? + 3 e — e

Hieran lesen wir folgendes ab:

(1) If = Xr__, arbgl|3 wird genau dann minimal, wenn ay = ¢ fiir
k = —n,...,n) ist. Dies ist also eine Charakterisierung der Fourierko-
effizienten durch eine Extremaleigenschaft: f wird durch eine Linearkom-
bination der Vektoren b_,,, ... b, im Sinne der Ls-Norm genau dann am
besten approximiert, wenn man als Koeffizienten die Fourierkoeffizienten
wéhlt.

(2) Wéhlen wir jetzt oy = cg, so lautet die obige Gleichung

I3 = D lel® = Hf Z Ckbk

k=—n k=—n

)
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und dies ist > 0. Es folgt die Konvergenz der Reihe Y 7o
Ungleichung

lex|? und die

— 00

oo

Y e < IF115-

k=—oc0
Genau dann gilt hier das Gleichheitszeichen, wenn

n

f= Z Crbk

k=—n

lim =0
n—oo

ist.

Wir fassen die erhaltenen Ergebnisse zusammen und ergénzen sie durch einige
neue Bezeichnungen.

3.3 Satz. Sei (by)rez ein Orthonormalsystem in V, sei f € V, und seien
ck = (f,br), k € Z, die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des Orthonor-
malsystems (b )kez. Dann gilt

Z lex|? < |If1I3 (Besselsche Ungleichung).

k=—o0

Die Fourierreihe von f konvergiert genau dann im quadratischen Mittel gegen
f, d.h. es gilt

nh—>Holo f- Z cebr|l =0,
k=—n 2
wenn
Z lek)? = || fII3 (Parsevalsche Vollstindigkeitsrelation,) (3.4)
k=—o00

gilt. Das Orthonormalsystem (by)kez heifit vollstindig, wenn (3.4) fir jedes
f eV gilt.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen kehren wir zum speziellen Ortho-
normalsystem (ey)rez zuriick und zeigen:

3.5 Satz. Das Orthonormalsystem (eg)rez ist vollstindig.

Fiir jede Funktion f € V konvergiert also die Fourierreihe

oo
§ Ck ezkx

k=—o00
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mit
27
— 1 f( ) 7ikzd
=5 T)e x
0
im quadratischen Mittel gegen f(z), d.h. es ist
2T n 2
: o ikx _
nl;ngo flx) kz cre drx =0
0 =—n

oder, anders geschrieben,
lim [|f — Su[f]]l2 =0,
n—oo

wenn wir (wie auch im folgenden) mit

Snlf] = Z cpett®

k=—n

die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f bezeichnen. Nach Satz 3.3 ist die
Konvergenz der Fourierreihe gleichwertig mit (3.4), oder anders geschrieben
mit

00 27
> laP =5 [P de (36)
k=—o00 0

Zum Beweis von (3.6) nehmen wir zunéichst f von einer sehr speziellen Gestalt
an. Sei 0 <a <b <27 und

1 fira <z <b,
0 fir0<z<aundb<zx<2m,

f(@) = Xap (2) = {

im iibrigen sei f(z 4 27) = f(z). Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten von
f erhalten wir
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also
o2 = 1—cosk(b—a)
Gl = 2m2k?2
Somit ist
= o, (b—a)? 1 =1 1 < cosk(b—a)
Dol =t m) m o E )
k=—o0 k=1 k=1

Zur Berechnung der letzten Summe folgt eine lingere Zwischenrechnung.

Behauptung.

o0 .k _
;Slnk$:w2x fiir 0 < z < 2.

Beweis.

k=1 k=—n k=0
. . 1 ) 1
Cimt 62(2n+1)t -1 B ez(n+5)t _ 671(n+§)t

ot —1 et — e 3t

sin(n+ 3t

)

1
sin 515
also

i sinfn+ L)t 1
Zcoskt: (712> — 5
Pt 2sm§t

Integration von 7 bis x ergibt

x
n

Z sinkr / sin(n + §)t P
= — - .
— k J 2sin 5t 2

Fiir n — oo konvergiert das Integral gegen 0, da die reellen Fourierkoeffizien-
ten einer Regelfunktion wegen der Besselschen Ungleichung gegen 0 konver-
gieren. L]

Behauptung. Fiir § € (0,7) ist die Reihe Y -, sin kz/k gleichmiBig kon-
vergent in [d, 27 — .
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Beweis. Setze

n

k=1

Sn(x) := Zsin kx =Im (Z e““”) .
k=1

Fir 6 <z <27 —§ gilt

|sn (@)

IN

IN

Fiir m > n > 0 folgt

sin kx
2

k=n

= "5
Slni

Zezk:v :’67,:6‘ e, ‘
e —1
k=1
2 1
— == < —5.
e% _ 6_121 sm§ 51115
sip(x) — sp—1(x)
k
1 1 N Sm(x)  sp_1(x)
k k41 m+1 n
1 1 1 1 2
- — + o) =—
n m+1 m+1 n nsin S

2

Nach dem Cauchy-Kriterium 1.1 folgt die gleichméfige Konvergenz.

Behauptung.

oo
cos kx

k2
k=1

<

Beweis. Setze F(z) := > po, coskxz/k?. Diese Reihe ist nach dem Majo-
rantenkriterium gleichméflig konvergent. Fiir beliebiges § > 0 ist die Reihe
— > i sinkx/k auf [6, 2 — §] nach der 2. Behauptung gleichméBig konver-

Tr—T 2 7T2
2 12

gent. Nach Satz 1.3 und der 1. Behauptung folgt

2
also F(z) = (x;ﬂ-) +c.

2

Nun ist

0

)

3

F(z)dx = T+ 27e,

6

und dies ist andererseits nach Satz 2.4 aus Kapitel 7

fir z € [0, 27].
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2w 00 1 5o 1 27
cos kx
:/ dezzﬁ/coskxdxzo.
0 k=1 k=1 0
Also ist ¢ = 77{—;, womit die 3. Behauptung bewiesen ist. ]

Jetzt kénnen wir unsere oben begonnene Rechnung fortsetzen und erhal-
ten

> b-—a)? 1 72 1 (b—a-=n\" 1 =2
S el = N e A s
472 2 6 w2 2 w2 12

b —

_ a _ 2
=2t

Die Gleichung (3.6) ist fiir diese spezielle Funktion f also bewiesen.

Nun sei f : [0,27] — R eine Treppenfunktion. Dann gibt es endlich viele
Funktionen f1,..., f der oben betrachteten Art und reelle Zahlen aq, ..., a,
mit f = Z;Zl «; fj. Allgemein sei mit S, [g] die n-te Partialsumme der Fou-
rierreihe von g bezeichnet, also

g(x)e e da.

R
=
—
8
=
I
o)
ol
&
)
.
B
8
o)
Enl
&
Il
o
\:.”

Dann gilt
1 = Sulflle = || Y- asds = D auSal|
j=1 j=1

<N lajlilfy = Salfilla =0 firn — oo
j=1

nach dem bereits Bewiesenen und Satz 3.3.

Schliefllich sei f : [0,27] — R eine Regelfunktion. Zu ¢ € RT existiert
eine Treppenfunktion ¢ auf [0, 27] mit |f(x) — ¢(x)| < &/2 fiir € [0, 27]. Fiir
g := f —t folgt

n £ 2
lo — Sulalld = lgl3 — > lesloll® < gl < (5) -
k=—n

Nach dem bereits Bewiesenen existiert ein ng € N mit ||t — S, [t]]|2 < €/2 fiir
n > ng. Fiir n > ng gilt also

I1f = Sulflll2 < lg = Sulglllz + It = Sult]]l2 < % i g —
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Somit ist
lim [|f — S,[f]l[2 = 0.
n— o0

Die Ausdehnung auf f € V ist jetzt trivial und wir haben (3.6) fiir alle f € V
bewiesen.

Gegeniiber der Konvergenz im quadratischen Mittel ist die Beurteilung
der punktweisen Konvergenz einer Fourierreihe wesentlich schwieriger. Selbst
fiir stetiges f braucht die Folge (S,[f])nen der Partialsummen der Fourier-
reihe von f nicht punktweise gegen f zu konvergieren. Erstaunlicherweise gilt
aber, dass die arithmetischen Mittel dieser Partialsummen sogar gleichméfig
gegen f konvergieren, wie der folgende Satz zeigt.

3.7 Satz (Fejér). Ist f : R — R 27w-periodisch und stetig und wird

aalf] = (Solf]+ -+ Sual)

gesetzt, so konvergiert die Folge (on[f])nen gleichmdfig gegen f.

Beweis. Es ist

27
n 1 ) )
§ %/f(t)e—zkt dt ezkm
0

k=—n

2
1 Sy
27/f(2(:) Z elk(m—t) dt
7

0

k=—n

27
_ %/f(t)Dn(m—t) dt
0

1 s
o / flx—t)D,(t)dt [Substitution und Periodizitét]
I

mit
n

D, (z) = Z etk

k=—n

Wir bemerken

[N}
Y|
-
3
—
&
U
8
I
~
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und

(eim o 1)Dn(x) _ 6i(nJrl)z - efinx.

Multiplikation mit e~ 2 ergibt
si(n +
Dy(a) = 220 2)
Sin 3
Setze
Fn (DO + - + Dn 1)
dann ist
27
1
/Fn(x) der =1
21
0
und
1 " sin(k + L)z
F _ 2
n(®) n Z sin
k=0
Aus
n—1 n—1 6inz 1
i+ _ % L
- emT _ _ cosnr — 1 +isinnz
76%76_% N 2isin%
folgt
n 2 nx
1 — cosnx sin” &
in(k+ He = = 2
D sin(k+ g)r = 5 = e
also
1 /sin 22\ 2
o=+ (57)
n \ sin 3
was insbesondere F),(z) > 0 impliziert. Nun ist
ey | 12t g
i) =3 sl =1 3 5 / ©— t)Dy(t) dt
k=0 k=0

183
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also

() = onlfl(@)]

2m

- %/Fn(t) dt - f(z) — %/f(x—t)Fn(t) dt
g 0

<5 [ 10— 0~ f@)Fate) dt

Zu gegebenem € > 0 existiert ein § > 0 mit § < 7 und
[fz—t)— flx)|<e  fir [t] <9,
da f nach Satz 3.5 aus Kapitel 4 gleichméfig stetig ist; ferner ist
lflx —t)— f(x)| <M fiir alle z und ¢

mit passendem M. Es folgt
[ 15 == s@lF 0 d

- / @ —t) — f(@)|Falt) dt + / o — 1) — f(@)| Falt) de

[t]<d [t|>6

. 2
1 [sinZt M 2
§527r+M/[, f} dt < et ———
n | SIin 5

tos 3 n (Sin 5)2

Fiir n > ng mit passendem ng ist der letzte Summand kleiner als € 27, also
ist |f(z) — on[f](x)] < 2¢ fiir n > ng. m

Wir wollen an den Satz von Fejér noch zwei Bemerkungen anfiigen.
Zunéchst soll noch einmal kurz das Wesen der dort verwendeten Summie-
rung herausgestellt werden. Fiir eine Reihe

o0
Do
k=0

bildet man die Mittel der Partialsummen, also
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_sos it tsa
" n+1
ap+(ap+a1)+(ap+ar+a2)+---+(a+a+--+ay)
n+1
n—1 1

n+1a1+n+1a2+“'+n+1

k=0 n+

Gegeniiber der Bildung der Partialsumme Y, _, a, werden hierbei also die
Summanden aj; mit Gewichten versehen, die von n abhéingen und mit &
abnehmen.

:a0—|—

Qp

Sodann wollen wir darauf hinweisen, dass man aus dem Satz von Fejér
leicht einen wichtigen Satz iiber die gleichméfiige Approximierbarkeit stetiger
reeller Funktionen durch Polynome herleiten kann.

3.8 Satz (Approximationssatz von Weierstrafl). Sei g : [a,b] — R stetig und
€ > 0. Dann existiert ein Polynom P mit

lg(z) — P(x)| <e fir alle x € [a,b].

Beweis. O.B.d.A. sei a = —1 und b = 1. Setze

fle) :=g(cosp)  fir —m<p<m

und ergénze f zu einer 2m-periodischen Funktion. Wegen f(—m) = f(m) ist
f stetig. Nach dem Satz von Fejér existiert ein n € N mit

|f(¢) —onlfl(p)| <e  fiir alle p € R.
Die reelle Fourierreihe von f ist von der Form
a o0
fle) ~ 50 + ;Oak cos ko,

denn wegen f(p) = f(—p) verschwinden alle bg. Da cos k¢ sich als Polynom
in cos ¢ ausdriicken 148t ist

anlfl(p) = P(cosp)
mit einem Polynom P. Es ist also
|g(cosp) — P(cos )| < e fiir alle ¢
und daher

lg(z) — P(z)] <e fiir alle z € [-1,1]. "
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In diesem Kapitel sollen einige Aussagen iiber Konvergenz, Stetigkeit und
damit zusammenhéingende Begriffsbildungen in einem allgemeineren Rahmen
betrachtet werden. Diese Verallgemeinerung geschieht nicht um ihrer selbst
willen, sondern ist zweckméfig, damit man in verschiedenartigen konkreten
Fillen nicht gleichartige Sachverhalte stets neu beweisen musf.

Zur Motivation soll zunéchst an einige Definitionen aus Analysis I erinnert
werden. In Analysis I, Abschnitt 3.1, wurde definiert:
Definition. Sei (a,)nen eine Folge in R, sei a € R. Die Folge (ay,)nen heifit
konvergent gegen a, wenn gilt:
Ve € R Ing €N Vn >ng : |a, —al <e.
In Abschnitt 5.2 haben wir in vollig gleichlautender Weise die Konvergenz

einer Folge komplexer Zahlen erkléirt. Dabei bezeichnete |z| den Betrag einer
komplexen Zahl z.

In Abschnitt 8.1 tauchte eine dhnliche Definition auf. Sei D C R. Fiir jede
beschrankte Funktion f: D — R ist durch

[ £1l := sup [f(z)]
xeD

die Supremumsnorm von f erklirt. Seien jetzt f, f, (n € N) beschrinkte
reelle Funktionen auf D.

Definition. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichmifiig (oder im Sinne der
Supremumsnorm) gegen f, wenn gilt:

Ve e RY Ing e N Vn>ng: | fn— fll <e

Die Definition sieht formal wieder genau gleich aus wie oben, obwohl die
Folgenglieder keine Zahlen mehr sind, sondern Funktionen, und die Norm
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Il - || daher eine andere Bedeutung hat. Trotzdem erinnern wir uns, dass ei-
nige einfache Aussagen iiber diese Konvergenz sich vollig analog wie im Be-
reich der reellen Zahlen beweisen lieBen. Wie eine genauere Analyse dieser
Beweise zeigt, werden dabei nur wenige formale Eigenschaften des ,, Abstan-
des® ||fn — f]| benutzt. Man kann daher eine abstrakte Konvergenztheorie
entwickeln, wenn man nur auf einer Grundmenge einen Abstandsbegriff mit
entsprechenden formalen Eigenschaften zur Verfiigung hat. Einen solchen Ab-
stand nennt man eine ,,Metrik“ und eine Menge mit einer Metrik dann einen
,metrischen Raum®“.

Nicht nur Konvergenz 148t sich in diesem allgemeinen Rahmen behandeln.
In Analysis I, Abschnitt 5.2, haben wir erklért:

Definition. Sei f : D — R eine Funktion (mit D C R) und a € D. Die
Funktion f heif}t stetig in a, wenn gilt:

VeeRY I6eRT VzeD: (|z—a| <d=|f(z)— fla)] <e).

Auch hier kommen nur die ,Abstinde“ |z — a| und |f(z) — f(a)| vor.
Die Beweise einiger einfacher Aussagen {iber stetige Funktionen benutzen
nur die formalen Eigenschaften dieser Absténde. Dementsprechend 14t sich
auch Stetigkeit allgemein in metrischen Rdumen behandeln.

Im Zusammenhang mit der Untersuchung stetiger Funktionen hatten wir
ferner in Analysis I sogenannte topologische Begriffe benutzt wie Umgebunyg,
offen, abgeschlossen, kompakt. Auch diese Begriffe erfordern zu ihrer Defini-
tion nur den Abstandsbegriff (oder noch weniger) und lassen sich daher in
wesentlich allgemeinerem Rahmen erfolgreich einsetzen.

9.1 Metrische und topologische Grundbegriffe

1.1 Definition. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Metrik auf M ist eine
Abbildung d : M x M — R mit folgenden Figenschaften. Fir alle x,y,z € M
gilt

(a) d(z,y) 20;d(z,y) =0z =y,
(b) d(z,y) = d(y,x),
(¢) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (,Dreiecksungleichung®).

Ist d eine Metrik auf M, so heifst die Zahl d(z,y) der Abstand von x und y,
und das Paar (M,d) heifft metrischer Raum.
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Bemerkung. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Die Elemente von M werden
hiufig als ,,Punkte® bezeichnet. Oft wird auch einfach M als metrischer Raum
bezeichnet, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Metrik auf M
vorgegeben ist.

Beispiele. (1) M =R, d(z,y) = |z — y| ,

(2)
3)

M:(Cv d(l‘,y) = |J}—y| )

Sei M die Menge aller endlichen 0-1-Folgen der Lénge n. Fir z =

(51) s 7577,)? Yy = (771, s ann) € M7 §ia77i € {07 1}7 sei d(l‘,y) die An-
zahl der Indizes i € {1,...,n} mit & # n;. Dann ist d eine Metrik auf M,
und d(z,y) heifit der Hamming-Abstand von z und y,

M =R",

d((l’l, cee axn)v (y17 cees yn)) = \/($1 - y1)2 +-+ (-rn - yn)2
(,euklidische Metrik®, , /2-Metrik®),

M =TR2,
d((z1,72), (y1,92)) = [21 — y1| + [v2 — y2|
(, Taxi-Metrik®, ,,/-Metrik®),

M #0,

d(z,y) 1, wenn x # vy,
x,y) =
Y 0, wenn r = y.

(,,diskrete Metrik*),

Sei V ein Vektorraum iiber R oder C. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
|- 1] : V— R mit folgenden Eigenschaften. Fiir alle z,y € V gilt

(a) |lz|| > 0;]|z|| = 0 & x = 0 (Nullvektor),
(b) |[Az|| = [M||z]| fir A € R bzw. A € C,
©) Mz +yll < llzll + llyll.
Ist || - || eine Norm auf V, so wird durch
d(z,y) == ||z — vy fir z,y eV

eine Metrik auf V induziert.
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(8) Sei M die Menge aller Folgen reeller Zahlen. Auf M wird eine Metrik
erklart durch

o0

1 |z —
d(z,y) == — 7 )
;W 1+ |z =yl

fir x = (l‘j)jel\h Y= (yj)jGN € M.

(9) Seien (M,d), (M’,d") metrische Rdume. Dann werden auf dem Produkt
M x M’ Metriken erklért durch

di((z,2"), (y,9)) = d(z,y) +d'(«',y)
und durch

dy((z,2"), (y,y)) == Vd(x,y)> + d'(a/, y)2.

Unmittelbar einzusehen ist auch die Richtigkeit der folgenden Definition
und Behauptung.

1.2 Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum und O # M’ C M eine
Teilmenge. Dann wird durch die FEinschrinkung

d' = d|prxr
auf M' eine Metrik d' gegeben. (M',d’) heifft Unterraum oder Teilraum von
(M, d).

Im folgenden sei (M, d) ein gegebener metrischer Raum.

1.3 Lemma. Fiir alle z,7,y,y € M gilt die ,,Vierecksungleichung*

|d(z,7) — d(y,y)| < d(z,y) + d(z,7).

Beweis. Aus der Dreiecksungleichung folgt

d(z,7) < d(z,y) +d(y,T)
<d(z,y) +d(y,y) +d¥,2)

also

d(z,7) — d(y,y) < d(z,y) + d(T,7).
Analog ergibt sich

d(y,y) — d(z,7) < d(z,y) + d(z,7)

und damit die Behauptung. [
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Wir iibertragen nun einige aus Analysis I bekannte Begriffsbildungen
metrischer und topologischer Art in den allgemeineren Rahmen metrischer
Réume und beweisen dariiber eine Reihe einfacher Aussagen, die im Spezial-
fall bereits vertraut sind.

1.4 Definition. Eine Teilmenge A C M heifst beschrinkt, wenn es eine
Zahl ¢ € RT gibt mit d(x,y) < c fiir alle z,y € A. Ist A beschrinkt, so heifit
die reelle Zahl

6(A) == sup d(z,y)
T, y€A

der Durchmesser von A.

1.5 Satz. Die Vereinigung von endlich vielen beschrinkten Mengen ist be-
schrankt.

Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe.

1.6 Definition. Sei x € M, ¢ € RT. Die Menge
Ulz,e) :={y € M | d(z,y) <e}

heifst offene Kugel um x mit Radius €.

1.7 Definition. Fine Teilmenge A C M heiffit Umgebung des Punktes
x € M, wenn ein ¢ € Rt ezistiert mit U(x,e) C A. Die Menge A heifit
offen, wenn zu jedem x € A ein ¢ € R emistiert mit U(x,e) C A.

FEine Menge ist also genau dann offen, wenn sie Umgebung fiir jeden ihrer
Punkte ist.

1.8 Satz. Jede offene Kugel ist offen.

Beweis. Die offene Kugel U(x,¢) in M sei gegeben. Sei y € U(x,e). Dann
ist d(z,y) < ¢, also &’ :== ¢ —d(z,y) > 0. Ist z € U(y,e’), so ist d(z,2) <
d(z,y) +d(y,z) < d(z,y) + &’ =¢, also z € U(z,¢). Da z € U(y,e’) beliebig
war, ist U(y,e’) C U(x,e). Da y € U(x,e) beliebig war, ist U(x,¢) also
offen. (]

Das System aller offenen Teilmengen von M hat die folgenden Eigenschaf-
ten.

1.9 Satz. Es gilt

(a) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.
(b) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.

(¢) O und M sind offen.
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Beweis. (a) Sei (A;)ier (I eine Indexmenge) eine Familie offener Teilmengen
von M. Setze A := J,c; Ai. Sei x € A. Dann gibt es ein i € I mit z € A;.
Da A; offen ist, existiert ein ¢ € R mit U(z,e) C A; C A. Daz e A
beliebig war, ist A offen.

(b) Sei (A;)icr (E eine endliche Indexmenge) eine endliche Familie offener
Teilmengen von M. Setze B := (),.p A;. Sei v € B. Fiir jedes i € F gilt
x € A;; da A; offen ist, existiert ein g; € RT mit U(x,e;) C A;. Setze
¢ :=min{g; | i € E}. Da E endlich ist, existiert das Minimum und ist
positiv. Es gilt U(x,e) C U(x,¢;) C A; fiir alle ¢ € E, also U(x,e) C B.
Da z € B beliebig war, ist B offen.

(c) ist trivial. n

1.10 Definition. Sei A C M und x € M. Der Punkt x heifst Berithrpunkt
von A, wenn jede Umgebung von x einen Punkt von A enthdilt, und x heifit
Haufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von x einen Punkt aus A\ {x}
enthdlt. Die Menge A heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Beriihrpunkte
enthdlt.

Es sei daran erinnert, dass man (unter Bezugnahme auf eine bestimmte
vorliegende Grundmenge M) unter dem Komplement einer Teilmenge A C M
die Menge

A¢ =M\ A

versteht und dass (A°)¢ = A ist.

1.11 Satz. Die Teilmenge A C M st genau dann abgeschlossen, wenn ihr
Komplement A¢ offen ist.

Beweis. Sei A abgeschlossen. Sei x € A°. Dann ist x nicht Beriithrpunkt von
A, also existiert ein ¢ € R* mit U(z,e) N A = (), das heifit mit U(z,e) C A°.
Da x € A€ beliebig war, ist A° offen.

Sei A€ offen. Sei x Beriihrpunkt von A. Angenommen, es wire x ¢ A,
also z € A°. Da A° offen ist, existiert ein e € R* mit U(z,e) C A¢, also mit
U(z,e)NA = (), folglich ist x kein Beriihrpunkt von A. Aus dem Widerspruch
folgt x € A. Da x ein beliebiger Beriihrpunkt von A war, ist A abgeschlossen.

m

Beispiel. In einem Raum mit diskreter Metrik d ist jede Teilmenge offen,
denn mit z € A ist U(x,1) = {z} C A. Nach Satz 1.11 ist daher auch jede
Teilmenge abgeschlossen.
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Im allgemeinen ist eine Teilmenge eines metrischen Raumes weder offen
noch abgeschlossen.

Unter Verwendung von Satz 1.11 und den de Morganschen Regeln (| A;)¢ =
N A¢ und (N A;)° = U AS ergibt sich aus Satz 1.9 sofort die folgende duale
Aussage.

1.12 Satz. FEs gilt
(a) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen.

(b) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen.

(¢) M und 0 sind abgeschlossen.

1.13 Definition. Sei A C M und x € M. Der Punkt x heiffit innerer Punkt
von A, wenn ein € € RT existiert mit U(z,e) C A (also wenn A Umgebung
von x ist). Der Punkt x heifit Randpunkt von A, wenn jede Umgebung von
x Punkte aus A und aus A° enthdlt. Die Menge A° aller inneren Punkte
von A heifit das Innere oder der offene Kern wvon A; die Menge A aller
Beriihrpunkte von A heif$t die abgeschlossene Hiille von A, und die Menge
0A aller Randpunkte von A heifit der Rand von A.

Bemerkung. Unmittelbar aus den Definitionen folgt A = AUJA und 0A =
A\ Ae.

1.14 Satz. Sei A C M. Das Innere A° ist die Vereinigung aller offenen
Teilmengen von A; A° ist offen. A ist abgeschlossen und ist der Durchschnitt
aller abgeschlossenen Teilmengen von M, die A enthalten.

Der Beweis kann als Ubungsaufgabe dienen.

1.15 Definition. Eine Teilmenge A C M heifst dicht, wenn A= M ist.

Beispiel. Q (vgl. Satz 4.8, Kapitel 1) und R\ Q sind dicht in R.

9.2 Konvergenz und Vollstindigkeit

Im folgenden liegt wieder ein fester metrischer Raum (M, d) zugrunde.

Die Konvergenz einer Punktfolge in einem metrischen Raum kann wortlich
so wie fiir Folgen reeller Zahlen erklirt werden, wenn der Abstand reeller
Zahlen durch den allgemeinen Abstand ersetzt wird.
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2.1 Definition. Sei (x,)nen eine Folge in M, sei x € M. Die Folge (x,)nen
konvergiert gegen x, und x heifst Grenzwert (Grenzpunkt, Limes) der Folge,
geschrieben

lim z, =z oder Tp = T (n— 00),
n— oo

wenn zu jeder Umgebung U von x ein ng € N existiert mit
z, €U fiir alle n > nyg.

Die Folge (xn,)nen heifft konvergent, wenn sie konvergent gegen ein x € M
15t.

Man beachte, dass bei Verwendung der Schreibweisen lim x,, = x etc. stets
klar sein muf, auf welche Metrik sich diese Konvergenz bezieht.

Wir geben noch zwei offensichtlich dquivalente Umformulierungen der
Konvergenzdefinition an:

lim z, =2 Ve € RT Ing €N Vn >ng:d(z,,z) <e

n—oQ

& lim d(z,,z) =0.

n— oo

Einige elementare Aussagen iiber Konvergenz lassen sich analog wie in Ana-
lysis I beweisen.

2.2 Satz. Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei (zy,)nen eine Folge in M, die sowohl gegen z als auch gegen y
konvergiert. Angenommen, es wire x # y. Dann ist d(z,y) > 0. Zu ¢ :=
%d(x, y) gibt es nach Voraussetzung ein ng € N mit d(z,z,) < & fir n > ng
und ein 7y € N mit d(y,x,) < € fiir n > ny. Fiir n > max{ng,n1} gilt also

d(z,y) < d(z,25) + d(@y,y) <e+e=d(z,y).
Aus diesem Widerspruch folgt z = y. n

Die Folge (zy,)nen heiit beschrinkt, wenn die Menge {x,, : n € N} be-
schrankt ist.

2.3 Satz. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (zp)nen konvergent gegen x. Dann gibt es ein ng € N mit
d(z,z,) < 1 fiir n > ng. Mit

¢:=max{l,d(z,z1),...,d(z,Tpn,—1)}
gilt also fiir beliebige n,m € N

Az, xm) < d(xn, ) + d(z,2m) < 2c. ]
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Bemerkung. Der wichtige Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 1.3, Kapi-
tel 4) aus Analysis I besagt, dass in R jede beschrinkte Folge reeller Zahlen
eine konvergente Teilfolge besitzt. Diese Aussage 148t sich nicht auf allgemei-
ne metrische Radume {iibertragen. Zum Beispiel besitzt eine injektive Folge
in einem Raum mit diskreter Metrik keine konvergente Teilfolge, ist aber
beschrénkt.

2.4 Satz. Jeder Berihrpunkt von A C M ist Limes einer Folge in A.

Beweis. Sei z Berithrpunkt von A. Fiir jedes n € N ist dann U(z, )N A # 0;
wir kénnen also einen Punkt z,, € U(z, %) N A auswihlen. Damit ist eine
Folge (zy)nen definiert, die wegen d(z, x,) < = gegen x konvergiert. m

Hieraus folgt insbesondere: Die Menge A C M ist genau dann abgeschlos-
sen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A ebenfalls in A liegt.

Wenn zwei Folgen konvergieren, so konvergieren auch die Abstédnde ent-
sprechender Punkte:

2.5 Lemma. Auslimz, =z und limy, =y folgt limd(z,,y,) = d(z,y).

Beweis. Nach der Vierecksungleichung (Lemma 1.3) ist

|d(l‘n, yn) - d(l’,y)| < d(In, 213) + d(yn,y),
woran man die Behauptung abliest. ]

2.6 Definition. Die Folge (x,,)nen in M heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem
e € RT ein ng € N existiert mit

d(Tpm,zn) <€ fir alle m,n > ng.

2.7 Satz. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Seilimz,, = z und ¢ € RT. Dann existiert ein ng € N mit d(x, z,) <
/2 fiir n > ng. Fiir n,m > ng gilt also

A( @, ) < d(@n, ) +d(x, m) < €. ]

Dass umgekehrt nicht jede Cauchy-Folge konvergiert, zeigt schon das Bei-
spiel des Raumes der rationalen Zahlen. Andererseits gilt in R das Cauchysche
Konvergenzkriterium, und hierauf (bzw. auf dquivalenten Aussagen) beruh-
ten letzten Endes die meisten wesentlichen Sdtze aus Analysis I. Die metri-
schen Réume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, sind daher besonders
wichtig.
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2.8 Definition. FEin metrischer Raum heifit vollstindig, wenn in ihm jede
Cauchy-Folge konvergiert. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes heifst
vollstindig, wenn sie als Unterraum (mit der induzierten Metrik) vollstindig
ist, wenn also jede Cauchy-Folge in A gegen einen Punkt von A konvergiert.

2.9 Satz. Jede vollstindige Teilmenge eines metrischen Raumes ist abge-
schlossen. In einem wollstindigen metrischen Raum st jede abgeschlossene
Teilmenge vollstindig.

Beweis. Sei M ein metrischer Raum und A C M eine vollstéindige Teilmenge.
Sei z ein Beriihrpunkt von A. Nach Satz 2.4 gibt es eine Folge in A, die gegen
x konvergiert. Nach Satz 2.7 ist diese Folge eine Cauchy-Folge, wegen der
Vollsténdigkeit von A ist sie also konvergent gegen einen Punkt y € A. Nach
Satz 2.2 ist x =y, also z € A. Somit ist A abgeschlossen.

Sei M ein vollstindiger metrischer Raum und A C M eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Sei (x,)nen eine Cauchy-Folge in A. Da M vollstéindig ist,
konvergiert sie gegen einen Punkt x € M. Dieser ist Beriithrpunkt von A und
daher Element von A. Somit ist A vollstindig. [

2.10 Definition. Ein normierter Vektorraum, der (mit der durch die Norm
induzierten Metrik) vollstindig ist, heifft Banachraum.

Das folgende Beispiel wird im néchsten Abschnitt von Bedeutung sein.
Wir betrachten eine Menge () # D C R und die Menge B(D) aller beschréink-
ten reellen Funktionen f: D — R. Mit den wie iiblich (d.h. punktweise) fiir
Funktionen erklidrten Operationen der Addition und der Multiplikation mit
Skalaren ist B(D) ein reeller Vektorraum, und die Supremumsnorm || - || ist
darauf eine Norm. Eine Folge (f,,)nen in B(D) ist nach der obigen Festset-
zung eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve € RT Ing €N Vn,m >ng: ||fn — full <e.

Diese Definition einer Cauchy-Folge von Funktionen auf D haben wir auch
schon in Analysis I, Abschnitt 8.1, verwendet. Dort haben wir gezeigt: Die
Folge (fn)nen konvergiert genau dann gleichméBig, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist. Gleichméfige Konvergenz ist aber dasselbe wie Konvergenz im Sin-
ne der Supremumsnorm. Wir haben also:

2.11 Satz. B(D) ist ein Banachraum.

Mit C(D) bezeichnen wir nun die Teilmenge der stetigen Funktionen in
B(D). Natiirlich ist C(D) ein Untervektorraum. Wir behaupten, dass er ab-
geschlossen ist. Sei also f ein Beriihrpunkt von C(D). Nach Satz 2.4 ist f
Limes einer Folge (f,)nen in C(D). Die Konvergenz bezieht sich hier auf die
Supremumsnorm, die Folge (f,)nen konvergiert also gleichmiifiig gegen f.
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Da alle f,, stetig sind, ist f nach Satz 1.2 aus Kapitel 8, Analysis I ebenfalls
stetig, also Element von C(D). Somit ist C(D) abgeschlossen. Aus Satz 2.11
und Satz 2.9 folgt, dass C'(D) vollstiandig ist. Wir haben also gezeigt:

2.12 Satz. C(D) ist ein Banachraum.

9.3 Der Banachsche Fixpunktsatz

Eine wesentliche Aufgabe der Analysis, vor allem in den Anwendungen, be-
steht im ,,LLosen von Gleichungen®. Hierbei kann es sich um die Bestimmung
von Nullstellen komplizierter Funktionen, Auflésung linearer Gleichungssy-
steme, Losen von gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen, Be-
rechnen von implizit definierten Funktionen, Integralgleichungen und vie-
les andere handeln. In manchen Fillen kann man hier das Verfahren der
,sukzessiven Approximationen“ verwenden, das sowohl die Existenz einer
Losung zu beweisen gestattet als auch eine schrittweise Berechnung von Nihe-
rungslésungen mit vorgeschriebener Genauigkeit erméglicht. Das zugrunde-
liegende Prinzip 148t sich allgemein formulieren und beweisen als ein Fix-
punktsatz fiir gewisse Abbildungen eines vollsténdigen metrischen Raumes in
sich. In diesem Satz, den wir jetzt beweisen wollen, haben wir ein besonders
eindrucksvolles Beispiel fiir die Bedeutung und Auswirkung der Vollstédndig-
keit von metrischen Rdumen.

3.1 Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : M — M
heifst kontrahierend, wenn es eine reelle Zahl ¢ < 1 gibt mit

d(f(@), f(y) < cd(z,y)  fir alle 2,y € M.

Jede Zahl ¢ mit dieser Eigenschaft heifit eine Lipschitzkonstante der Abbil-
dung f. Ein Punkt x € M heifst Fixpunkt von f, wenn f(z) = x ist.

3.2 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und f : M — M eine kontrahierende Abbildung. Dann hat f
genau einen Fixpunkt.

Ist xg € M beliebig und wird rekursiv
Tnt1 = f(xn) fiir n € Ny

definiert, so konvergiert die Folge (x,,)nen gegen den Fizpunkt x, und es gilt
die Fehlerabschdtzung

n

d(xn,x) < ﬁd(xn—laxn) < 1i c

d(l‘07 1‘1),

wenn ¢ < 1 eine Lipschitzkonstante der Abbildung f ist.
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Beweis. Sei M vollstindig und f : M — M eine Abbildung mit einer Lip-
schitzkonstanten ¢ < 1. Dass f hochstens einen Fixpunkt hat, ist klar: Gilt

f(z) =2z und f(y) =y, so ist
d(z,y) = d(f(z), f(y)) < cd(z,y),

wegen ¢ < 1 also d(z,y) = 0 und daher z = y.

Wir wihlen nun 29 € M beliebig und definieren rekursiv x,1+1 := f(x,)
fiir n € No. Wir wollen zeigen, dass (x,, )nen eine Cauchy-Folge ist. Fiir n > 1
gilt

d(Tn, Tnt1) = d(f(@n-1), f(22)) < cd(Tp—1,20).
Durch vollstédndige Induktion bekommt man daraus
d(Tpn, Tpt1) < d(xo,21)

und hieraus fiir n > 1 und p > 1 unter mehrfacher Verwendung der Dreiecks-
ungleichung

d(xp, xn+p) < d(Tp, Tnt1) + d(Tpt1, Tpy2) + 00+ d(l’n—&-p—l, wn—&-p)
< (4 g PN d (g, 2)
nl—cf
1—c¢
CTL

s d(xo,.’tl).

d(LL'()7 .Tl)

<

Zu gegebenem ¢ € RT gibt es also ein ng € N mit d(x,,z,) < € fiir al-
le n,m > np; somit ist (z,)nen eine Cauchy-Folge. Da M als vollstéindig
vorausgesetzt ist, existiert ein Punkt z € M mit limz, = x. Wegen

d(f(x), f(zn)) < cd(x,z,) gilt
f2) = [y, flon) = Jin Bniy = 2
Also ist z ein Fixpunkt von f.

Die Fehlerabschétzung ergibt sich aus

d(xnv $n+p) < d(l‘n, xn-&-l) +F d(xn-i-p—lv xn-&-p)
< (c—l—c2 +o 4+ E)d(rp—1,zn)

durch den Grenziibergang p — oo, wobei Lemma 2.5 zu beachten ist. Es folgt

ve3

¢ d($n71,$n) S

d n <
(2 x)_l—c 1—c¢c

d(ICo, :vl).

Damit ist alles bewiesen. n
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Bei konkreter Anwendung wird man, um einen Fixpunkt der kontrahie-
renden Abbildung f ndherungsweise zu berechnen, so vorgehen: Man wihlt
xo beliebig (aber moglichst nahe beim Fixpunkt, wenn man eine Vermutung
iiber dessen ungefihre Lage hat), berechnet 1 = f(z() (wir unterstellen,
dass dies moglich ist — meist wird es auch nur ndherungsweise moglich sein),
berechnet xo = f(x1), und so weiter. Wegen der schrittweisen Anniherung
an den Fixpunkt spricht man von einem ,,Iterationsverfahren“ oder von ,suk-
zessiven Approximationen“. Nach dem n-ten Schritt liefert die Ungleichung

d(zp,x) < 1% d(Tn—1,2n)
eine Information dariiber, wie weit man hochstens vom Fixpunkt entfernt ist.
Wenn man zu Beginn des Verfahrens schon abschéitzen will, wieviele Schritte
man hochstens braucht, um den Faktor unter eine vorgegebene Schranke zu
driicken, so erhilt man eine solche Information (nach Berechnung von ;)
aus der Ungleichung

cn

1—c¢

d(xpn,z) < d(xo,x1)-

Bemerkung. In Satz 3.2 ist die Voraussetzung wesentlich, dass die Abbil-
dung f eine Lipschitzkonstante ¢ < 1 besitzt. Die schwichere Voraussetzung

d(f(z), f(y)) < d(z,y) fir alle z,y € M mit z # y

reicht nicht aus, um die Existenz eines Fixpunktes zu zeigen. Zum Beispiel
sei M = R (mit der iiblichen Metrik) und f : R — R definiert durch

fl@):=a— % — arctan fir z € R.

Es ist

1

fl(@:l—m,

also 0 < f/(z) < 1 fiir alle z € R. Nach dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung folgt daraus

|f(z) = fy)] < |z —y] fiir alle z,y € R mit « # y.

Da aber f(z) < z fiir alle € R gilt, hat f keinen Fixpunkt.

Wir behandeln zwei Anwendungsbeispiele fiir den Banachschen Fixpunkt-
satz.

Beispiele. Zunichst betrachten wir eine reelle Funktion f : [a,b] — [a,b)].
Es sei eine Losung der Gleichung f(x) = x zu finden. Ist f stetig, so existiert
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nach dem Zwischenwertsatz jedenfalls eine Losung, denn es ist f(z) —x >0
fir x = a und < 0 fir x = b. Fiir die Eindeutigkeit der Lésung und die
niherungsweise Berechenbarkeit durch sukzessive Approximationen ist zum
Beispiel hinreichend, dass f differenzierbar ist und eine Konstante ¢ < 1
existiert mit

If'(z)] <c fiir alle z € [a, b].
Hieraus folgt ndmlich nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
[f(z) = fy)l <cle—y|  firalle 2,y € [a,b],
so dass Satz 3.2 anwendbar ist mit M = [a, b].

Das néchste Beispiel ist etwas schwieriger, aber interessanter und beson-
ders wichtig. Es handelt sich um das sogenannte Anfangswertproblem fiir eine
gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. In der {iblichen Schreibwei-
se lautet es

y/ :f($,y)7 y(xO) = Yo-

Wir prézisieren und erldutern das folgendermaflen. Es seien I,J C R zwei
offene Intervalle und f : I x J — R eine gegebene reelle Funktion. Ferner
sei ein Punkt (zo,y0) € I x J gegeben. Gesucht ist eine in einer Umgebung
U C I von zo definierte differenzierbare reelle Funktion y (mit y(U) C J),
fir die

y'(z) = f(z,y(x)) fiir alle z € U,
y(zo) = Yo

gilt (man veranschauliche sich die Aufgabenstellung durch ein ,Richtungs-
feld“).

Wir wollen zeigen, dass man die Existenz einer solchen Losung aus dem
Banachschen Fixpunktsatz erhélt, wenn die Funktion f die folgende Voraus-
setzung erfiillt.

Voraussetzung. f seistetigin I x J (die Erkldrung erfolgt erst in Abschnitt
9.4) und beschrinkt und geniige einer Lipschitzbedingung in der zweiten
Verdnderlichen, das heiflt es gebe eine Zahl L € R mit

|f(z,y1) — f(z,y2)| < Llyr — vl

fiir alle z € I und alle yy,y2 € J.

Wenn wir eine (in einem Intervall um zo erklirte) stetige Funktion y
haben mit
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x

va) =w+ [ (o) (33)
To

so ist y nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis
I, Kapitel 7, Satz 3.2) differenzierbar, und es gilt

Y (x) = f(z,y(x)), (3.4)
Z/(Io) = Yo,

das heifit y 16st unser Anfangswertproblem. Diese Tatsache werden wir im
folgenden ausnutzen.

Wir miissen nun eine geeignete Situation herstellen, in der wir den Ba-
nachschen Fixpunktsatz anwenden kénnen. Nach Voraussetzung existiert eine
Konstante a € R mit

If(z,y)| < a fiir (z,y) € I x J.
Wir kénnen § > 0 wihlen, so dass L < 1 und
[xo — 6,20 + 0] X [yo — da,yo + da) C T x J

ist. Sodann sei C([xg — 0,z + d]) der reelle Vektorraum aller stetigen reellen
Funktionen auf dem Intervall [zg — §, 29 + 6] mit der Supremumsnorm || - ||
und

M :={g € C(Jxzo — 0,20 + 9]) |
9(zo) = yo und |g(z) — yo| < da fiir [x — x| < 5}

Der Raum C([zg — 0,z + 0]) ist nach Satz 2.12 vollstéandig. Die Teilmenge
M ist offenbar abgeschlossen und daher nach Satz 2.9 ebenfalls vollstandig.
Wir definieren nun eine Abbildung F' : M — M in der folgenden Weise. Fiir
g € M sei die Funktion F(g) erklart durch

Flg)(@) = yo + / Flt o) dt  fir o € [0 — 0,30 + 0],

Die Funktion F(g) ist stetig, sie erfiillt F(g)(zo) = wo, und fir jedes
x € |wo — 8,39 + 0] gilt

F(@)(e) ol =| [ £(t.90) dt| < [ 17290t < 6.

Also ist F'(g) € M, so dass in der Tat eine Abbildung F : M — M er-
klart worden ist. Wir zeigen, dass F' kontrahierend ist. Sei g,h € M. Fiir
x € |wo — 8,39 + 0] gilt
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\wax»—mew\=y/waga»—f@menm
f;/ﬂﬂag@»—famenm

SL/M@—MWﬁ

< Lé|lg = hll.
Da dies fiir alle © € [x¢ — 6, xo + I] gilt, ist
1F(g) = F(h)|| < Lé[lg — h-

Nach Wahl von 4 ist Lé < 1, also F' in der Tat kontrahierend. Jetzt folgt aus
Satz 3.2, dass F einen Fixpunkt besitzt. Es gibt also ein Element y € M mit
F(y) = y. Die Funktion y ist auf [xg — §, 20 + d] erklirt, dort stetig, und sie
erfiillt

Wie oben bemerkt, folgt hieraus

y'(x) = fla,y(@)),
y(w0) = Yo,

woraus insbesondere folgt, dass y stetig differenzierbar ist. Aus der eindeu-
tigen Bestimmtheit des Fixpunktes folgt auch, dass y als Losung des An-
fangswertproblems auf [z¢ — 0, xg + J] eindeutig bestimmt ist. Wir fassen das
gerade Bewiesene zusammen.

3.5 Satz (Picard, Lindelof). Seien I,J C R zwei offene Intervalle und
f:IxJ— R eine gegebene stetige reelle Funktion. Diese sei beschrinkt und
geniige einer Lipschitzbedingung in der zweiten Verdnderlichen, das heif$t es
gibt Zahlen a,L € RY mit

|f<x7yl)| < a,
|f(z.yn) = f(z,92) < Ly — 2
fiir alle x € I und alle y1,y2 € J. Dann existiert fir alle (xo,y0) € I X J ein

0 > 0 und genau eine stetig differenzierbare Funktiony: [xg — 0,xo + 6] = R,
die das Anfangswertproblem (3.4) im Intervall [xo — 8, x¢ + 0] l0st.
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9.4 Stetigkeit und Zusammenhang

Im folgenden seien (M, d), (M’,d") metrische Riume. Wir wollen Abbildun-
gen f : M — M’ betrachten. Im Spezialfall M’ C R sprechen wir auch von
reellen Funktionen auf M. Die Definition der Stetigkeit einer Abbildung 148t
sich wortlich aus dem in Analysis I betrachteten Spezialfall {ibernehmen.

4.1 Definition. Sei f: M — M’ eine Abbildung, sei x € M. Die Abbildung
[ heifit stetig in x, wenn zu jeder Umgebung V von f(x) eine Umgebung U
von x existiert mit f(U) C V. Die Abbildung f heifst stetig, wenn sie stetig
in x ist fir allex € M.

Gemaf der Definition der Umgebungen konnen wir die Stetigkeit in dqui-
valenter Weise auch folgendermaflen erkléren:

f stetig in ©z &
Ve e RT 30 e RY Vye M: (d(z,y) <d=d'(f(x), f(y)) <e).

4.2 Satz. Die Abbildung f : M — M’ ist genau dann stetig, wenn fiir jede
offene Menge A C M' das Urbild f=*(A) offen ist.

Beweis. Sei f stetig. Sei A C M’ offen. Sei z € f~1(A). Dann ist f(z) € A.
Da A offen ist, ist A Umgebung von f(x). Da f in = stetig ist, existiert eine
Umgebung U C M von z mit f(U) C A, also mit U C f~1(A). Somit ist
f71(A) offen.

Fiir jede offene Menge A C M’ sei f~!(A) offen. Sei x € M. Sei V eine
Umgebung von f(z); sie enthilt eine offene Umgebung Vj von f(x). Dann ist
U = f~1(Vp) offen, also Umgebung von z, und es gilt f(U) C Vo C V. Also
ist f stetig in x. [

Einige Aussagen iiber stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen
lassen sich ganz analog wie im Spezialfall M = M’ = R beweisen.

4.3 Satz. Die Abbildung f : M — M’ ist genau dann stetig in z, wenn fiir
jede Folge (xp)nen in M aus lim, oo x,, = x stets im, o f(zn) = f(2)
folgt.

Beweis. Sei f : M — M’ stetig in z. Sei (,)nen eine Folge in M mit
lim,, oo €, = x. Sei V eine Umgebung von f(z). Wegen der Stetigkeit von
f in z existiert eine Umgebung U von z mit f(U) C V. Wegen limz,, = z
existiert ein ng € N mit z,, € U fiir n > ng. Fir alle n > ng gilt also
f(z,) € f(U) CV.DaV eine beliebige Umgebung von f(x) war, ist damit
lim, o f(zn) = f(x) gezeigt.
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Umgekehrt folge aus lim, o, 2, = x stets lim, o f(x,) = f(z). An-
genommen, f wére nicht stetig in . Dann gibt es eine Umgebung V von
f(z) derart, dass fiir alle Umgebungen U von x gilt f(U) € V. Insbeson-
dere kénnen wir zu jedem n € N einen Punkt z,, € U(z,1/n) auswéhlen
mit f(z,) ¢ V. Damit ist eine Folge (z,)neny in M definiert, die wegen
d(x,x,) < 1/n gegen = konvergiert, fiir die aber die Folge (f(x))nen we-
gen f(z,) ¢ V nicht gegen f(z) konvergiert. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung; also ist f stetig in . [

4.4 Satz. Seien M, M’, M" metrische Riume. Sei f : M — M’ stetig in
und g : M’ — M" stetig in f(z). Dann ist go f stetig in x.

Beweis. Zu einer vorgegebenen Umgebung V' von (g o f)(x) = g(f(x)) gibt
es eine Umgebung W von f(x) mit g(W) C V. Zu W gibt es eine Umgebung
U von z mit f(U) C W. Es folgt (go f)(U)=g(f(U)) Cg(W)CV. L]

Ebenfalls in Analogie zu Analysis I definieren wir noch:

4.5 Definition. Die Abbildung f : M — M’ heifit gleichméiBig stetig, wenn
2u jedem € € RT ein 6 € RV existiert mit

d'(f(z), f(y) <e fir alle x,y € M mit d(z,y) < 4.

Offensichtlich ist jede gleichmiiflig stetige Abbildung auch stetig. Ins-
besondere (aber nicht nur in diesem Fall) ist eine Abbildung f: M — M’
gleichméfig stetig, wenn es eine Konstante ¢ gibt mit

d(f(x), f(y)) < cd(z,y) fiir alle z,y € M.

Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennt man Lipschitzabbildungen (fiir
(M',d") = (M,d) und ¢ < 1 kamen sie bereits im Banachschen Fixpunkt-
satz vor).

Wir betrachten jetzt speziell stetige Abbildungen f : M — R, also reell-
wertige stetige Funktionen, und wir wollen Satz 1.2 aus Analysis I, Kapitel 8
verallgemeinern. Wir kénnen ganz allgemein (d.h. fiir beliebige Mengen M)
fiir beschréankte Funktionen f : M — R die Supremumsnorm erklédren durch

If]l == sup | f(z)].
reM

Wir sagen dann, vollig analog zu dem frither betrachteten Spezialfall M C R,
dass die Folge (f,,)nen von Funktionen auf M gleichmdflig gegen f konvergiert,
wenn lim, .« || frn. — f|| = 0 ist. Offenbar impliziert gleichméfiige Konvergenz
punktweise Konvergenz.
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4.6 Satz. Die Folge (fn)nen von stetigen reellen Funktionen auf M konver-
giere gleichmdfig gegen die Funktion f. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei x € M und € € RT. Da (f,,)nen gleichmiflig gegen f konvergiert,
existiert ein ng € N mit

lfnly) — fly)] < % fiir n > ng und alle y € M.
Da f,, stetig ist, existiert eine Umgebung U von = mit
Fao(@) = fan@)l < 5 i alley € U.
Fiir y € U gilt also

1f(@) = @) < 1 (@) = fro (@) + [fro (@) = frio W) + | fro (1) = f(W)] <&

Da ¢ € RT beliebig war, ist f stetig in z. Da x € M beliebig war, ist f
stetig. ]

Ein besonders wichtiger Satz aus Analysis I iiber stetige Funktionen ist
der Zwischenwertsatz: Eine auf einem Intervall definierte stetige reelle Funk-
tion nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an. Wenn man ver-
suchen will, diesen Satz auf stetige Funktionen auf einem metrischen Raum
zu verallgemeinern, steht man vor dem folgenden Problem. Wie triviale Ge-
genbeispiele zeigen, ist fiir die Giiltigkeit des Zwischenwertsatzes die Voraus-
setzung unentbehrlich, dass der Definitionsbereich ein Intervall ist. Aber ein
Intervall ist unter Verwendung der Anordnungsrelation fiir reelle Zahlen de-
finiert worden; diese Definition 148t sich also nicht auf Teilmengen beliebiger
metrischer Rdume iibertragen. Es zeigt sich aber, dass die fiir die Giiltig-
keit des Zwischenwertsatzes wesentliche Eigenschaft der Intervalle auch ohne
Verwendung der Anordnungsrelation und damit in verallgemeinerungsféhi-
ger Weise formuliert werden kann. Die hier gemeinte wesentliche Eigenschaft
besteht darin, dass ein Intervall sozusagen ,aus einem Stiick besteht*“. Man
bezeichnet diese Eigenschaft als Zusammenhang und definiert sie allgemein
folgendermafien.

4.7 Definition. Der metrische Raum M heifst zusammenhingend, wenn es
keine offenen Teilmengen Ay, Ao C M gibt mit

Al#[b, Ag#@, AlﬁAQZQ), AiUAy = M.

FEine Teilmenge A C M heifit zusammenhéngend, wenn sie als Teilraum (mit
der induzierten Metrik) zusammenhingend ist.
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Wenn M = A; U Ay und A; N Ay = () ist (man sagt dann, M sei in die
Mengen Aj, Ay zerlegt), so sind A; und As nach Satz 1.11 genau dann beide
offen, wenn sie abgeschlossen sind. Man kann also die Definition des Zusam-
menhangs auch dquivalent folgendermafien fassen: Der metrische Raum M ist
genau dann zusammenhingend, wenn () und M die einzigen zugleich offenen
und abgeschlossenen Teilmengen von M sind.

dass die Definition 4.7 das Gewiinschte leistet, zeigt der folgende Satz.

4.8 Satz. Fine stetige reelle Funktion auf einem zusammenhdngenden me-
trischen Raum nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an.

Beweis. Sei M zusammenhingend und f : M — R stetig. Sei ¢ € R eine
Zahl, die zwischen zwei von f angenommenen Funktionswerten liegt. Dann
sind die Mengen A; := f~1((—o0,¢)) und As := f~1((c,00)) nicht leer und
nach Satz 4.2 offen, ferner ist A1 N Ay = (). Wiirde ¢ nicht als Funktionswert
angenommen, so wiare A; U Ay = M, also wére M nicht zusammenhéingend,
ein Widerspruch. n

Der Zwischenwertsatz aus Analysis I (Satz 3.4, Kapitel 4) ergibt sich
allerdings nicht unmittelbar als Spezialfall von Satz 4.8, da wir noch nicht
wissen, dass ein Intervall zusammenhéngend ist. Dies kann man umgekehrt
gerade mit dem Zwischenwertsatz beweisen.

4.9 Satz. Jedes Intervall in R ist zusamenhdngend.

Beweis. Allgemeiner sei M ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, dass
jede stetige Funktion f : M — R jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten
annimmt. Seien A1, As € M nichtleere offene Teilmengen mit A; N Ay = ().
Angenommen, es wiire A; U Ay = M. Setze

1 fir x € Ay,

0 fir x € AQ.
Die damit erkldrte Funktion f : M — R ist stetig, weil Urbilder offener
Mengen offen sind. Sie nimmt, da A; und As nicht leer sind, die Werte 0 und

1 an, aber keinen Wert, der echt zwischen 0 und 1 liegt. Aus dem Widerspruch
folgt, dass M zusammenhéngend ist. [

9.5 Kompaktheit

Unter den moglichen Eigenschaften metrischer Rédume sind zwei von heraus-
ragender Bedeutung in der Analysis, da sie direkt oder indirekt in die Vor-
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aussetzungen vieler wichtiger Sétze eingehen. Dies sind die Vollstandigkeit
und die jetzt zu behandelnde Kompaktheit.

In Analysis I (Abschnitt 4.1) hatten wir eine Teilmenge von R als kompakt
bezeichnet, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist. Die Voraussetzung der
Kompaktheit der Menge K C R spielte in den folgenden wichtigen Sétzen
aus Analysis I eine wesentliche Rolle.

— Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.6: Jede Folge in K besitzt eine Teilfolge, die
gegen ein Element von K konvergiert.

— Analysis I, Kapitel 4, Satz 3.2: Sei f : K — R stetig. Dann nimmt f ein
Maximum an.

— Analysis I, Kapitel 4, Satz 3.5: Sei f: K — R stetig. Dann ist f gleich-
méafBig stetig.

Wir moéchten diese Sétze ausdehnen auf allgemeine metrische Rdume. Wenn
wir auch dort unter kompakten Mengen solche verstehen, die beschréankt und
abgeschlossen sind, so sind aber die Sétze im allgemeinen falsch! Zum Beispiel
ist der metrische Raum (N, d), wo d die diskrete Metrik ist, beschrinkt und
abgeschlossen. Die Folge (n),en besitzt aber keine konvergente Teilfolge, da
keine Teilfolge eine Cauchy-Folge ist. Und die durch f(n) = n erklidrte Funk-
tion f: (N,d) — (R,|-]) ist stetig, da in (N, d) jede Teilmenge offen ist, sie
nimmt aber kein Maximum an. Diese Beispiele zeigen, dass die Verallgemeine-
rung der obigen Sétze hochstens dann gelten kann, wenn im allgemeinen Fall
die Kompaktheit einschneidender definiert wird. Wie dies zweckméfig zu ge-
schehen hat, wird durch den Uberdeckungssatz von Heine-Borel nahegelegt.
Nach diesem Satz (Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.8) und seiner Umkehrung
(Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.9) ist eine Teilmenge A C R genau dann kom-
pakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung
enthiilt. Diese Uberdeckungseigenschaft verwenden wir nun im allgemeinen
Fall als Definition der Kompaktheit.

5.1 Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum, A C M eine Teilmenge
und (U;)ier eine Familie von Teilmengen von M. Die Familie (U;);cr heifit
Uberdeckung der Menge A, wenn A C Uier Ui gilt, und offene Uberdeckung
von A, wenn auflerdem alle U; offene Mengen sind.

5.2 Definition. Die Teilmenge A C M heifit kompakt (iiberdeckungskom-
pakt), wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung
von A enthdlt.

5.3 Satz. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlos-
sen und beschrdnkt. In einem kompakten metrischen Raum ist jede abge-
schlossene Teilmenge kompakt.
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Beweis. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Sei A C M kompakt. Sei z ein
Berithrpunkt von A. Angenommen, z ¢ A. Dann ist (U(y, 3d(z,y)))yea ei-
ne offene Uberdeckung von A, enthélt also eine endliche Teiliiberdeckung
(U(ys, 2d(z,9:)))i=1,....n- Setze € := min{d(z,y;) | i =1,...,n}. Dann gilt

U(CE, %5) ﬁU(yi,%d(x,yi)) = firi=1,...,n,

also U (z, %s)ﬂA = (). Somit ist z nicht Beriihrpunkt von A, ein Widerspruch.
Damit ist die Abgeschlossenheit von A gezeigt.

Da die Uberdeckung (U (y, 1))yea von A eine endliche Uberdeckung von
A enthélt, ist A nach Satz 1.5 beschrinkt.

Sei jetzt M kompakt und A C M abgeschlossen. Sei (U;);er eine offene
Uberdeckung von A. Dann ist (U; U A®);c; eine offene Uberdeckung von M,
enthiilt also eine endliche Teiliiberdeckung (U; U A%);cg (E C I endlich).
(U;)ick ist eine endliche Uberdeckung von A. Damit ist die Kompaktheit
von A gezeigt. n

Wir miissen nun zeigen, dass unser allgemeiner Kompaktheitsbegriff wirk-
lich das Gewiinschte leistet, also eine Ausdehnung der am Anfang dieses Ab-
schnitts zitierten Sétze aus Analysis I ermoglicht.

5.4 Satz. Ist f : M — M’ eine stetige Abbildung eines kompakten metrischen
Raumes M in einen metrischen Raum M’', so ist das Bild f(M) kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(M). Nach Satz 4.2 ist
(f~(U;))ier eine offene Uberdeckung von M, enthilt also eine endliche
Teiliiberdeckung (f~1(U;))ice (E C I endlich). Dann ist (U;);cg eine endli-
che Uberdeckung von f(M). ]

5.5 Folgerung. Fine stetige Funktion f : M — R auf einem kompakten
metrischen Raum M nimmt ein Maximum an.

Beweis. Nach Satz 5.4 ist f(M) kompakt, also abgeschlossen und beschrénkt.
Jede abgeschlossene, beschriankte und nichtleere Menge reeller Zahlen enthilt
ein grofites Element. [

5.6 Satz. Jede stetige Abbildung f : M — M’ eines kompakten metrischen
Raumes (M,d) in einen metrischen Raum (M’ d') ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei M kompakt und f : M — M’ stetig. Sei ¢ € RT gegeben. Zu
jedem z € M existiert, da f in z stetig ist, ein §(z) € RT mit
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d'(f(x), f(2)) < fiir alle 2 € M mit d(z, z) < §(2).

| ™

Das System (U(z, £6(2)))-cnr ist eine offene Uberdeckung von M, enthélt also
eine endliche Teilitberdeckung (U(z;, 6(2;)))i=1,...,n- Setze § := min{36(z;) |
i=1,...,n}. Seien jetzt x,y € M beliebige Punkte mit d(z,y) < 4. Es gibt
eini € {1,...,n} mit x € U(z;, 16(%;)). Dann ist d(z, z;) < 36(2;) < 6(2;),
ferner d(y,z;) < d(y,z) + d(z,2;) < 0 + $6(2;) < 6(2). Es folgt

d(f(@), f(v) < d'(F@), f) +d (£, f) < 5+ 5 =<

Also ist f gleichméfig stetig. [

5.7 Satz. Sei A C M kompakt. Dann besitzt jede Folge in A eine Teilfolge,
die gegen einen Punkt von A konvergiert.

Beweis. Sei A kompakt und (z;);en eine Folge in A. Fir n € N setzen wir
Ay = {a; | i > n}. Wir zeigen zuerst, dass es eine Element z € A gibt mit
Z2 € hen A, gibt. Anderenfalls gibe es fiir alle y € A einen Index m € N
mit y ¢ A, dh. A C U, n(M \ 4,). Also ist die Familie (M \ Ay )nen
eine offene Uberdeckung von A, enthilt also eine endliche Teiliiberdeckung
von A. Es gibt daher ein m € Nmit A C (J_ (M \ 4,) C Ul (M \ Ay,).
Wegen z,, € A und z,, € A, fir n = 1,...,m ist das ein Widerspruch.
Somit existiert ein Punkt z € AN nnGNZ”‘ Wir definieren nun rekursiv
eine Teilfolge von (z;);en. Da z Beriihrpunkt von Ay = {z; | ¢ > 1} ist,
existiert ein 4y € N mit x;, € U(z,1). Seien i1, ...,ix_1 schon definiert. Da
z Bertihrpunkt von A;, 41 = {z; | # > ix—1 + 1} ist, existiert ein 45 > ix_1
mit x;, € U(z, %) Damit ist eine Teilfolge (x;, )ken von (x;);en definiert, die
gegen den Punkt z € A konvergiert. [

Mengen eines metrischen Raumes mit der Eigenschaft aus Satz 5.7 nennt
man folgenkompakt, d.h. wir haben gezeigt, dass in metrischen Rdumen Uber-
deckungskompaktheit Folgenkompaktheit impliziert.

5.8 Folgerung. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

Beweis. Jede Cauchy-Folge in einem kompakten metrischen Raum besitzt
nach Satz 5.7 eine Teilfolge, die gegen einen Punkt z konvergiert. Aus der
Cauchy-Eigenschaft der Folge ergibt sich mit der Dreiecksungleichung, dass
sie selbst gegen z konvergieren muf. [






10 Der euklidische Raum

10.1 Der n-dimensionale euklidische Vektorraum

Unser Arbeitsgebiet in den folgenden Kapiteln wird der n-dimensionale eukli-
dische Raum sein. Diese Begriffsbildung ist aus der Linearen Algebra bekannt,
und iiberhaupt werden Methoden der Linearen Algebra in diesem zweiten Teil
der Analysis viel stiarker benutzt als im ersten Teil. Wir wollen zunéichst an
einige Definitionen aus der Vorlesung Lineare Algebra I erinnern und einige
fiir unsere Zwecke praktische Bezeichnungen festlegen. Sodann werden wir
sehen, dass der euklidische Raum gegeniiber den in Kapitel 9 betrachteten
allgemeinen metrischen Rdumen noch einige sehr spezielle metrische Eigen-
schaften hat. Da er zugleich ein endlichdimensionaler Vektorraum ist, erge-
ben sich aus der Wechselwirkung zwischen Metrik und Vektorraumstruktur
zusitzliche Aussagen, die spiter stindig benutzt werden.

Im folgenden ist n eine natiirliche Zahl. Unter dem n-dimensionalen eu-
klidischen Raum werden wir einen reellen Vektorraum der Dimension n mit
einem (positiv definiten) Skalarprodukt verstehen. Bekanntlich sind je zwei
n-dimensionale reelle Vektorrdume isomorph; wir kénnen daher von dem n-
dimensionalen reellen Vektorraum sprechen und den weiteren Betrachtungen
einen bestimmten zugrundelegen. Hierfiir wihlen wir das n-fache kartesische

Produkt
R":=Rx--- xR,
——
n-mal

also die Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen, zusammen mit den
durch

(1, xn) + Wiy yn) == (X1 + Y1, s T + Yn),
Mx1y .oy xn) == Az, ..., ATy) fir A\ e R

definierten Vektorraumoperationen. Den Nullvektor (0,...,0) von R™ be-
zeichnen wir auch mit 0 (also — wie iiblich — mit demselben Symbol wie die
reelle Zahl 0). Durch



214 10 Der euklidische Raum
Fq = (1,0,...,0), Ey = (071,0,...,0),..., E, = (O,...,O,l)

ist eine Basis (F1,..., E,) von R" gegeben; wir nennen sie die Standardbasis
von R™. Fiir X = (x1,...,2,) € R™ ist

X:x1E1+"'+anna

also z; die i-te Koordinate des Vektors X beziiglich der Standardbasis; wir
nennen x; kurz die i-te Koordinate von X. Die Abbildung

pi :R* = R:(z1,...,2,) — Ty,

die also jedem Vektor seine i-te Koordinate zuordnet, heiflt i-te Projektion
(t=1,...,n).

Bemerkung. In der Sprechweise machen wir keinen Unterschied zwischen
,Punkten“ und ,, Vektoren“. Beides bedeutet hier also dasselbe, ndmlich Ele-
mente von R™. Wir verwenden beide Ausdriicke und sprechen von ,,Punkten“
meist dann, wenn die Vektorraumstruktur keine Rolle spielt.

Um auf dem Vektorraum R™ Analysis betreiben zu kénnen, brauchen
wir (zum Beispiel) eine Metrik. Sie sollte mit der Vektorraumstruktur ge-
koppelt sein. Wir fiihren sie daher ein durch eine spezielle Norm, die durch
ein Skalarprodukt induziert ist. An diese Begriffsbildungen soll zunéchst in
allgemeinerem Rahmen erinnert werden.

1.1 Definition. FEin Skalarpodukt auf dem reellen Vektorraum V ist eine
Abbildung

() VXV 5 R: (u,0) - (u,0)
mit folgenden Eigenschaften:
(a) (Au+ pv,w) = Mu, w) + plv, w), (u, Ao+ pw) = Mu, v) + p(u, w),
(b) (u,v) = (v,u),
(c) (u,u) >0, falls u#0

fir alle u,v,w € V und alle \, u € R.

Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf V', so wird das Paar (V,{-,-)) als euklidischer
Vektorraum bezeichnet.

Sind (V, (-, )), (V', (-, -)") zwei n-dimensionale reelle Vektorrdume mit Ska-
larprodukt, so gibt es, wie man in der Linearen Algebra zeigt, einen Vektor-
raumisomorphismus f : V' — V' mit (f(u), f(v)) = (u,v) fur alle u,v € V.
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In diesem Sinne sind also je zwei euklidische Vektorrdume gleicher (endli-
cher) Dimension isomorph. Alle Skalarprodukte auf einem n-dimensionalen
reellen Vektorraum sind also im wesentlichen gleichwertig, und wir kénnen
insbesondere bei der Behandlung von R"™ ein spezielles wéhlen.

1.2 Definition. Fir X = (z1,...,2,) € R™, y = (y1,...,yn) € R™ sei
<X7 Y> =yt Trln.
Dann ist {-,-) ein Skalarprodukt auf R™; es heifit das -Skalarprodukt.
dass in der Tat ein Skalarprodukt definiert wird, ist klar. Wir werden es
den spéteren Betrachtungen zugrundelegen. Unter dem n-dimensionalen eu-
klidischen Vektorraum wird dann immer R™ mit dem Standard-Skalarprodukt
verstanden. Zunéchst schlieflen sich aber an die Definition des Skalarprodukts

noch einige Begriffsbildungen und Hilfssétze an, die wir ohne Mehraufwand
im allgemeineren Rahmen behandeln kénnen.

1.3 Satz. Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum V, so gilt
fir alle u,v €V

(u,0)* < (u, u)(v,v)
(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und

Vi{u+v,u+v) < Vu,u) +/(v,0)
(Minkowskische Ungleichung).

Beweis. Fiir A € R und u,v € V gilt nach Definition 1.1
(w, u) 4+ 22X (u, v) + A (v,v) = (u + Av, u+ 2v) > 0.
Ist (v,v) # 0, so kann man

)\ e <u5 v>
(v, v)
einsetzen und erhilt die erste Ungleichung. Ist (v,v) = 0, so ist v = 0 und

daher (u,v) = 0; die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt also trivialerweise.
Die Minkowskische Ungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarzschen:

(u+v,u+v) = (u,u) + 2{u, v) + (v,v)
< Au,u) + 24/ (u, u){v,v) + (v, v)

V) + Vo) - .
(
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1.4 Lemma. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann wird durch
|l := v/ {u,w) firueV

auf V eine Norm erkldart. Sie heifst die durch das Skalarprodukt induzierte
Norm.

Beweis. (Zum Begriff der Norm siehe Beispiele in Abschnitt 9.1.) Nach De-
finition 1.1 ist (u,u) > 0, also ist ||Ju|| = \/(u,u) als reelle Zahl definiert.
dass die Axiome fiir eine Norm erfiillt sind, folgt aus Definition 1.1 und der
Minkowskischen Ungleichung, die gerade die Dreiecksungleichung fiir die in-
duzierte Norm ist. (]

Gemiéf der Beispiele in Abschnitt 9.1 wird damit jetzt durch
d(u,v) := ||lu—v|| fir u,v € V

auf V' auch eine Metrik d gegeben. Im Falle des n-dimensionalen euklidischen
Vektorraums ist

d(X,Y) = \/(1‘1 =)+ (T — Yn)?

fir X = (z1,...,2n), Y = (y1,...,Yn) € R". Wir bezeichnen diese Zahl als
den euklidischen Abstand der Punkte X,Y und d auch als die euklidische
Metrik auf R™.

Mit Hilfe des Skalarprodukts lassen sich weitere, anschaulich vertraute
geometrische Grundbegriffe erkléren:

1.5 Definition. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Die Vektoren
u,v € V heiffen orthogonal (oder senkrecht), wenn (u,v) = 0 ist. Flir
u,v € V\ {0} wird die durch

()
Tl

cos ¢, 0<p<m,

definierte reelle Zahl ¢ als der Winkel zwischen u und v bezeichnet.

dass ¢ existiert, ist klar wegen
[(w, v < [ullf|vf],

was gerade die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in neuer Schreibweise ist.
Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der strengen Monotonie von cos auf [0, 7.
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Bemerkung. Fiir orthogonale u,v € V gilt der ,,Satz des Pythagoras*:
llu+ol* = [Jull® + o]
Wegen (u,v) = 0 folgt das aus
lu+ol* = (u+v,u+v) = (u,u) +2(u,v) + (v, 0) = ||ul]* + [|v]*.

Eine Basis eines euklidischen Vektorraumes, deren Elemente paarweise
orthogonal und von der Norm 1 sind, heifit orthonormiert. Die Standardbasis
des R™ ist also orthonormiert (beziiglich des Standard-Skalarprodukts).

Von nun an legen wir speziell den n-dimensionalen euklidischen Raum
zugrunde, also R™ mit dem Standard-Skalarprodukt (-,-), der daraus abge-
leiteten Norm || - || und der hierdurch induzierten Metrik. Der euklidische
Abstand zweier Punkte X,Y € R™ ist durch || X — Y| gegeben. Auf diesen
metrischen Raum kénnen wir nun alles anwenden, was wir in Kapitel 9 defi-
niert und bewiesen haben. Durch die Koppelung der Metrik mit der Struktur
eines endlichdimensionalen Vektorraumes ergeben sich einige Besonderheiten
und Vereinfachungen, die wir jetzt zusammenstellen wollen.

1.6 Lemma. Fir X = (z1,...,2,) € R™ sei
[ X [max = max{|z1],..., |za]}.
Dann ist || - ||max eine Norm auf R™, und es gilt

X Imax < X < VAl X [[max-

Der Beweis ist trivial.

Diese einfachen Ungleichungen sind ein bequemes Hilfsmittel, um Aus-
sagen iiber R"” auf dem Weg iiber die Koordinaten auf Aussagen {iber R
zuriickzufiihren. Die folgenden S#tze werden dies demonstrieren.

1.7 Satz. Die Menge Q™ der Punkte mit rationalen Koordinaten ist dicht in
R™.

Beweis. Sei X = (x1,...,7,) € R" gegeben. Sei ¢ € RT. Da Q dicht in R
ist, gibt es zu jedem ¢ € {1,...,n} eine Zahl y; € Q mit

€
lzi — il < —=.

vn
Dann ist Y := (y1,...,yn) € Q", und nach Lemma 1.6 ist
1X = Y € VX = ¥l < .

In jeder Umgebung eines beliebigen Punktes von R™ liegen also Punkte aus

Q™. n
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Der folgende Satz fithrt die Konvergenz von Punktfolgen im R™ auf die
Konvergenz der Koordinatenfolgen zuriick; wir werden ihn héufig zu benutzen

haben.

1.8 Satz. Sei (Xi)ren eine Folge in R™, sei X, = (osgk), . ,xslk)) firk € N,
sei X = (z1,...,z,) € R™. Dann gilt

(k)

lim X =X < lim z;
k—o00

=x; firi=1,...,n.
k—oc0
Ferner gilt

(Xk)ken ist Cauchy-Folge < (x(k)

7

Jken ist Cauchy-Folge firi=1,...,n.

Beweis. Gelte limy_,oo X = X. Seii € {1,...,n}. Sei e € RT. Es gibt ein
ko € N mit [| X — Xy|| < ¢ fiir k > ko. Fiir alle k > kg gilt also

k
i — 2] <X = Xiellmax < |1 X — Xl < e
Damit ist limy_, o xl(-k) = x; gezeigt.

Gelte limkﬁooxgk) =ux; fiiri=1,...,n. Sei e € RT. Fiir i € {1,...,n}
gibt es ein k; € N mit |x; — a:l(k)| < g/y/n fir k > k;. Fir k > ky =
max{k,...,k,} gilt dann

1X = Xell € VAlX = Xillmax < <.
Damit ist limy_, o X = X gezeigt.

Die zweite Aquivalenz zeigt man véllig analog. [

Als Anwendung kann man zeigen, dass die Vektorraumoperationen und
das Skalarprodukt stetig sind. Wegen Satz 4.3 aus Kapitel 9 ist das dquivalent
mit den folgenden Aussagen.

1.9 Satz. Fiir konvergente Folgen (Xi)ken, (Yi)ren i R™ und (Ag)ken in
R gilt

lim (Xk JrYk) = lim X + lim Y,
k—o0 k—o0 k—o0

klinc}o A Xy = (klgrolo Ak) (klgrolo Xk) ’

<Xk,Yk> = < lim Xk, lim Yk>.
k—o0 k—o0

lim
k—oo

Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 1.8 und bekannten Aussagen iiber
konvergente Folgen reeller Zahlen. Aus dem zweiten Teil von Satz 1.8 erhilt
man die folgende Aussage.
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1.10 Satz. R™ ist vollstandig.

Beweis. Sei (Xj)ren mit Xy, = (xgk), e 7x7(1k)) eine Cauchy-Folge in R™. Fiir
i€ {l,...,n}ist (chk))keN nach Satz 1.8 eine Cauchy-Folge in R, wegen der

Vollstdndigkeit von R also konvergent gegen eine Zahl x; € R. Mit X :=
(x1,...,2n) gilt limg_, oo X = X nach Satz 1.8. =

Ebenso wichtig wie die durch Satz 1.10 ausgedriickte Tatsache, dass in
R™ das Cauchysche Konvergenzkriterium gilt, ist die Tatsache, dass der Satz
von Bolzano-Weierstraf3 sich auf den R” iibertragen l&ft.

1.11 Satz (Bolzano-WeierstraB}). Jede beschrinkte Folge in R™ besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (Xj)keny mit X = (xgk),...,x%k)) eine beschrinkte Folge in
R™. Wegen Lemma 1.6 ist die Folge (mgk))keN beschrénkt; sie besitzt also
nach dem in R giiltigen Satz von Bolzano-Weierstrafl eine gegen eine Zahl
x1 € R konvergierende Teilfolge (:c(lkj )) jen. Die Folge (:cgkj)) jen ist ebenfalls
beschriankt, sie besitzt also eine gegen ein x5 € R konvergierende Teilfolge.

So weiter schlieffend, erhélt man nach endlich vielen Schritten eine streng

monotone Folge (m;) en in N und Zahlen z4,...,z, € R mit
lim J;Emj):xi firi=1,...,n.
j—o0

Mit X := (x1,...,2,) gilt also nach Satz 1.8

lim X, =X. n

j—o0

Hieraus kénnen wir zum Beispiel eine Verallgemeinerung des aus Analysis
I bekannten Intervallschachtelungsprinzips (Kapitel 2, Satz 2.3) herleiten.

1.12 Satz. Sei (A;);en eine Folge abgeschlossener, beschrinkter, nichtleerer
Teilmengen von R™ mit Ay D Ay D A3 D .... Dann ist [ ;o Ai # 0.

Beweis. Da A; # () ist, konnen wir ein X; € A; auswithlen (; € N). Die Folge
(Xi)ien ist (wegen X; € A; und der Voraussetzung) beschrinkt, besitzt also
nach Satz 1.11 eine konvergente Teilfolge (X;, )ren. Sei X ihr Limes. Sei
i € N. Wegen X;, € A;, C A, fur i > ¢ ist X Berithrpunkt von A;; also ist
X e A;. ]

Nun konnen wir auch zeigen, dass in R” der Uberdeckungssatz von Heine-
Borel gilt:
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1.13 Satz. In R" ist jede abgeschlossene, beschrinkte Menge kompakt.

Beweis. Der Beweis verlauft vollig analog zum Beweis von Satz 1.8, Kapitel
4 in Analysis I; dabei sind lediglich Intervalle [a;, b;] zu ersetzen durch Wiirfel

[, 6] x -+ x [a{™, b{™]. .

?

Nach diesen wichtigen Beispielen fiir die Ubertragbarkeit von Sitzen von
R auf R™ kann man sich fragen, welche Rolle dabei die spezielle Wahl der
euklidischen Norm || - || spielt. Die Antwort lautet, dass man ebenso gut eine
beliebige andere Norm hétte wahlen konnen. Dies liegt daran, dass zwei be-
liebige Normen auf dem Vektorraum R™ dquivalent sind in folgendem Sinne.

1.14 Satz. Sind || - |1 und || - ||2 zwei Normen auf R™, so gibt es Zahlen
k, K € Rt mit

BIXI < X2 < KXy fir alle X € R™.
Beweis. Es geniigt, die Ungleichungen fiir eine spezielle Norm || - ||; zu be-
weisen; das allgemeine Resultat folgt dann ndmlich durch mehrmalige An-

wendung des spezielleren. Wir wihlen hierzu die Norm || - || max aus Lemma
1.6.

Sei (B4, ..., E,) die Standardbasis des R und
K :=|Eil2+ -+ [[Enll2.
Fir X = (z1,...,2,) € R™ gilt dann

HX||2 = ||x1E1 + mnEnHQ
<zl Erll2 + -+ + |zol | Enll2
< K[| X |l max-

Damit ist schon die Existenz von K gezeigt.

Wir setzen nun f(X) := || X2 fiir X € R™ und zeigen die Stetigkeit der
Funktion f. Fiir X,Y € R” gilt

NX 2 = Y ]l2] < IX = Y2 (Dreiecksungleichung)
S K”X - YHmax
<K|X =Y (nach Lemma 1.6).

Also ist f stetig. Nun ist die Menge

A= {X €R™ || X ||max = 1}
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beschriankt (denn fiir X € A ist d(X,0) = || X]| < V2| X|lmax = v/n) und
abgeschlossen (denn aus X; € A und X; — X folgt 1 = || X;||max — [| X ||max
nach Lemma 2.5 aus Kapitel 9, also || X||max = 1). Nach Satz 1.13 ist A
kompakt. Nach Folgerung 5.5 aus Kapitel 9 nimmt f auf A ein Minimum
k > 0 an. Wére k = 0, so giibe es ein X € A mit || X||s =0, also X = 0, ein
Widerspruch. Also ist k& > 0. Wir haben also || X||z > k& > 0 fiir alle X € R"
mit || X ||max = 1. Fiir beliebiges X € R™ \ {0} gilt dann mit X := 1/[| X || max
die Gleichung ||[AX ||max = 1, also |A|||X ||z = [[AX ]2 > k, folglich || X2 >
E|| X ||max- Fiir X = 0 gilt diese Ungleichung trivialerweise. Damit ist auch
die Existenz von k gezeigt. ]

10.2 Abbildungen und Koordinatenfunktionen

Abbildungen zwischen euklidischen Rdumen treten in der htherdimensiona-
len Analysis in verschiedenster Form auf. In diesem Abschnitt sollen einige
grundlegende Erlduterungen zu allgemeinen Abbildungen F : R" — RF gege-
ben werden. Wir betrachten zunéchst lineare Abbildungen und wiederholen
einige einschlidgige Begriffe aus der Linearen Algebra.

Eine Abbildung F : R™ — R¥ heifit bekanntlich linear, wenn
FOX +uY)=AF(X)+ pF(Y)

fiir alle X,Y € R™ und alle A\, u € R gilt. Lineare Abbildungen lassen sich
durch Matrizen beschreiben. Wie vereinbart, wollen wir dabei immer die
Standardbasen zugrundelegen. Sei also (E4,..., E,) die Standardbasis von
R" und (Ej,..., E}) diejenige von R¥. Fiir jedes j € {1,...,n} ist der Vek-
tor F'(E;) eindeutig linear kombinierbar aus den Vektoren Ef, ..., Ej, also
gilt

k
F(Ej) = ajE; fir j=1,...,n
=1

mit reellen Zahlen a;;. Durch die k x n-Matrix

ail @12 ... Gin
a1 422 ... A2n
(aij) i=1,..., k=
=1,..., n
ar1 g2 ... Akn

ist umgekehrt die Abbildung F' festgelegt, denn fiir X = Z?Zl z; By € R™ ist
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n n

k n
F(X) :ijF(EJ) :Zl'j awEl’:Z Zaijxj E:

j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Die i-te Koordinate des Bildvektors ist also gegeben durch

n
E QijTj.
j=1

Die linearen Abbildungen F' : R™ — RF bilden in bekannter Weise einen
reellen Vektorraum. Es ist zweckméfig, hierauf eine Norm einzufithren. Wir
nehmen dazu die euklidische Norm des (beliebig geordneten) (kn)-Tupels der
Matrixeintriage, durch die F' beziiglich der Standardbasen beschrieben wird.

2.1 Lemma. Sei F : R" — RF eine lineare Abbildung. Setze

k
1F]] =

n
E 2
ai]—,

1j5=1

(2

wobei (a;;) i=1,...... die der Abbildung F wie oben zugeordnete Matriz ist. Dann

j=1,...,n

gilt

IEQON < IFIIXI fir alle X € R™.

Bemerkung. Man beachte, dass hier ungenauerweise dasselbe Symbol || - ||
fiir drei verschiedene Funktionen benutzt wird: ||F(X)|| ist die Norm von
F(X) in R* || X]|| ist die Norm von X in R", und ||F| ist eine Norm auf
dem Vektorraum Hom(R™,R¥) der linearen Abbildungen von R” in R*. Da
aber keine Gefahr von Mifiverstéindnissen besteht, ist diese unprézise Bezeich-
nungsweise durchaus {iblich.

Beweis (Lemma 2.1). Fiir X = (z1,...,2,) € R" gilt

n

FX)=>" | aiyz; | B,

i=1 \j=1

also

2

k n
PP =D aijx;

i=1 \j=1

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (in einem beliebigen R™) (A, B)? <
LA B]* ist
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(Can) = () (X8).

also

k n n
IFCOIP <D D e | [ Do | = IFIPIX)> .
i=1 \j=1 j=1

2.2 Folgerung. Ist F : R" — RF eine lineare Abbildung, so ist
IF(X) = FW)[ <|FIIX=Y|  fir X,Y € R",

also ist F' eine Lipschitzabbildung (mit Lipschitz-Konstante | F||) und somit
insbesondere gleichmdflig stetig.

Nun betrachten wir Abbildungen in euklidische Réume, die nicht not-
wendig linear sind. Der Definitionsbereich darf dann zunéchst auch von all-
gemeinerer Natur sein. Sei zunéchst M eine beliebige nichtleere Menge und
F: M — R" eine Abbildung. Fiir jedes x € M koénnen wir dann den Bild-
vektor F(x) als Linearkombination der Basisvektoren Fj, ..., E, des R™ dar-
stellen. Bezeichnen wir die i-te Koordinate von F'(z) mit f;(z), so gilt also

F(z) = Z fi(@)E; fiir 2 € M.

Dadurch sind reellwertige Funktionen f; : M — R, i = 1,...,n, definiert.
Wir bezeichnen f; als die i-te Koordinatenfunktion der Abbildung F'. Sie
kann auch als Komposition

fi=pioF
dargestellt werden; dabei ist
i R"™ - R
(X1, ey ) = a;

die i-te Projektion. Allgemein 148t sich also die Untersuchung einer Abbildung
in den R™ zurtickfiithren auf die Untersuchung von n reellwertigen Funktionen,
was oft bequem ist. Hierfiir ein erstes Beispiel:

2.3 Satz. Sei M ein metrischer Raum, F : M — R™ eine Abbildung und
x € M. Dann gilt:

F ist stetig in x < p; o F ist stetiginx firi=1,...,n.

Beweis. Ist F stetig in x, so ist wegen der Stetigkeit der Projektion p; auch
p;o F stetigin z (i = 1,...,n). Seien umgekehrt alle Koordinatenfunktionen
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pioF =: f; stetig in z. Sei e € RT. Fiiri € {1,...,n} gibt es eine Umgebung
U; von x in M mit

filz) — fi(y)| < % fiir alle y € U;.

Dann ist U := Uy N --- N U, eine Umgebung von x, und fiir alle y € U gilt
|fi(z) = fily)| <e//nfiri=1,...,n,also

1F(y) = F@)ll < vVl F(y) = F(2)|lmax < e =

Bemerkung. Analoge Aussagen gelten offenbar, wenn ,stetig in x* ersetzt
wird durch ,stetig” oder ,gleichméfig stetig”.

Die Stetigkeit einer Abbildung in einem Punkt kann man natiirlich ganz
analog wie in Analysis I auch unter Verwendung eines Grenzwertbegriffs
fiir Funktionen formulieren. Der folgende Konvergenzbegriff fiir Abbildun-
gen zwischen euklidischen Rdumen wird spéter haufig benutzt.

2.4 Definition. Sei M C R, F : M — R* eine Abbildung, X, ein
Hiufungspunkt von M und Y € R¥. Dann wird definiert

lim F(X)=Y =
X—)Xo

VeeRT I eRT VX € M\ {Xo}: (|X — Xo|| < 6= |F(z) - Y| <e).

Man beachte, dass die Aussage

lim F(X)=Y
X*)Xo

nicht erfordert, dass F' auch an der Stelle Xy definiert ist.

Die Stetigkeitsdefinition kann jetzt also auch folgendermaflen umformu-

liert werden:
F stetigin Xy < lim F(X) = F(Xy).
X—Xo

Ebenso wie Konvergenz einer Folge in R™ gleichbedeutend ist mit Konver-
genz der entsprechenden Koordinatenfolgen, kann man Limesbeziehungen fiir
Abbildungen zuriickfithren auf Limesbeziehungen fiir die Koordinatenfunk-
tionen:

2.5 Satz. Sei M C R", F : M — RF eine Abbildung, Xy ein Hiufungs-
punkt von M, Y = (y1,...,yx) € R¥ und f; := p; o F, also F(X) =
(f1(X),..., fr(X)) fir X € M. Dann gilt:

Xli)rr)l(OF(X):Y & Xli)n)lgofi(X):yi firi=1,... k.



10.2 Abbildungen und Koordinatenfunktionen 225

Beweis. In Analogie zum Beweis von Satz 1.8 (leichte Ubung). L]

Die formalen Eigenschaften des Konvergenzbegriffes aus Definition 2.4
sind sinngeméf dieselben wie frither im eindimensionalen Fall. Wir nennen
nur ein spéater haufig benutztes Beispiel: Aus

lim F(X)=Y und lim G(X)=Z2
X—=Xo X—Xo

folgt

lim (F+G)(X)=Y + Z
X—=Xo
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Wir beginnen mit einigen Vorbetrachtungen. In diesem Kapitel soll die Diffe-
rentialrechnung fiir Funktionen von n reellen Verdnderlichen behandelt wer-
den. Unter einer reellen Funktion von n reellen Verédnderlichen verstehen wir
eine Abbildung f : M — R mit M C R™. Fir X € R", X = (21,...,2,)
schreibt man tiblicherweise

f(X) == f(.’L‘l,...7LL‘n).

Man mu#f sich dabei stets dariiber klar sein, dass diese Schreibweise die Fest-
legung einer Basis des R™ voraussetzt, auch wenn dies nicht immer explizit ge-
sagt wird. In der Schreibweise f(X) ist dagegen nicht auf eine spezielle Basis
Bezug genommen; daher nennt man diese Schreibweise auch , koordinatenu-

nabhiingig® oder ,invariant“. Wenn wir in R™ eine andere Basis (E1, ..., F,)
einfithren, so kénnen wir natiirlich auch

f(X)=f (Z xE) = g(&1,..., %)

schreiben, aber die Zuordnung (Z1, ..., Z,) — g(Z1, ..., T,) ist natiirlich eine
andere als die Zuordnung (x1,...,2,) — f(21,...,2,). Aus diesen und ande-
ren Griinden ist es zweckméfig, so weit wie moglich koordinatenunabhéngige
Definitionen, Schreibweisen und Schluflweisen zu benutzen. Bei der analyti-
schen Behandlung von Funktionen von mehreren Verénderlichen empfiehlt es
sich also, in f(X) immer das Argument X, also einen Punkt des Raumes, als
das Wesentliche anzusehen und seine Beschreibung durch Koordinaten nur
als Hilfsmittel zu betrachten.

Diese Betrachtungsweise fiihrt uns auch dazu, an den Anfang der Diffe-
rentialrechnung in hoheren Dimensionen nicht die partiellen Ableitungen zu
stellen. Was hierunter zu verstehen ist, ist schnell gesagt. Sei f : R — R
eine Funktion und X = (Z1,...,T,) € R™. Als i-te partielle Ableitung von f
an der Stelle X wird die Ableitung der Funktion

i f(flw"7Ti71atvfi+17"wxn)
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an der Stelle ¢t = T; bezeichnet, falls sie existiert. Die i-te partielle Ableitung
oder partielle Ableitung nach der i-ten Verdnderlichen ist also die gewthnli-
che Ableitung der Funktion, die sich ergibt, wenn alle Verénderlichen aufler
der i-ten festgehalten werden. Partielle Ableitungen beziehen sich also immer
auf eine Basis. Abgesehen von diesem Schonheitsfehler ist es auch aus anderen
Griinden nicht zweckméfig, den Begriff der Differenzierbarkeit auf die Exis-
tenz der partiellen Ableitungen zu griinden. Dies soll jetzt durch Beispiele
erldutert werden.

Wir betrachten Funktionen auf R2. In diesem Fall werden wir die Koor-
dinaten (beziiglich der Standardbasis) eines Vektors X meist mit x,y statt
x1, T bezeichnen. Sei nun f : R? — R definiert durch

2o = ﬁ fiir (z,y) # (0,0),
e {0 fiir (z,y) = (0,0).

Die partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0), bezeichnet mit

%(O’O) und 2—5(0,0),

existieren, denn die Funktionen z — f(z,0) = 0 und y — f(0,y) = 0 sind
differenzierbar. Die Funktion f ist also an der Stelle (0,0) (und auch an
jeder anderen Stelle) partiell differenzierbar. Sie ist aber an der Stelle (0,0)
nicht stetig! In der Tat liegen in jeder Umgebung von (0,0) Punkte (a,a)
mit a # 0, und es ist f(a,a) = 1/2, wihrend doch f(0,0) = 0 ist. Nun
sind wir aus Analysis I gewohnt, dass jede differenzierbare Funktion auch
stetig ist. Hier haben wir aber eine partiell differenzierbare Funktion von
zwei Verdnderlichen, die nicht stetig ist. Dies weist darauf hin, dass man
unter der Differenzierbarkeit einer Funktion von mehreren Veridnderlichen
etwas anderes verstehen sollte als partielle Differenzierbarkeit.

Nun bezieht sich partielle Differenzierbarkeit auf eine spezielle Basis. Man
konnte daher von einer Funktion schérfer fordern, dass sie beziiglich jeder
Basis partiell differenzierbar ist. Aber auch daraus wiirde nicht die Stetigkeit
folgen. Dies wird belegt durch das Beispiel

o :,;szyyz fur (z,y) # (0,0)
flz,y): {0 fur (z,y) = (0,0)

In jeder Umgebung von (0,0) liegen Punkte (a,a?) mit a # 0, und hierfiir ist
f(a,a*) = 1. Also ist f nicht stetig in (0, 0). Andererseits sind die Funktionen

y— f(0,y)=0

und
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at
t'-)f(t,at):m, aeR
iiberall differenzierbar. Mit anderen Worten: Fiir jede Gerade G in R? durch
den Nullpunkt ist die Einschrinkung von f auf G differenzierbar (genau-
er: fiir jeden Vektor E € R? ist die Funktion ¢ ~ f(tE) differenzierbar).
Spéter werden wir hierfiir sagen, dass alle Richtungsableitungen dieser Funk-
tion existieren, insbesondere alle partiellen Ableitungen bei beliebiger Basis.
Trotzdem ist die Funktion nicht stetig.

11.1 Differenzierbarkeit

Die Vorbetrachtungen machen klar, dass wir uns gut iiberlegen miissen, was
eigentlich eine sinnvolle Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion von
mehreren Verdnderlichen ist. Wir kénnen uns hier durch den eindimensiona-
len Fall leiten lassen, miissen ihn aber inhaltlich richtig verstehen und dazu
etwas uminterpretieren.

Der Grundgedanke der Differentialrechnung besteht darin, eine gegebene
Abbildung von einem euklidischen Raum in einen anderen dadurch zu un-
tersuchen, dass man die Abbildung in der Nihe eines betrachteten Punktes
moglichst gut approximiert durch ,,moglichst einfache“ Abbildungen. Beson-
ders einfach sind konstante Abbildungen und, nach diesem Trivialfall, lineare
Abbildungen. Zusammensetzungen aus beiden nennt man affine Abbildun-
gen. Eine Abbildung F : R® — R¥ heiit also affin, wenn

F(X)=L(X)+Z  fir X €R"

ist, wobei L : R” — R¥ eine lineare Abbildung und Z € R¥ ein fester Vektor
ist.

Betrachten wir nun zunéchst den Fall einer Funktion f : R — R. Eine
affine Abbildung g : R — R ist von der Form

glx) =cx +1t fir x € R

mit Konstanten ¢ und t. Wir wollen nun zu gegebenem zy € R eine affi-
ne Funktion ¢ finden, die f bei x( ,,moglichst gut“ approximiert. Die erste
Forderung an g ist natiirlich, dass g(xo) = f(x0) sein soll; dies wird erfiillt
durch

9(x) = e(z — o) + f (o).

Schreiben wir wie iiblich = x¢ + h, so verschwindet also die Funktion
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h = f(xo+h) —g(zo + h) = f(zo + h) — f(x0) — ch

fiir h = 0. ,,Gute Approximation“ interpretieren wir nun so, dass die Differenz
f(zo+ h) — f(zg) — ch fiir h — 0 schneller klein werden soll als h. Damit ist
gemeint, dass sogar noch

lim f(xo+h)— flzo) —ch
h—0 h o

0 (1.1)

sein soll. Hiermit sind wir genau bei der Definition der Differenzierbarkeit
aus Analysis T angelangt: (1.1) ist dquivalent damit, dass f bei z¢ differen-
zierbar und dass f'(xg) = c ist. Die obigen Uberlegungen legen es aber jetzt
nahe, nicht die Zahl ¢, sondern die durch sie definierte lineare Abbildung
L : h — ch in den Mittelpunkt zu stellen, also zu sagen: Die Funktion f heifit
differenzierbar in x(, wenn es eine lineare Funktion L : R — R gibt mit

i 4 (@0 +h) = f(@o) — L(h)
h—0 h

=0.

In dieser Form 148t sich die Definition sofort auf Abbildungen zwischen hher-
dimensionalen Rdumen {ibertragen.

1.2 Definition. Sei M C R™ offen, sei F : M — RF eine Abbildung, sei

Xo € M. Die Abbildung F heifst differenzierbar in Xg, wenn es eine lineare
Abbildung L : R™ — R* gibt mit

F(Xo+H)—- F(Xy)—L(H

lim (Xo + H) (Xo) (H)

=0.
H=0 I1H||

Gibt es eine solche lineare Abbildung, so ist sie eindeutig bestimmt; sie heifst
dann das Differential von F in Xy und wird mit DFx, bezeichnet. F' heifst
differenzierbar, wenn F differenzierbar in X ist fir alle X € M.

Wohldefiniertheit von Definition 1.2. Zu zeigen ist, dass es hochstens eine
lineare Abbildung mit der genannten Eigenschaft gibt. Seien also Li, Lo :
R"™ — R* zwei lineare Abbildungen dieser Art. Dann gilt

lim Li(H) — Lo(H)
H=0 || H||

Fiir jeden Vektor X € R™\ {0} folgt insbesondere

0 — 1y D2() ~ La(tX) _ Ly(X) — Ly(X)
N0 [£X] [y ’

also L1(X) = Ly(X); somit ist Ly = Lo. L]

=0.

Bemerkung. In der idlteren Literatur wird Differenzierbarkeit im Sinne von
Definition 1.2 oft als ,,vollstédndige* oder ,totale“ Differenzierbarkeit bezeich-
net.
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In Definition 1.2 diirfen n und k beliebige natiirliche Zahlen sein. Ist eine
dieser Zahlen gleich 1, so kann man sich die Bedeutung des Differentials gut
veranschaulichen.

Sei zunéchst & = 1 und, der Einfachheit halber, n = 2. In diesem Fall
empfiehlt es sich, von der Funktion f: M — R (mit M C R?) den Graphen

Graph f := {(SL’,y,Z) eR? | (xvy) eEM, z= f(xvy)}

zu betrachten. Sei Xy € M und D fx, das Differential von f in X. Dann ist
also Dfx, : R? — R eine lineare Funktion. Differenzierbarkeit von f in X
kann auch so formuliert werden, dass

J(X) = f(Xo) + Dfx, (X = Xo) + R(Xo, X)

mit
R e TR 3

gilt. Die durch

9(X) = f(Xo) + Dfx,(X — Xo), X €R?,
definierte Funktion g ist affin, und ihr Graph

Graph g = {(z,y,2) €R? | (z,) € R, z = g(z,y)}

ist eine Ebene durch den Punkt (X, f(Xy)). Die Beziehung (1.3), also

f(X) = 9(X)

im =0
X—Xo ||X —X0||

besagt, dass der Graph von f bei Anniherung von X an Xy sich dem Gra-
phen von g besonders gut anschmiegt. Der Graph von g wird daher auch
als Tangentialebene des Graphen von f im Punkt (Xo, f(Xo)) bezeichnet.
Differenzierbarkeit einer reellen Funktion kann also auch als Existenz einer
Tangentialebene an den Graphen interpretiert werden. Das Differential be-
schreibt die Stellung dieser Tangentialebene.

Betrachten wir jetzt den Fall n = 1 und k > 2. Die Menge M C R wollen
wir etwa als Intervall annehmen. Die Abbildung F' : M — R bezeichnet
man als eine parametrisierte Kurve. (Eine physikalische Interpretation im Fall
k = 3 wire etwa, dass F' die Bahn eines Massepunktes in Abhéngigkeit von
der Zeit beschreibt.) Sei ¢y € M und F differenzierbar in t. Das Differential
DF;, : R — RF ist eine lineare Abbildung von R in R¥, also gilt DF}, (h) =
hDF, (1). Wir setzen

DF,;, (1) =: F'(to);
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das ist also ein Vektor in R¥. Die Limesgleichung in der Definition 1.2 der

Differenzierbarkeit lautet dann

_ _ !
lim F(to+h) — F(to) — F'(to)h
h—0 ||

:07

was dquivalent ist mit

lim F(to + h) — F(to)

v
h—0 h = F'(to).

Damit ist eine anschauliche Deutung des Vektors F(tg) gefunden. Wir be-
zeichnen ihn als Ableitung der Abbildung F' oder als Tangentenvektor der
parametrisierten Kurve F' in tg. Ist f; die i-te Koordinatenfunktion von F,
also

F(t):(fl(t)aafk(t)) fﬁrt€M7

so ist wegen Satz 2.5 aus Kapitel 10

F'(to) = (fi(to), .- - fr(to))-

Man erhélt den Ableitungs- oder Tangentenvektor also durch koordinaten-
weises Differenzieren.

Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick und wollen zunéchst einige
grundlegende Aussagen iiber differenzierbare Abbildungen zusammenstellen.
Danach untersuchen wir insbesondere reellwertige Funktionen, die wir an-
schliessend in Gestalt von Koordinatenfunktionen wieder fiir die Behandlung
allgemeiner differenzierbarer Abbildungen nutzbar machen.

Die folgenden Sétze zeigen, dass der durch Definition 1.2 eingefiihrte Dif-
ferenzierbarkeitsbegriff, anders als die Forderung der partiellen Differenzier-
barkeit, die aus Analysis I bekannten Implikationen von Differenzierbarkeit
auszudehnen gestattet.

1.4 Satz. Ist F : M — R* in X, differenzierbar, so ist F' in X, stetig.

Beweis. Sei F' in X differenzierbar. Zu gegebenem e € R existiert dann ein
0 € RT mit

| F(Xo+ H) — F(Xo) — DFx,(H)|

<
IH]|

N ™

fir alle H mit Xo + H € M und 0 < ||H|| < é;. Da lineare Abbildungen
gleichméBig stetig sind, existiert ein do € RT mit ||DFx,(H)| < &/2 fiir alle
H € R” mit |H| < d2. Fiir alle Xo + H € M mit |H| < ¢ := min{dq, 2,1}
gilt dann
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[ F(Xo+ H) = F(Xo)||
|F(Xo + H) — F(Xo) — DFx,(H)|| + |[DFx,(H)||

3 3
ZINH z
)+

IN

IN

<e. [

1.5 Satz. Sind die Abbildungen F : M — R¥ und G : M — RF differenzier-
bar in Xo, so auch F' + G, und es gilt

D(F + G)x, = DFx, + DGx,.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus

(F'+G)(Xo+ H) — (F + G)(Xo) — (DFx, + DGx,)(H)
= [F(Xo + H) — F'(Xo) — DFx,(H)] + [G(Xo + H) — G(Xo) — DGx,(H)]

nach Division durch ||H|| und Limesbildung H — 0. L]

Die wichtige Kettenregel besagt, dass die Komposition differenzierbarer
Abbildungen differenzierbar ist und dass das Differential der Komposition
die Komposition der Differentiale ist.

1.6 Satz (Kettenregel). Seien M C R™ und N C R* offen, seien F : M — N
und G : N — R™ Abbildungen. Sei Xo € M, sei ' differenzierbar in Xy und
G differenzierbar in F'(Xo). Dann ist Go F differenzierbar in Xo, und es gilt

D(G O }7))('0 - DGF(XO) o DF‘)((J

Beweis. Wir setzen F(Xo) =: Yp und F(Xo + H) — F(Xo) = Zy fiir H €
R™\ {0} und X + H € M. Fiir diese H gilt

ﬁ (G o F)(Xo + H) — (G o F)(Xo) — DGp(xy) © DFx, (H)]
- ﬁ (G(Yo + Zu) — G(Yo) — DGy (Zir)]
7 DG (P + H) = F(X0)) = DG (DFy, ()]
- ﬁ (G(Yo + Zu) — G(Yo) — DGy, (Zir)]
1
1 DGy, (|H” (F(Xo+ H) — F(Xy) DFXO<H>>) ,

wobei zuletzt benutzt wurde, dass das Differential eine lineare Abbildung ist.
Wegen der Differenzierbarkeit von F' in Xy und der Stetigkeit der linearen
Abbildung DGy, gilt
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1
lim DGy, | — (F(Xo + H) — F(Xo) — DFx,(H)) | =0.
H=0 (I1H||

Fiir den ersten Summanden haben wir

1

m [G(YO + ZH) — G(Yo) — DGYO(ZH)]

0, falls Zy =0,
Ll A [G(Yo + Zu) — G(Yo) — DGy, (Zu)]  sonst.
Aus der Differenzierbarkeit von G in Y, der Stetigkeit von F' in Xy und

der Beschrénktheit von || Zg||/||H|| in einer Umgebung von 0 (die aus der
Differenzierbarkeit von F' in X folgt) ergibt sich jetzt

) 1
}111210 m [G(YO + ZH) — G(Yo) — DGYO(ZH)] =0.
Daraus folgt die Behauptung. [

Bei konkreten Berechnungen wird man im allgemeinen die Kettenregel in
Koordinatenschreibweise benutzen; hierauf kommen wir spéter zuriick.

Den Fall n = 1 der Kettenregel (Satz 1.6), der hiufig vorkommen wird,
schreiben wir noch mit Verwendung des Ableitungsvektors.

1.7 Folgerung. Seien I C R und N C R offen, seien F : I — N und
G : N — R™ Abbildungen. Ist F differenzierbar in tg € I und G differenzier-
bar in F(ty), so gilt

(G o F)'(to) = DG py) (F'(t0))-

Beweis. Nach Satz 1.6 ist
D(G o F)yy = DG, © DFy,;
fir h € R folgt also

WG o F)'(to) = D(G o F)y,(h) = DGp1,)(DFy, ()
= DGF(tO)(hF/<t0)) = hDGF(tO)(F/<tO)). ]

Einer der niitzlichsten Sétze aus Analysis I iiber differenzierbare Funktio-
nen ist der Mittelwertsatz (Kapitel 6, Satz 2.2). Er besagt, dass man fiir eine
differenzierbare Funktion f : [x,y] — R die Differenz f(y) — f(x) darstellen
kann durch
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wobei z € (z,y) eine passende Zwischenstelle ist. Ausgenutzt wird dies meist
in folgender Weise. Weifl man, dass fiir alle z € (x,y) die Abschitzung
|f/(2)] < ¢ mit einer Konstanten ¢ gilt, so folgt

1f(y) = f(@)] < cly —al.

Mit anderen Worten, die Differenz der Funktionswerte bei x und y ist klein,
wenn im ganzen Intervall der Betrag der Ableitung klein ist. In dieser Form
188t sich der Mittelwertsatz auf differenzierbare Abbildungen F von R™ in den
RF iibertragen, nicht jedoch in der vorherigen Form einer Gleichung. Quali-
tativ besagt diese Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, dass der Abstand
|IF(Y)— F(X)]|| nicht grof ist, wenn das Differential von F' lings der Verbin-
dungsstrecke von X und Y nicht grof ist. Die Grofle des Differentials wird
dabei im Sinne der in Lemma 2.1 aus Kapitel 10 eingefiihrten Norm linearer
Abbildungen gemessen. Mit

X, Y]:={(1-NX+AY [0<A< 1}

bezeichnen wir die Verbindungsstrecke der Punkte X, Y € R™.

1.8 Satz. Sei M C R"™ offen, seien X,Y € M Punkte mit [X,Y] C M. Die
Abbildung F : M — R¥ sei stetig in M und differenzierbar in (1 — X)X +\Y
fiir alle A € (0,1). Gilt

IDFz|| <c¢ fir Z=(1-XNX+AY mit A €(0,1),
mit einer Konstanten c, so gilt
[F(Y) = FX)[ < ]y = X]].
Beweis. Zunichst behandeln wir einen Spezialfall. Sei G : [0,1] — R* eine

stetige Abbildung derart, dass die Einschrénkung G| 1) differenzierbar ist
und dass

|G'(t)|| <e  firallete (0,1)
gilt. Withle e € RT und setze
A:={te[0,1] ] ||G®) — G0)|| < (c+ &)t +¢€}.

Da G in 0 stetig ist, enthiilt A jedenfalls ein Intervall [0, 7] mit 7 > 0. Setze
s :=sup A; dann ist also 0 < s < 1. Da G in s stetig ist, gilt

[G(s) = GO)| < (c+¢)s +e,

also s € A. Angenommen, es wire s < 1. Da G in s differenzierbar ist, gibt
esein h>0mit s+ h <1 und



236 11 Differentiation

HG(s—Fh}i—G( ) _e's)|| <
also mit
HW ’ <G (s)] +2 < ete.
Es folgt

[G(s+h) =GO < [G(s+h) = G(s)]| + [G(s) = G(O)]
(c+e)h+(c+e)s+e

=(c+e)(s+h)+e,

<
<

also s+h € A, im Widerspruch zur Definition von s. Damit ist s = 1 bewiesen;
es gilt also

IG(1) = GO)]| < ¢+ 2e.
Da e € RT beliebig war, folgt
IG(1) = GO < e
Nun sei F' wie in Satz 1.8 vorausgesetzt. Wir definieren K : [0, 1] — R™ durch
Kit)=01-t)X+tY fir t € [0,1].

Trivialerweise ist K differenzierbar und K’(t) = Y — X. Nach der Kettenregel
(Satz 1.6) ist F o K differenzierbar in ¢ € (0, 1), und es gilt

D(F o K); = DFy () o DK,
also
(FoK)'(t) = DFg()(K'(t)) = DFr) (Y — X).
Nach Lemma 2.1 aus Kapitel 10 folgt
I(F o KY(0)]| = | DFxo (Y — Xl < IDExlllY — X < ey — X|.
Nach dem bereits Bewiesenen (mit G := F o K und c||Y — X|| statt ¢) folgt
[E(Y) = FX)[| = [(F o K)(1) = (Fo K)(O)]| <c[Y —X]. .

1.9 Folgerung. Sei M C R™ offen und zusammenhingend, sei F : M — R*
eine differenzierbare Abbildung mit DFx = 0 fir alle X € M. Dann ist F
konstant.
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Beweis. Seien X, Y € M. Da M zusammenhingend und offen ist, gibt es
Punkte Xiq,..., X, mit Xy = X, X = Y und [X;, X;41] € M fiir i =
1,...,k—1. (Denn fiir festes X € M ist die Menge A4; aller Y € M, die derart
mit X durch einen Streckenzug in M verbindbar sind, offen und nicht leer. Die
Menge As := M\ A; ist ebenfalls offen. Da A UMy = M, AyN Ay = Qund M
zusammenhéingend ist, mufl Ay = () sein, also M = A;.) Fiiri € {1,...,k—1}
gilt nach Satz 1.8 die Gleichung F'(X; 1) — F(X;) = 0. Hieraus folgt F(Y) =
F(X). Da X, Y € M beliebig waren, folgt die Behauptung,. [

11.2 Partielle Ableitungen und Koordinatenfunktionen

Bei der Behandlung konkreter differenzierbarer Abbildungen wird man zweck-
méfigerweise ihre Koordinatenfunktionen heranziehen. Differentiale und Ket-
tenregel treten dann in Matrizenschreibweise auf. Diese Umformulierungen
wollen wir in diesem Abschnitt vornehmen. Dazu miissen wir zunéchst par-
tielle Ableitungen reellwertiger Funktionen betrachten.

Im ersten Teil des Folgenden sei stets M C R"™ eine offene Menge, Xg € M
und f : M — R eine reelle Funktion.

Fiir reellwertige Funktionen héngt der Begriff des Differentials eng zu-
sammen mit dem der Richtungsableitung.

2.1 Definition. Sei E € R™\ {0} ein Vektor. Wenn die Funktion
t— f(XO + tE)
in O differenzierbar ist, so wird ihre Ableitung mit f'(Xo; E) bezeichnet, also

) Xo + hE) — f(Xo)

((Xo; B) = lim X0 :

f ( 0 ) hl_)HIO h

1'(Xo; E) heifsit Richtungsableitung von f beziiglich E im Punkt Xj.

2.2 Satz. Ist fin X differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitungen
von fin Xg, und es gilt

f'(Xo; E) = Dfx,(E) fiir E € R™.

Beweis. Definieren wir g(t) := f(Xo + tE) fiir alle t € R mit Xg +tE € M,
so ist g nach der Kettenregel (Folgerung 1.7) in 0 differenzierbar, und es gilt
9(0) = Dfx, (). .

Die Richtungsableitungen in den Richtungen, die durch die Vektoren
FEy, ..., E, der Standardbasis des R™ gegeben sind, treten besonders haufig
auf. Hierfiir hat man daher besondere Bezeichnungen:
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2.3 Definition. Firie€ {1,...,n} schreibt man
f'(Xo; Ei) =: 0 f (Xo),

falls diese Ableitung existiert. 0; f(Xo) heifit i-te partielle Ableitung von f in
Xo.

Eine héiufig verwendete Schreibweise ist auch

of
oif = .
Wie partielle Ableitungen zu berechnen sind, ist klar: Fiir Xo = (29,...,2%)
gilt
X E)— f(X
0.7 (Xo) = J'(Xo; By) = Jiy TR0 ERE) = T(X0)
h—0 h
— i f@9, . 2 2l + h,:c?Jrl,...,;U%) — f(@9,...,29)
h—0 h '

Das ist die gewohnliche Ableitung der Funktion

0 0 0 0
t= flay,.. . o, t,x g, ... @)

an der Stelle 2. Hieraus erklirt sich die Bezeichnung ,,partielle Ableitung*,
und es ergibt sich eine einfache Berechnungsvorschrift.

Durch die partiellen Ableitungen 1d8t sich nun auch die Richtungsablei-
tung allgemein und damit das Differential einer differenzierbaren Funktion
leicht ausdriicken. Fiir Y = (y1,...,y,) € R™ gilt wegen der Linearitéit des
Differentials

f'(X0;Y) = Dfx,(y1Er + -+ + yn En)
=D fx,(E1) + -+ ynDfx,(En)
= ylalf(XO) +eee ynanf(XO)
= (Y, (91f(Xo), ..., 0nf(X0)))-
dass man, wie hier, ein lineares Funktional auf dem R" als Skalarprodukt
mit einem festen Vektor darstellen kann, ist aus der Linearen Algebra wohl-

bekannt. Fiir den in diesem Fall auftretenden Vektor hat man eine besondere
Bezeichnung.

2.4 Definition. FEuistieren fir f : M — R (mit M C R™) die partiellen
Ableitungen in Xy, so heiffit der Vektor

Vf(Xo) = (01f(Xo), .-, 0nf(X0))
der Gradient von fin Xg. Ist f in Xo differenzierbar, so gilt

['(Xo; E) = Dfx,(E) = (Vf(Xy),E) fiir alle E € R".
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Man beachte, dass die Darstellung
V(Xo) = (01f(Xo),-..,0nf(X0))

von einer speziellen Basis des R™ Gebrauch macht, dass der Gradient aber,
wenn f in X differenzierbar ist, nicht von der gewéhlten Basis abhéngt. Der
Gradient V f(Xj) ist ja durch die basisunabhéngige Gleichung

(Vf(Xo), E) = f'(Xo; E) fir £ € R
festgelegt.
Der Gradient hat eine einfache anschauliche Bedeutung: Nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung (Satz 1.3 aus Kapitel 10) gilt fir [|E|| =1
f'(Xo: E) = (Vf(Xo), E) < [[Vf(Xo)ll

und das Gleichheitszeichen gilt (wie am Beweis von Satz 1.3 aus Kapitel 10
abzulesen ist) genau dann, wenn

Vf(Xo) =AE mit einem A > 0
ist. Wir halten dies als Satz fest.

2.5 Satz. Sei fin Xy differenzierbar und V f(Xo) # 0. Dann nimmt die
Richtungsableitung von f in Xq beziiglich Einheitsvektoren E genau fiir

V f(Xo)
[V f(Xo)ll

ihr Mazimum an; dieses Mazimum ist gleich |V f(Xo)||.

E =

Mit anderen Worten: Der Gradient weist in die Richtung stidrksten An-
stiegs der Funktion; seine Léange gibt die Grofle dieses Anstiegs an.

Fiir differenzierbare reellwertige Funktionen gilt der Mittelwertsatz in
Form einer Gleichung; er &8t sich bequem mit Hilfe des Gradienten for-
mulieren.

2.6 Satz (Mittelwertsatz). Seien X,Y € M Punkte mit [X,Y] C M. Sei
f i+ M — R stetig in M und differenzierbar in (1 —t)X +tY firt € (0,1).
Dann gibt es eine Zahl 9 € (0,1) mit

fY) = f(X) = (V1 =X +9Y),Y - X).

Beweis. Setze g(t) := f((1 —t)X +tY) fiir 0 < ¢ < 1. Dann ist ¢ stetig und
nach der Kettenregel differenzierbar in (0,1). Nach dem Mittelwertsatz aus
Analysis I (Kapitel 6, Satz 2.2) existiert daher eine Zahl ¢ € (0,1) mit

fFYV) = f(X) = g(1) = g(0) = ¢'(9)
=(ViA(1-9X +9Y),Y - X). ]
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Wir wollen nun auf den grundsétzlichen Zusammenhang zwischen Diffe-
renzierbarkeit und partieller Differenzierbarkeit eingehen. Dabei heifit eine
reellwertige Funktion partiell differenzierbar, wenn ihre partiellen Ableitun-
gen existieren. Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f : M — R ist also
fiir jedes 7 € {1,...,n} die Funktion

erklart, die man als i-te partielle Ableitung von f bezeichnet. Aus Differen-
zierbarkeit folgt partielle Differenzierbarkeit, nach Satz 2.2 sogar die Existenz
aller Richtungsableitungen. Umgekehrt folgt aus der Existenz aller Richtungs-
ableitungen nach einem Beispiel vom Anfang dieses Kapitels nicht einmal die
Stetigkeit, also gewifl nicht die Differenzierbarkeit. Andererseits ist die parti-
elle Differenzierbarkeit oft leicht nachpriifbar, und partielle Ableitungen sind
in konkreten Féllen gut zu berechnen. Es sind daher Aussagen von Nutzen,
die aus partieller Differenzierbarkeit und zusétzlichen Aussagen auf Differen-
zierbarkeit schlieflen lassen.

2.7 Satz. Ist f: M — R in einer Umgebung von Xy partiell differenzierbar
und sind die partiellen Ableitungen in Xy stetig, so ist f in Xq differenzierbar.

Beweis. Sei U eine offene Kugel mit Mittelpunkt Xo = (21,...,2,), in der f
partiell differenzierbar ist. Fiir H = (hy,...,h,) € R® mit Xy + H € U gilt
nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

f(Xo + H) — f(Xo)
n
= Z[f(xl, ce s Ti—1, T + hiyl'i-i-l + hi+1, e, Ty hn)
=1
- f((El, ey Lj—1, X4, Tjp1 + hi+1, BRI 7% + hn)}

= Z hzazf(xl, ey Li1,T4 + Cihi, $i+1 —+ hi+1, BN Y + hn)
i=1

mit geeigneten ¢; € (0,1), also
1

1 n
= m Z hl[é?lf(:vl, ey Lj—1,T4 —+ Cihi, ey Xy —+ hn) — 81f(X0)]
i=1

n
<Y 10if (@1, i1, @+ Gl @iy 4 higa, - T+ ) — 0 (X)) -
i=1

Da nach Voraussetzung jede partielle Ableitung 0; f in X stetig ist, ist der
Limes der rechten Seite fiir |H|| — 0 gleich 0. Daraus folgt die Behauptung.
m
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Nach dieser Behandlung reellwertiger Funktionen kehren wir nun zu all-
gemeinen differenzierbaren Abbildungen in den R* zuriick. Wir verwenden
jetzt Koordinatenfunktionen und deren partielle Ableitungen.

Gegeben seien im folgenden, wenn nichts anderes gesagt ist, eine offene
Menge M C R™, ein Punkt X, € M und eine Abbildung F : M — R*. Fiir
1=1,...,kseil f; : M — R die i-te Koordinatenfunktion von F' beziiglich
der Standardbasis Ef, ..., E} des R¥, also

k

F(X) = (A(X),.... fo(X) =D f(X)E]  fiir X € M.

i=1
Mit X = (z1,...,2,), Y = (y1,-..,yr) lautet also die Gleichung Y = F(X)

in Koordinatenschreibweise

1= fi(ze, ..., 2n),

Y = fe(x1, ..., 2n).

Differenzierbarkeit einer Abbildung ist, analog wie bei der Stetigkeit,
gleichwertig mit Differenzierbarkeit der Koordinatenfunktionen.

2.8 Satz. Die Abbildung F ist genau dann differenzierbar in Xo, wenn alle
Koordinatenfunktionen f; in Xo differenzierbar sind (i = 1,...,k). Ist das
der Fall, so gilt

k
DEx,(H) = Y (Dfi)x, (H)E  fir H € R".
i=1

Beweis. Sei L : R — R* eine lineare Abbildung. Nach Satz 2.5 aus Kapitel
10 gilt

F(Xo+ H) — F(X,) — L(H)

i I =0
o lim fi(Xo+ H) — fi(Xo) = (pio L)(H) _ 0 firi=1,. . . .k
H—0 |1 H ||
Daraus folgen die Behauptungen unmittelbar. ]

An der Gleichung in Satz 2.8 kénnen wir nun sofort ablesen, durch welche
Matrix das Differential von F' in X beziiglich der Standardbasen beschrieben
wird. Sei E1, ..., E, die Standardbasis von R™. Ist L : R” — R eine lineare
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Abbildung, so ist die ihr beziiglich der Standardbasen zugeordnete Matrix
(@ij) i=1,..... definiert durch

Jj=1,...,
k
L(E;) =) ayE, j=1,...n
i=1

Setzen wir nun in der Gleichung in Satz 2.8 speziell H = Ej ein, so erhalten
wir wegen D fx,(E;) = 0;f(Xo) die Gleichungen

k
DFx,(E;) =Y _ 0;f:(X0)E},
=1

also a;; = 9; fi(Xo). Wir halten das fest und definieren:

2.9 Definition. Sei F': M — R* mit M C R™ differenzierbar in Xo € M.
Dann wird das Differential DFx, beziiglich der Standardbasen in R™ und R¥
beschrieben durch die k x n-Matrixz

01f1(Xo) -+ Onf1(Xo)
O1fk(Xo) -+ Onfr(Xo)

Sie heifst die Funktionalmatrix oder Jacobische Matrix der Abbildung F an
der Stelle Xo. Im Fall k = n wird die Determinante det JF(Xg) der Funk-
tionalmatriz als Funktionaldeterminante von F' in Xy bezeichnet.

Bemerkung. Fiir die Funktionaldeterminante von F' (im Fall n = k) findet
man auch oft die Bezeichnung

a(fla"'afn)
6(3?1,...,1'”).

Beschreibt man lineare Abbildungen (nach Einfiihrung von Basen in den
beteiligten Rdumen) durch Matrizen, so wird einer Komposition von Abbil-
dungen als Matrix bekanntlich das Matrizenprodukt der Matrizen der einzel-
nen Abbildungen zugeordnet. Mit der Bezeichnung aus Definition 2.9 lautet
die Kettenregel aus Satz 1.6 daher jetzt folgendermaflen: Die Funktional-
matrix einer Komposition ist gleich dem Matrizenprodukt (in der richtigen
Reihenfolge) der Funktionalmatrizen der einzelnen Abbildungen.

2.10 Satz (Kettenregel in Koordinatenschreibweise). Seien M C R™ und
N C RF offen, seien F : M — N und G : N — R™ Abbildungen, sei F
differenzierbar in Xo und G differenzierbar in F(Xg). Dann gilt

J(G o F)(Xo) = JG(F(Xo)) - JF(Xo)
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(Matrizenprodukt), also mit Go F =: H

Zargz XO 8 fT(XO)
firi=1,....mundj=1,...,n.

Etwas iibersichtlicher ist vielleicht die Schreibweise

k
8fr
8% Zl XO), Yy = F(Xo).

Im Fall m = n = 1 reduziert sich die Kettenregel in Koordinatenschreib-
weise auf eine einzige Gleichung, die wir fiir

h(t) = g(fi(t), .-, fu(?))
in der Form

dh_ Oy diy . 09 dh
dt — Oxp dt Oxy, dt

schreiben kénnen. Hat hier df;/d¢ (und damit auch dh/dt) das Argument ¢,
so mufl dg/0x; das Argument (f1(t),..., fx(t)) haben.

11.3 Hohere Ableitungen, Taylorformel, lokale Extrema

Im folgenden seien stets eine offene Menge M C R"™, ein Punkt Xy € M und
eine reellwertige Funktion f : M — R gegeben.

In diesem Abschnitt betrachten wir hohere partielle Ableitungen reellwer-
tiger Funktionen. Es liegt auf der Hand, wie sie zu definieren sind. Existiert
die i-te partielle Ableitung 0; f von f in einer Umgebung von X und existiert
die k-te partielle Ableitung von 9; f in X, so wird sie mit

0% f

Or0; f(Xo) oder 9007,

(Xo)

bezeichnet. Entsprechend wird allgemein die partielle Ableitung

af

% dxi ... 0x;,

0 f =
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rekursiv definiert. Man bezeichnet sie als partielle Ableitung r-ter Ordnung.
Existieren alle partiellen Ableitungen r-ter Ordnung in Xy, so heifit f r-mal
partiell differenzierbar in Xy, und wenn dies fiir alle Xg € M gilt, heifit f
r-mal partiell differenzierbar. Ist f r-mal partiell differenzierbar und sind alle
partiellen Ableitungen r-ter Ordnung der Funktion f stetig, so heiflt f r-mal
stetig differenzierbar (im Fall r = 1 kurz stetig differenzierbar). Die Menge
der auf M r-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen wird mit C" (M)
bezeichnet. Unter C°(M) wird die Menge der stetigen reellen Funktionen auf
M verstanden. Ein Element von C”(M) heifit auch Funktion der Klasse C"
auf M. Es gilt also

CO (M) > CHM)D>C*(M) > ...,

und zwar jeweils mit strikter Inklusion.

Bemerkung. Wird mehrmals nach derselben Verédnderlichen differenziert,
so verwendet man abkiirzende Schreibweisen wie z.B.

*f _ Of

drdx  9x?’

3r+sf

s "
O0x; 0z},

O 00k O f =
—— ——
s-mal r-mal

Das folgende Beispiel zeigt, dass es ohne zusétzliche Voraussetzungen

nicht gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die partiellen Differentiationen
ausgefiihrt werden.

Beispiel. Sei f: R? — R erklirt durch
222 5
f<x7y) = l‘yﬁ fU.I' (-’L‘,y) 7é (0,0),
0 fiir (z,y) = (0,0).
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung existieren, und man erhélt
02 02
f (07 ) = _17 f
0yox 0zxdy

(0,0) = 1.

Derartiges kann jedoch nicht passieren, wenn die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung noch stetig sind, wie der folgende Satz zeigt.

3.1 Satz (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge). Ist r > 2 und
f e C"(M), so sind die partiellen Ableitungen von f bis zur r-ten Ordnung
unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiationen, d.h. es gilt

81.1 . 8irf = 81.0(1) . 8ia(r)f

fiir jede Permutation o der Zahlen 1,...,r.
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Beweis. Da jede Permutation der Zahlen 1,...,r Produkt von solchen Per-
mutationen ist, bei denen nur zwei benachbarte Zahlen vertauscht werden,
geniigt es, den Beweis fiir den Fall » = 2 zu fiihren. Auflerdem bedeutet es
keine Einschrankung der Allgemeinheit, n = 2 anzunehmen, weil bei den in
Betracht kommenden Differentiationen alle bis auf zwei Verénderliche festge-
halten werden.

Sei X = (z1,22) € M und U C M eine offene Kugel mit Mittelpunkt X.
Im folgenden sei H = (hq, h2) so klein, dass X + H € U ist. Dann gilt

(@1 4+ hy, o 4 ho)—f(z1 4 ha,22) — f(x1, 22 + h2) + f(21, 22)

= ¢(@1 + ) = p(1) mit (t) := f(t, x2 + ha) — f(t,22)
= ¢ (z1 + c1hi)hy mit ¢; € (0,1) (Mittelwertsatz)

= [O1f(z1 + erhy, 22 + h2) =01 f(z1 + c1hy, 22) |l

= [Y(z2 + h2) — Y(22) | mit (t) := 01 f(z1 + crhi, t)

=9/ (xy + coha)hiho mit ¢ € (0,1) (Mittelwertsatz)

= 0501 f(x1 + c1hy, x2 + c2ha)hiho.
Analog findet man

fx1+hi, 2+ ho) — f(z1 + hi,22) — f(x1, 22 + ha) + f(21, 22)
= 8162f(£€1 + dlhl,ilfg + dghg)hlhg

mit passenden dy,ds € (0,1). Fiir hihg # 0 folgt also
8281f(a:1 + Clhl,xg + CQ]’LQ) = 8162f($1 + d1h1, Tro + thg).

Man beachte, dass ¢; und d; hier von h; abhéngen (i = 1,2), da der Mittel-
wertsatz auf dem Intervall (x1,x1 + hq) bzw. (22, x2 + ha) angewandt wurde.
Es gilt jedoch ¢;,d; € (0,1) und daher mit h; — 0 auch ¢;h; — 0 und
d;h; — 0. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung ergibt sich mit (hq, he) — (0,0) die Behauptung

0201 f (1, 22) = 0102 f (1, 22). ]

Einer der wichtigsten Sétze aus Analysis I tiber mehrfach differenzierbare
Funktionen war die Taylorformel (Kapitel 6, Satz 3.3). Wir wollen nun unter-
suchen, was sie fiir Funktionen von n Verdnderlichen liefert, wenn man diese
auf Geraden durch einen betrachteten Punkt einschriankt. Zuerst erinnern
wir uns an die Taylorformel aus Analysis I; dabei kénnen wir uns auf einen
Spezialfall beschranken. Sei g : [—¢,h] — R mit ,h > 0 eine (k + 1)-mal
differenzierbare Funktion (k € N). Dann gilt

k
o) =32 59O +

Jj=0

(k " 1)'g(k+1)(c)hk+1
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mit einer passenden Zwischenstelle ¢ € (0, h).

Wir betrachten nun eine Funktion f : M — R mit offenem Definiti-
onsbereich M C R™ und einen Punkt Xy € M und machen die folgende
Voraussetzung.

Voraussetzung. Sei & € N, f € C¥(M), die partiellen Ableitungen k-
ter Ordnung von f sind in M differenzierbar, H € R™ ist ein Vektor mit
[Xo, Xo+ H] C M.

Nun setzen wir
g(t) = f(Xo+tH) fir t € [—¢,1]

wobei € > 0 so gewihlt sei, dass [Xo, Xg — eH| C M ist. Da f differen-
zierbar ist (denn die partiellen Ableitungen sind noch differenzierbar, also
stetig, somit ist f nach Satz 2.7 differenzierbar), ist g nach der Kettenregel
differenzierbar, und nach Satz 2.10 gilt

g'(t)=> 0if(Xo +tH)h;,

i=1

wenn H = (hq,...,h,) ist. Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitun-
gen 0;f (i = 1,...,n) noch differenzierbare Funktionen, daher kénnen wir
abermals die Kettenregel anwenden und erhalten

n n

9" =" 8;0:f(Xo + tH)hh;.

i=1 j=1

So fortfahrend, erhalten wir schliellich

g = > 00, f(Xo +tH)h, by,

01, tr=1

fir » = 1,...,k + 1. Auf g konnen wir die oben zitierte eindimensionale
Taylorformel anwenden (mit A = 1). Es gibt also eine Zahl ¢ € (0,1) mit

k

o(1) =3 500) + a0

Setzen wir hier die oben berechneten Ableitungen von g ein, so erhalten wir
den folgenden Satz.

3.2 Satz (Taylorformel). Sei M C R"™ offen, Xog € M, H € R™ mit [Xo, Xo+
H| C M, k€N, feCKM), und die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
von f seien in M differenzierbar. Dann gibt es eine Zahl ¢ € (0,1) mit
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fXo+H)=f(Xo)+ D~ D Oy 03 f(Xo)hay b,
r=1 " iy, i.=1

1
* (k-l—l)! Z 8i1“'a"Hlf(XOJrCH)hil"'hik+1'

Byl p1=1
Speziell fiir k = 2 ist also

F(Xo -+ H) = f(Xo) + (V£(Xo), H) + 5 D 0,05 (Xo)hah; + R(Xo; H)

ij=1
mit
1 n
R(Xo;H) == > 0:0;0mf(Y)hiljhm
6 ij,m=1
und passendem Y € [Xo, Xo + H|. Wegen |h;| < ||H|| folgt
Xo; H
lim 20 H)

H—0 || H|?

falls 0;0;0, f auf M beschréinkt ist. Analog zu Analysis I, Kapitel 6, Satz
3.4 (und daraus herleitbar) gilt diese Schlufifolgerung auch schon unter der
Voraussetzung, dass f € C*(M) ist und die partiellen Ableitungen von f in
X differenzierbar sind.

Man kann den durch

F(Xo + H) = f(Xo) + (VF(Xo), H) + 5 > 0:0;f(Xo)hsh + R(Xo; H),
ij=1
lim L(XO;H)

Hoo  [HZ 0

ausgedriickten Sachverhalt auch folgendermaflen beschreiben: In zweiter Néhe-
rung verhélt sich die Funktion f an der Stelle Xy wie ein Polynom zweiten
Grades. Anschaulich 148t sich folgendes sagen. Betrachten wir den Graphen
von f, so gibt der erste Term f(X) der Taylorformel die Hohe des Graphen
iiber Xy an, der zweite Term, der durch den Gradienten von f in X, be-
stimmt ist, legt die Tangentialebene an den Graphen iiber Xy fest, und der
néchste Term,

1 n
3 > 0,0 f(Xo)hihy,
i,j=1
gibt eine erste Information iiber die Gestalt des Graphen bei Xj. Dies zeigt
sich insbesondere bei der Untersuchung lokaler Extremwerte. Zuvor wollen
wir fiir diesen Term eine besondere Bezeichnung einfiihren.
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3.3 Definition. Sei f : M — R zweimal partiell differenzierbar in Xo. Dann
heifit die durch

Q(f, Xos H) := > 0:0;f(Xo)hih;  fiir H=(h,...,hn) € R

i,j=1
definierte Funktion Q(f, Xo;-) die Hesse-Form von f in Xg, und die Matriz

0101 f(Xo) -+ 010, f(Xo)

Hess(f)x, = : :
001 f(Xo) -+ 000 f(Xo)

heifit die Hessesche Matrix von f in Xg.

Falls f in einer Umgebung von X zweimal stetig differenzierbar ist, dann
ist nach Satz 3.1 die Hessesche Matrix von f symmetrisch. Die Hesse-Form
ist also eine quadratische Form, die Hessesche Matrix ist die ihr (beziiglich
der Standardbasis) zugeordnete Matrix. Uber quadratische Formen, deren
Behandlung in der Linearen Algebra erfolgt, wollen wir hier nur das fiir die
folgenden Betrachtungen Notwendige bereitstellen.
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3.4 Definition. Fine Funktion q : R™ — R mit

¢(X) = Z ajjrix;  fir X = (z1,...,2,) €R"

ij=1

(a;; € R firi,j =1,...,n) heifst quadratische Form wber R". Die quadra-
tische Form q heifit positiv definit, wenn ¢(X) > 0 fir X € R™\ {0} gilt,
positiv semidefinit, wenn ¢(X) > 0 fir X € R™ gilt, negativ definit (negativ
semidefinit ), wenn —q positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist, und inde-
finit, wenn q weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun lokale Extremwerte differen-
zierbarer Funktionen untersuchen.

3.5 Definition. Die Funktion f : M — R hat in X, ein lokales Maximum
(lokales Minimum), wenn es eine Umgebung U C M von X, gibt mit f(Xo) >
FY) (bzw. f(Xo) < f(Y)) firalleY € U. Gilt f(Xo) > f(Y) (bzw. f(Xo) <
Ff(Y)) firY € U\{Xo}, so hat f in Xy ein striktes lokales Maximum (striktes
lokales Minimum). Die Funktion f hat in Xo ein lokales Extremum, wenn sie
dort ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum hat.

Zunichst stellen wir, analog wie in Analysis I, fiir das Vorliegen eines
lokalen Extremums eine notwendige Bedingung auf.

3.6 Satz. Sei M C R" offen und f: M — R differenzierbar in Xo. Hat f in
Xo ein lokales Extremum, so ist V f(Xo) = 0.

Beweis. Hat f in X ein lokales Extremum, so hat fiir jeden Vektor H € R™
die durch

g(t) == f(Xo+tH) fir Xo+tH e M

erkldrte Funktion g in 0 ein lokales Extremum. Nach dem Kriterium aus
Analysis I (Kapitel 6, Satz 3.5) gilt daher

(Vf(Xo), H) =g'(0) = 0.
Da H € R™ beliebig war, ist Vf(Xy) = 0. L]

3.7 Definition. Ist f differenzierbar in einer Umgebung von Xy und ist
Vf(Xo) =0, so heifst Xq ein kritischer Punkt von f.

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen angeben fiir das Vorliegen eines
strikten lokalen Extremums.
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3.8 Satz. Sei M C R" offen und f € C*(M). Sei Xo kritischer Punkt von
f. Ist die Hesse-Form Q(f, Xo;-) von fin Xo positiv definit (negativ definit),
so hat f in Xg ein striktes lokales Minimum (striktes lokales Mazimum).

Beweis. Sei etwa Q(f, Xo; ) positiv definit. Wir zeigen zuniichst die Existenz
einer Zahl § € RY mit U(Xy,d) € M und der Eigenschaft, dass fiir alle
H € R™ mit | H|| < ¢ auch die Hesse-Form Q(f, Xo + H;-) positiv definit ist.

Da die Funktion Q(f, Xo;-) stetig ist, nimmt ihre Einschrinkung auf die
wegen Satz 1.13 aus Kapitel 10 kompakte Menge {E € R” | ||E|| = 1} nach
Folgerung 5.5 aus Kapitel 9 ein Minimum an. Da Q(f, Xo;-) positiv definit
ist, ist dieses Minimum positiv. Es gibt also eine Zahl ¢ € RT mit

Q(f, Xo; E) > 2a fiir alle £ € R" mit |[E| = 1.

Da nach Voraussetzung die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der
Funktion f in X, stetig sind (und M offen ist), gibt es ein § € RT mit
U(Xo,d) € M und

10:0; F(Xo + H) — 0;0; f(Xo)| < % fir alle H € R mit |H| <6

(i,7 =1,...,n). Fiir beliebiges E = (e1,...,e,) € R™ mit ||[E|| = 1 und fiir
|H|| < ¢ folgt

Q(f,Xo + H; E) — Q(f, Xo; E)|

< Z 10:0; f(Xo + H) — 0;0; f(Xo)| |ei] |e;]

7,7=1

Also ist Q(f,Xo+ H; E) > a > 0 fur ||E| = 1 und ||H|| < §; daraus folgt
Q(f, Xo+ H;Y) >0 fiir alle Y € R™\ {0}. Fiir alle H € R™ mit ||H| < § ist
also Q(f, Xo + H;-) positiv definit.

Nun gibt es nach Satz 3.2 (fir ¥ = 1) und wegen der Voraussetzung
V(Xo) =0ein ¢ € (0,1) mit
1 n
F(Xo+H) = f(Xo) + 5 > 0:0;f(Xo+ cH)hih;.
i,j=1
Fiir 0 < | H|| < ¢ folgt
f(Xo+ H) > f(Xo).

Die Funktion f hat also in X ein striktes lokales Minimum. [
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Umgekehrt 148t sich aus dem Vorliegen eines lokalen Extremums lediglich
folgern, dass die Hesse-Form in diesem Punkt semidefinit ist:

3.9 Satz. Sei M offen und f € C*(M). In X, habe f ein lokales Minimum
(lokales Maximum). Dann ist die Hesse-Form Q(f, Xo,-) positiv (negativ)
semidefinit.

Beweis. Die Funktion f habe etwa in X ein lokales Minimum. Angenommen,
Q(f, Xo; -) wire nicht positiv semidefinit. Dann gibt es ein E = (ey,...,e,) €
R™ mit Q(f, Xo; E) < 0. Analog wie im Beweis von Satz 3.8 zeigt man die
Existenz eines § € RT mit U(Xy,d) € M und Q(f, Xo + H; F) < 0 fiir alle
H € R™ mit ||H|| < §. Wihlen wir H := A\E mit hinreichend kleinem \ € R™,
so folgt Q(f, Xo+ cH;H) < 0 fiir ¢ € (0,1). Aus Satz 3.2 ergibt sich dann
f(Xo+ H) < f(Xo). Da hier ||H|| > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann,
hat f in X kein lokales Minimum, ein Widerspruch. ]

3.10 Folgerung. Sei M offen und f € C?(M). Ist die Hesse-Form Q(f, Xo; )

von fin Xq indefinit, so hat f in X kein lokales Extremum.

Aus den vorstehenden Sétzen ergibt sich, dass man zur Untersuchung von
lokalen Extrema Kriterien haben muf fiir den Definitheitscharakter quadra-
tischer Formen. Wir geben ein solches Kriterium an fiir den Fall n = 2.

3.11 Satz. Die durch
q(z,y) = an1x? + 2a100y + agy®  fir (z,y) € R?
definierte quadratische Form q ist genau dann positiv definit, wenn
aip >0 und a11a92 — an >0

ist. Im Fall aj1a22 — a3y < 0 ist sie indefinit.

Beweis. Sei g positiv definit. Dann ist a;; = ¢(1,0) > 0. Durch Ausrechnen
bestétigt man die Identitét

1
q(z,y) = . [(a112 + a12y)® + (a11a22 — afy)y”] -
11
Daraus folgt

a12

2

a11G22 — Q75 = @11 ¢ (—, 1) > 0.
aii

Umgekehrt folgt aus a11; > 0 und aj1a22 — a%Q > 0 wegen der obigen Identitat
sofort g(z,y) > 0 fiir (z,y) # (0,0). L]
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11.4 Differenzierbare Abbildungen

Im ersten Teil dieses Abschnitts befassen wir uns mit differenzierbaren Ab-
bildungen zwischen Mengen gleicher Dimension. Solche Abbildungen treten
in den Anwendungen unter anderem als sogenannte Koordinatentransforma-
tionen auf. Wir erldutern dies zunéchst an einem speziellen Beispiel.

Gegeben sei eine offene Menge M C R? und eine Funktion f : M — R. Bei
konkreten Fragestellungen ist es manchmal nicht zweckméBig, einen Punkt
aus M durch seine Koordinaten beziiglich der Standardbasis zu beschreiben,
sondern man kann oft mit Vorteil andere Zahlenpaare wihlen, durch die die
Punkte ebenso festgelegt werden, die aber der Problemstellung besser ange-
pafit sind (,krummlinige Koordinaten“). Nehmen wir etwa an, die Funktion
f sei rotationssymmetrisch, das heift f(X) hinge nur vom ,Radius“ || X||
ab. Dann empfiehlt es sich, in M \ {0} Polarkoordinaten einzufiihren: Jeder
Punkt X ist eindeutig festgelegt durch seinen Abstand r vom Nullpunkt und
(im Fall X # 0) durch den Winkel ¢, den der Vektor X mit E; bildet. Fiir
X = (z,y) gilt dann

T = TCoSp,

Yy =rsing,

und man schreibt etwa

f(@,y) = f(rcosp,rsing) = f(r,¢)

und sagt, man habe damit f auf Polarkoordinaten bezogen. Dies ist folgen-
dermaflen zu préazisieren. Wir setzen

U:={(r,p) eR?*|r>0, 0<¢p<2n}
und definieren eine Abbildung 7 : U — R? durch
T(r, ) := (rcos g, rsinp).

Offenbar ist 7(U) = R?\ {0}, und 7 ist injektiv. Die Abbildung 7 ist diffe-
renzierbar, ihre Umkehrabbildung 7! ebenfalls, denn sie ist explizit gegeben
durch

r=va? g2,

p = arccot (f + kw) fiir y # 0,
Y

p = arctan (g) + km fiir z # 0,
x

wo k € {0,1,2} jeweils so zu wihlen ist, dass ¢(1,0) = 0 und ¢ fiir
(z,y) # (a,0), a > 0, stetig ist. Die oben mit f bezeichnete Funktion ist



11.4 Differenzierbare Abbildungen 253

die Komposition f = for7. Aus ihr gewinnt man f in der Form f = fo 71

Dabei sind jeweils noch die Definitionsbereiche zu beachten sowie die Tatsa-
che, dass (0,0) nicht im Bild von 7 liegt.

Allgemein bezeichnet man als Koordinatentransformation eine Abbildung
F: M — R® mit M CR" (M offen) mit den Eigenschaften: F ist injektiv,
F und die Umkehrabbildung F~! (definiert auf F(M)) sind differenzierbar.
Sei F eine Abbildung mit diesen Eigenschaften. Setzen wir X = (x1,...,2,),
F(X)=Y = (y1,--.,Yn), 0 ist also

Y1 = fl(xlv"'amn)a
(4.1)
Yn = fn(xlw'wxn)u

wo f1,..., fn die Koordinatenfunktionen von F' sind. Sind ¢4, ..., g, die Ko-
ordinatenfunktionen der Umkehrabbildung F~1 : F(M) — M, so ist also
(4.1) dquivalent mit

Ty = gl(yh cee 7yn)7
(4.2)
Tn = gn(yla v 7yn)

Im allgemeinen wird es nicht moglich sein, bei explizit gegebenen Funktio-
nen fi,..., f, die Funktionen gy, ..., g, explizit zu berechnen (also das Glei-
chungssystem (4.1) ,aufzulésen nach z1,...,2,“). Hiufig benotigt man je-
doch nur die partiellen Ableitungen der Funktionen g1, ..., g,, und diese kann
man stets explizit berechnen aus den partiellen Ableitungen der Funktionen
fi,---, fn. Dies ergibt sich in folgender Weise aus bekannten Resultaten.

Wir setzen voraus, dass die Abbildung F' : M — R differenzierbar ist in
einem Punkt X € M, dass die Umkehrabbildung F~! existiert und diffe-
renzierbar ist im Punkt Y := F(X). Da die Abbildung F~! o F auf M die
Identitét ist, gilt nach der Kettenregel

D(F~ 1)y o DFx = Identitiit,
oder in Koordinatenschreibweise
JE~Y(Y)JF(X) = Einheitsmatrix.

Es folgt, dass das Differential DFy und damit die Funktionalmatrix JF(X)
regulér sind und dass

JETHY) = JF(X)™!
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ist. Ausgeschrieben lautet diese Gleichung

-1

0191(Y) -+ Ong1(Y) N fi(X) - Onfi(X)

Dgn(Y) -+ Ongn(V))  \O1falX) -+ O fu(X)

Nach bekannten Regeln fiir die Berechnung einer inversen Matrix ergibt sich
hieraus fiir jede Funktion 0;¢; eine Darstellung als Quotient, wo Zéhler und
Nenner Polynome in den Funktionen 0y, f,, o F~* (k,m = 1,...,n) sind und
der Nenner nicht verschwindet. Durch weitere Differentiationen (nach der
Kettenregel) ergibt sich dann: Sind fi, ..., f, Funktionen der Klasse C", so
sind g1, ..., g, von der Klasse C".

Von besonderer Wichtigkeit ist nun naheliegenderweise die Frage, ob
und gegebenenfalls wie man einer gegebenen differenzierbaren Abbildung
F: M — R™ (mit M C R™) ansehen kann, ob sie eine differenzierbare Um-
kehrabbildung besitzt, also eine Koordinatentransformation definiert. Not-
wendig ist, wie wir eben gesehen haben, jedenfalls die Regularitéit (Umkehr-
barkeit) des Differentials, also das Nichtverschwinden der Funktionaldeter-
minante. Fiir eine differenzierbare Funktion f : (a,b) — R ist die Bedingung
f/(t) # 0 fiir t € (a,b) bekanntlich auch hinreichend fiir die Existenz und
Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion, aber im Fall n > 1 ist die Sachlage
nicht so einfach.

Beispiel. Sei M = R?\ {0} und F : M — R? definiert durch
F(x,y) := (2® — y?, 2zy) fiir (z,y) € R%

Die Funktionalmatrix

2z =2
JF(z,y) = (2y Q;J)

hat die Determinante 4(z2 +y?) # 0, ist also regulér. Wegen F/(X) = F(—X)
ist die Abbildung F' aber nicht umkehrbar.

Die Regularitéit des Differentials an einer gegebenen Stelle reicht jedoch
aus, um zumindest in einer hinreichend kleinen Umgebung dieser Stelle die
Existenz und Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung zu sichern. Diesen
wichtigen Satz wollen wir nun beweisen.

Die Abbildung F' : M — R"™ heifit von der Klasse C", wenn alle Koordi-
natenfunktionen von F' r-mal stetig differenzierbar sind. Wir stellen zunéchst
einen Hilfssatz bereit.
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4.3 Lemma. Sei M C R™ offen, sei F': M — R™ eine Abbildung der Klasse
C', sei L : R — R™ eine lineare Abbildung. Sind X,Y € M Punkte mit
(X, Y] C M, so gilt

— — — < — — L.
IF(X) = F(¥) = L(X = V)| | X - Y| max | DF, - L|

Beweis. Setze G(X) := F(X)— L(X) fir X € M; dann ist DGz = DFz — L
fir Z € M. Da F von der Klasse C? ist, ist die Funktion Z — || DFz — L||
stetig, daher existiert

max |[DFz — L|| =: c.
Ze[X,Y]

Aus dem Mittelwertsatz (Satz 1.8) folgt jetzt
[G(X) = GY)|| <l X =Y,
also die Behauptung. n

4.4 Satz (iiber die Umkehrabbildung). Se: M C R™ offen, Xo € M, sei
F: M — R" eine Abbildung der Klasse C" (fiir ein r € N). Das Differential
DFx, von F in Xy sei requldr (d.h. die Funktionaldeterminante von F in Xg
sei # 0). Dann gibt es eine offene Umgebung U C M von Xy mit folgenden
FEigenschaften:

(a) die Finschrinkung F|y ist injektiv,
(b) die Bildmenge V := F(U) ist offen,

(c) die Umkehrabbildung (F|y)~ : V — U ist von der Klasse C".

Beweis. Im folgenden bezeichnet I die identische Abbildung von R™ auf sich.
Zur Abkiirzung wird fiir a > 0

Uy =U(0,0) ={X eR" | | X]|| < o}

gesetzt. Wir machen zunéchst eine spezielle Voraussetzung.
Voraussetzung. X, =0, F(0) =0, DFy = 1.

Nach Voraussetzung ist die Funktion X +— |[|[DFx — I|| in M stetig, und
es ist ||DFy — I|| = 0. Daher existiert zu vorgegebenem & > 0 ein a > 0 mit
U, € M und

IDFx —I|| <e fiir alle X € U,.
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Aus Lemma 4.3 folgt dann fiir alle X,Y € U,

[F(X) = F(Y) - (X =Y)| <e|X =Y (4.5)
und hieraus durch Anwendung der Dreiecksungleichung

(1= X =Y <|F(X) - F(Y)I. (4.6)

Wir wéhlen nun ein positives ¢ < 1 und dazu a > 0 wie oben und so, dass
U, C M ist.
Behauptung (1). Es gilt U)o € F(Us).

Beweis. SeiY € U1_z)q. Esist ein X € U, zu finden mit Y = F(X). Hierzu
benutzen wir den Banachschen Fixpunktsatz. Definiere & : U, — R™ durch
PX)=Y-FX)+ X fir X € U,.

Fiir X € U, gilt wegen F(0) = 0 nach (4.5)
[ <Y+ [FX) = X[ < V][ + el X]| < (1 —e)atea=a,

also ®(X) € U,. Somit bildet @ die Menge U,, in sich ab. Fiir X, Z € U, gilt
nach (4.5)

[2(X) = 2(2)|| = [[F(X) = F(Z) = (X = Z)|| < ]| X — Z]],

wegen ¢ < 1 ist also @ kontrahierend. Da U, nach Satz 1.10 aus Kapitel 10
und Satz 2.9 aus Kapitel 9 vollstéindig ist, gibt es nach dem Banachschen
Fixpunktsatz (Satz 3.2 aus Kapitel 9) einen Punkt X € U, mit &(X) = X.
Wie oben gezeigt, ist X = ¢(X) € U, Es ist also ein Punkt X € U, gefunden
mit ¥ = F(X). Damit ist die 1. Behauptung bewiesen. L]

Nun setzen wir V := U_s)q und U := F~1(V). Dann ist U eine offene
Umgebung von 0 und F(U) = V. Aus (4.6) folgt, dass F|y injektiv ist. Fiir
den Moment bezeichne G : V' — U die Umkehrabbildung von F|y .

Behauptung (2). G ist in 0 differenzierbar.

Beweis. Sei ¢’ € RT gegeben. Wie anfangs gezeigt ((4.5) mit Y = 0) existiert
ein o/ € Rt mit U,y € M und

5/

FX)-X| <
1P - X1 < T

X1 fir ([ X < of
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und daher
X< @+ DIF&X)| fir [ X]| <o’

Sei H € V ein Vektor mit ||H|| < o/(1 —¢). Fiir X := G(H) ist dann X € U,
also || X|| < o und daher nach (4.6)

1 1
< — = !
1XI < T IFCON = —I1H] < o,

also
5.I
|G(H) — H|| = [ X — F(X)| < 1+€,||X|| <ENFX)| =<H],
somit
GH)—-H
letH) — Hi <& fir0<||H| <d(1-e¢).
I H]|
Damit ist
. GH)-H B
A 0

gezeigt, also (wegen G(0) = 0) die Differenzierbarkeit von G in 0 sowie DGy =
1. ]

Wir lassen nun die spezielle Voraussetzung fallen, dass Xy = 0, F/(0) =0
und DFy = I sein soll.

Es ist also jetzt vorausgesetzt, dass Xy € M ein Punkt ist derart,
dass DFYx, reguldr ist. Durch passende Transformationen gewinnen wir ei-
ne Abbildung F, die die spezielle Voraussetzung erfiillt. Hierzu bezeichne
Tz : R™ — R™ die Translation um den Vektor Z, also Tz (X) := X + Z fiir
X € R™. Wir setzen

L:= DFx,,

M = (LoT_x,)(M)
F(X) SZT_F(XO)OFOTXOOLil(X) furXEM

Wie man leicht nachpriift, gilt 0 € M, F(0) = 0 und DFy = I. Anwendung
des bereits Bewiesenen auf F' ergibt dann die lokale Umkehrbarkeit und Dif-
ferenzierbarkeit von F'. Hierzu beachte man, dass

F=TpixyoFoLoT x,
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ist. Die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung ergibt sich zunéchst nur im
Punkt F(Xj). Nun ist aber in X die Funktionaldeterminante von F' verschie-
den von Null, und das gilt, da sie stetig ist, noch in einer ganzen Umgebung
von Xg. Auf jeden Punkt dieser Umgebung kann man das bereits Bewiesene
anwenden, erhiilt also die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung. Dass mit
F auch die lokale Umkehrung von der Klasse C” ist, haben wir bereits vor
Lemma 4.3 begriindet. L]

Eine injektive Abbildung F' : M — R"™ (mit offenem M C R™) der Klasse
C™ (fiir ein r € N) mit iiberall regulérem Differential nennt man auch einen
Diffeomorphismus der Klasse C" von M auf F(M). Ist nun F : M — R"
eine Abbildung der Klasse C" und DFY¥, regulédr, so gibt es nach Satz 4.4
eine offene Umgebung U von X, derart, dass F'|y ein Diffeomorphismus der
Klasse C" von U auf F(U) ist. Fiir diesen Sachverhalt sagt man auch, F' sei
bei X lokal ein C"-Diffeomorphismus.

Als eine Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung wollen wir
nun eine Aussage iiber sogenannte ,,implizite Funktionen“ gewinnen. Dieses
fiir manche Anwendungen wichtige Thema wollen wir zunéichst anschaulich
erldutern.

Verschiedenartige Aufgabenstellungen erfordern die Untersuchung von
Gebilden im euklidischen Raum, wie ,, Kurven“ oder ,,Fléchen“, die beschrie-
ben werden durch Gleichungen, die zwischen den Koordinaten ihrer Punkte
bestehen. Als einfaches Beispiel betrachten wir im R? die ,,Einheitssphire®

S?2 = {X eR?*|a?+22-1=0}

Die genauere Untersuchung dieser Punktmenge kann dadurch erleichtert wer-
den, dass man die definierende Gleichung z? + z3 = 1 nach einer Variablen

auflost, indem man etwa
g =1/1—a2

schreibt. Man betrachtet dann die Punktmenge

St ={X eR? |2y =/1-2} 2] <1}

Allerdings ist Si nur ein echter Teil von S*, die ,obere Halbsphire®. Offen-
bar kann die ganze Menge S! nicht einheitlich dadurch dargestellt werden,
dass man eine Koordinate als Funktion der beiden anderen schreibt. Aber
zur lokalen Untersuchung von S?! ist eine derartige Darstellung gut geeignet.
Es stort nicht, dass man zur Untersuchung von S* nicht mit nur einer sol-
chen Darstellung auskommt. Will man S' in einer Umgebung des Punktes
(0,—1) untersuchen, so benutzt man die ,Auflésung” zo = —y/1 — 2%, in
einer Umgebung von (1,0) benutzt man die Auflssung z; = /1 — 23, usw.
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Analog kann man Punktmengen untersuchen, die durch mehrere Glei-
chungen zwischen den Koordinaten definiert sind. Als Beispiel betrachten
wir die Punktmenge

2
1 1
K::{XGRﬂx%-ﬁ-x%—i—x%—leund <x1—2) +x§—4:0},

also den Durchschnitt der Sphire $2 C R? mit einem gewissen Kreiszylinder
mit Erzeugenden parallel zur x3-Achse. Eine ,lokale Auflésung® lautet

_ 2 _ 2
r1=1—25, o =m3y/1—13, |z3] <1,
1 :1—x§, Ty = —mw3y/1 — 2%, |as] < 1.

Diese Darstellungen kénnen zur lokalen Untersuchung der Schnittkurve K
benutzt werden.

eine andere

Im allgemeinen wird es nicht moglich sein, eine ,lokale Auflésung expli-
zit (formelméBig) zu bewerkstelligen. Hier sind dann Aussagen von Interesse,
die die grundsiitzliche Moglichkeit einer solchen Auflssung (und die Differen-
zierbarkeit der darstellenden Funktionen) gewéhrleisten. Zunichst soll aber
die Fragestellung allgemeiner und genauer gefafit werden.

Eine Punktmenge N des R"™ sei definiert und beschrieben durch ein Glei-
chungssystem

filzy, ... xn) =

(4.7)

fe(zy, ... zy) =0.
Dabei sei M C R" eine offene Teilmenge, und
fi: M =R, 1=1,....k<mn,
seien reellwertige Funktionen der Klasse C''. Sodann sei
N ={XeM|X = (x1,...,z,) erfiillt (4.7)}.

(Der Buchstabe N soll an ,,Nullstellenmenge® erinnern.) Das Problem besteht
nun darin, die Punktmenge N in einer Umgebung eines gegebenen Punktes
Xop € N zu beschreiben, indem k Koordinaten als Funktionen der iibrigen
n — k Koordinaten dargestellt werden, etwa
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Tppy1 = G1(T1, o Tnk),
Ty = gr(T1, . To—k)
fiir (z1,...,2,—%) aus einer passenden Menge V C R™*. Das ist so zu ver-

stehen: Setzt man die so berechneten Koordinaten in (4.7) ein, so soll dieses
System erfiillt sein, also

filx1y o Tk, 91(X1y e o Tk )y - -y G (X1 oy ) = 0

fiir (x1,...,2p—k) € Vund i =1,...,k. Genauer gesagt: Jeder Punkt

(Ilw"amn—kagl(gjlw"71'n—k)7-"7gk(x17"'71'n—k))

mit (z1,...,2p—) € V soll zu N gehoren; umgekehrt soll aber auch der
Durchschnitt von N mit einer ganzen Umgebung von X, auf diese Weise
erhalten werden. Man sagt dann, die Funktionen g, ..., gr seien ,implizit
definiert” durch die Gleichungen

f1(X)=0,..., fr(X) =0.

Niitzlich ist die hierdurch gegebene lokale Auflésung im Algemeinen nur,
wenn die Funktionen g1, ..., gy ihrerseits so oft differenzierbar sind wie die
Funktionen fi,..., fr. Fiir die Moglichkeit einer solchen Auflésung gibt Satz
4.8 eine hinreichende Bedingung.

Es ist im folgenden zweckméflig, die Funktionen fi,..., fi als Koordi-
natenfunktionen einer Abbildung F : M — R* und ebenso die Funktionen
g1, - -, gk als Koordinatenfunktionen einer Abbildung G : V — R* aufzufas-
sen. Unter dem Graphen von G versteht man die Menge

Craph G := {(X,G(X)) e R" * xRF | X e V}.

Der zu beweisende Satz 148t sich dann so formulieren, dass man eine Nullstel-
lenmenge unter passenden Voraussetzungen lokal als Graph darstellen kann.
4.8 Satz (iiber implizit definierte Funktionen). Sei k < n, M C R™ offen,
F: M — R eine Abbildung der Klasse C" (fiir ein v € N), sei
N:={XeM|F(X)=0}

Sei Xo € N und DFx, vom Rang k. Dann gibt es (nach passender Identifi-
zierung von R™ mit R"~% x R¥) eine offene Umgebung U von Xq in M, eine
offene Menge V in R" ™% und eine Abbildung G : V — RF der Klasse C" mit

NNU = Graph G.
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Beweis. Das Differential DFY, ist nach Voraussetzung vom Rang k. Die
Funktionalmatrix von F' in Xy hat also k£ linear unabhéngige Spalten. Wir
diirfen 0.B.d.A. (d.h. nach passender Umnumerierung der Basisvektoren) an-
nehmen, dass dies die letzten k Spalten sind. Wir identifizieren dann R™?~*
mit dem von den ersten n — k Basisvektoren und R¥ mit dem von den letz-
ten k Basisvektoren des R™ aufgespannten Unterraum, und wir identifizieren
R”™ mit R** x R*. Jeder Punkt X aus R"™ Lifit sich also eindeutig in der
Form (X’, X”) mit X’ € R"* und X” € R* schreiben. Wir definieren die
Abbildung

D:M— R"FxRF (X', X") — (X', F(X)).

Dann ist @ eine Abbildung der Klasse C". Wegen

1 0--- 0 0 e 0
0 1--- 0 0 e 0
Jo = 0 0--- 1 0 - 0

a1.](.1 8nfkfl ankarlfl anfl

Ofe - On—ifu On—iy1fe - Onfi

ist J® an der Stelle Xy vom Rang n. Nach Satz 4.4 ist daher & in ei-
ner Umgebung U, von Xj ein Diffeomorphismus der Klasse C". Sei ¥ sei-
ne Umkehrabbildung. ¥ ist definiert auf einer offenen Umgebung W von
D(Xo) = (X{, F(Xo)) = (X{},0). Wir setzen

Vi={X"eR"*|(X0) e W},

dann ist V' C R"* eine offene Umgebung von X;. Wegen &(X’, X") =
(X', F(X', X")) ist

V(X' 7)= (X" 0(X' 2)),
wodurch eine Abbildung ¥, : W — R* definiert wird. Wir setzen nun
G(X') :=W(X',0) fir X' e V.

Dann ist G : V C R** — RF eine Abbildung der Klasse C". Anwendung
von ¥ auf die Gleichung

ergibt

(X(I)7X(l),) = W(X(I),O) = (X(l)vWQ(X/aO)) = (X(/JvG(X(I)))v
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also G(X{)) = X{/. Fir X' € V gilt ¥(X’,0) = (X', G(X")) (nach Definition
von ¥, und G). Anwendung von @ ergibt

(le()) = é(X/’G(X/)) = (leF(X/7G(X/)))7
also F'(X’,G(X’)) = 0 und damit
(X',G(X")) € N.

Wir kénnen 0.B.d.A. V x G(V) C Uy annehmen, denn dies 148t sich durch
Verkleinerung von V erreichen, da G in X, stetig und G(X{)) = X[/ ist. Setze
U := (V x R¥) N Up. Dann gilt

NNU = Graph G.

Zum Beweis sei (X', Y) € Graph G, also X’ € V und Y = G(X'). Dann ist
(X,Y)=(X',G(X")) €e VxG(V) C U und, wie eben gezeigt, (X', G(X")) €
N.

Ist umgekehrt (X', Y) € NNU, so ist
(X', F(X'",Y)) = (X',0) = (X', F(X',G(X"))),
also nach Definition von @
S(X')Y)=d(X',G(X)).

Da & injektiv ist, folgt Y = G(X’), also (X',Y) € Graph G. m

Satz 4.4 gibt die Moglichkeit, auch fiir £ # n differenzierbare Abbildungen
F : M — R* mit nichtausgeartetem Differential in einer Weise zu beschrei-
ben, die zeigt, dass solche Abbildungen sich lokal qualitativ so wie ihr Diffe-
rential verhalten. Fiir £ < n ist diese Beschreibung im wesentlichen schon in
Satz 4.8 enthalten; fiir £ > n wird sie auf analoge Weise erhalten.

4.9 Definition. Sei F : M C R* — Rk differenzierbar in Xg € M.
Dann wird der Rang des Differentials DFx, (= Rang der Funktionalmatriz
JF(Xo)) als Rang der Abbildung F in Xo bezeichnet.

Sei nun M C R” offen und F : M — RF eine Abbildung der Klasse C.
Der Rang von F in X € M kann dann hochstens gleich min{n, k} sein. Ist
er gleich dieser Zahl, so sagt man, F' sei in X von maximalem Rang. Eine
Teilaussage von Satz 4.4 kann man auch so formulieren: Im Fall k£ = n ist jede
C'-Abbildung, die in einem Punkt von maximalem Rang ist, in einer Um-
gebung dieses Punktes ein Diffeomorphismus. Wir wollen analoge Aussagen
fiir k # n gewinnen. Sie besagen, dass man differenzierbare Abbildungen ma-
ximalen Ranges lokal in sehr iibersichtlicher Weise durch Diffeomorphismen
und lineare Abbildungen beschreiben kann.
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Bemerkung. Sind f: A— B,g: B—C,h:A— B (A, B,C Mengen) Ab-
bildungen mit g o f = h, so driickt man dies auch aus durch die Sprechweise:
,Das Diagramm

C

ist kommutativ.“ [Anschaulich: Man kommt, ausgehend von einem a € A, zu
demselben Element von C, gleichgiiltig auf welchem Wege man den Pfeilen
folgt.]

Bemerkung. Sind A, B Mengen, so sind auf dem kartesischen Produkt A x
B die Projektionen my, mo definiert durch
m:AXxB— A:(a,b)—~a
w2 : AXx B — B:(a,b)—b.
Sind A, B Vektorrdume, so wird die kanonische Injektion i von A in A x B
definiert durch
1:A—>AXxB
a— (a,0).
4.10 Satz (iiber lokal surjektive Abbildungen). Sei k < n. Sei M C R"
offen, sei F': M — RF eine Abbildung der Klasse C™ (r > 1). Sei Xo € M
und F in Xo vom Rang k (also DFx, surjektiv). Dann gibt es eine offene

Umgebung U von Xo in M, eine offene Menge V in R"™* und einen C”-
Diffeomorphismus h : U —V x F(U), so dass das Diagramm

h

V x F(U)

2

kommutativ ist.
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Bemerkung. Die Abbildung F' ist also in einer Umgebung des Punktes X,
in dem das Differential surjektiv ist, dargestellt als Komposition eines C"-
Diffeomorphismus und einer surjektiven linearen Abbildung.

von Satz 4.10. Nach Voraussetzung hat die Funktionaldeterminante JF'(Xj)
k linear unabhéngige Spalten. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass dies die
letzten k Spalten sind. Wir fassen jetzt wieder R™ als das kartesische Produkt
R"* x R¥ auf und bezeichnen mit 71, 75 die zugehérigen Projektionen. Aus
Satz dem Beweis von Satz 4.8 folgt, dass die Abbildung

©: MR xR : X s (1(X), F(X))

auf einer offenen Umgebung U’ von X ein C"-Diffeomorphismus ist. Das
Bild ¢(U’) enthéilt eine offene Umgebung von ¢(Xg) = (m1(Xo), F(Xp)) der
Form V x W, dabei ist also V offen in R"*. Setze U := ¢~ }(V x W) und
h:=¢|U. Dann ist F(U) = W, und fiir X € U gilt h(X) = (m(X), F(X)),
also myoh = F. n

Der folgende Satz ist das Gegenstiick zu Satz 4.10 fiir den Fall k > n.

4.11 Satz (iiber lokal injektive Abbildungen). Sei k > n. Sei M C R™ offen,
sei F @ M — RF eine Abbildung der Klasse C™ (r > 1). Sei Xo € M und F in
Xo vom Rang n (also DFx, injektiv). Dann gibt es eine offene Umgebung U
von Xo in M, eine offene Umgebung V von 0 in R¥~", eine offene Umgebung
W wvon F(Xo) in RX und einen C"-Diffeomorphismus h : U x V. — W, so
dass das Diagramm

UxV

(wo i die kanonische Injektion bezeichnet) kommutativ ist.

Bemerkung. Die Abbildung F' ist also in einer Umgebung des Punktes X,
in dem das Differential injektiv ist, dargestellt als Komposition einer injekti-
ven linearen Abbildung und eines C"-Diffeomorphismus.
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Beweis (Satz 4.11). Nach Voraussetzung hat die Funktionalmatrix JF(Xj)
n linear unabhéngige Zeilen. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass dies die
ersten n Zeilen sind. Wir fassen den Raum R¥ als das kartesische Produkt
R"™ x R*=" auf und definieren

Y M xR SRR (X,Y) = F(X) +(0,Y).

Dann ist 1 von der Klasse C", und die Funktionalmatrix von v ist von der

Form
A0
B|E )’

wo A aus den ersten n Zeilen der Funktionalmatrix von F' gebildet ist und
E die (k — n)-reihige Einheitsmatrix ist. Im Punkt (X, 0) ist also die Funk-
tionaldeterminante von 1 ungleich Null. Nach Satz 4.4 gibt es daher offene
Umgebungen U x V' (0.B.d.A. in dieser Produktform) von (Xg,0) und W von
¥(Xo,0) = F(Xp), so dass h := ¢|yxy ein C"-Diffeomorphismus von U x V/
auf W ist. Fiir X € U gilt hoi(X) = h(X,0) = F(X). ]

Es ist nun Gelegenheit, die Untersuchung von Extremwerten reeller Funk-
tionen fortzufithren. Wir wollen eine notwendige Bedingung fiir das Vorlie-
gen eines lokalen Extremums unter Nebenbedingungen aufstellen, die soge-
nannte Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunichst betrachten wir als Bei-
spiel eine typische Aufgabe dieser Art. Es seien die Extrema der Funktion
f(x,y) = x + y zu finden unter der Nebenbedingung 5z2 + 6zy + 2y? = 1.
Mit anderen Worten, es sei

N := {(x,y) € R* | 52% + 6wy + 2y* = 1},

und es sollen die Extrema der Einschrinkung f|y gefunden werden. In diesem
einfachen Fall kann man natiirlich so vorgehen, dass man die Gleichung 522+
6xy + 2y2 = 1 nach x oder y auflést, zum Beispiel

Wir setzen daher

1 1
N* = { (2,) €R? | o] < V3, y = —Swd /2 — 2a2 |,
2 2 4
3 1 1
gi(x)::x—F(—Qx:I: 2—43:2) fiir |z < V2.

Fiir (z,y) € NT gilt dann f(z,y) = g*(z). Fiir (z,y) € NT hat also f in
(x,y) genau dann ein lokales Extremum, wenn g7 in z ein lokales Extremum
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hat. Nun ist (¢7)'(z) = 0 nur fiir # = —1. Hat also f in N ein lokales
Extremum, so im Punkt (—1,2). Analog gilt: Hat f in N~ ein lokales Extre-
mum, so im Punkt (1, —2). Man muf} allerdings noch nachweisen, z.B. durch
Auflsung nach z, dass f in den nicht erfaten Punkten mit |z| = v/2 keine
lokalen Extrema hat. Da f ein Maximum und ein Minimum annimmt, hat f
also genau in den beiden Punkten (—1,2) und (1, —2) lokale Extrema.

Im allgemeinen wird eine solche explizite Auflosung nicht moglich sein.
Sie ist aber auch nicht erforderlich, da man folgendermaflen argumentieren
kann. Wir kénnen (wie spéter allgemeiner gezeigt und verwendet wird), die
Menge N lokal parametrisieren, das heifit die Punkte (z,y) € N darstellen
in der Form o = ¢(t), y = ¥(t) mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢, 1.
Dann setzen wir h(t) = f(p(t),%(t)) und bestimmen die kritischen Stellen
von h. Eine notwendige Bedingung ist h'(t) = 0, also

O1f (o(1), (1)@ (t) + 02 f (0(t), »(8))¥'(t) = 0.

Ist g(x,y) = 0 die Nebenbedingung, so gilt g(p(¢),%(t)) = 0, also

O19((t), ¥ (1))¢' (t) + D29((t), 9 (£))¥' (t) = 0.

An einer kritischen Stelle von A sind also, wenn dort nicht gerade ¢’ =’ =0
ist, die Spaltenvektoren (0 f, d1g) und (92 f, 2g) linear abhéingig. Somit sind
also auch die Zeilenvektoren (9 f,0d2f) und (019, 029) linear abhingig. Es
gibt also, wenn an der kritischen Stelle (019, d2g) # (0,0) ist, eine Zahl A mit

O f —Adg =0,
azf - )\829 =0.

Zusammen mit g = 0 sind das drei Gleichungen, aus denen man im Prinzip
die Koordinaten des kritischen Punktes und den Wert von A bestimmen kann.
Dabei ist die Zahl A, der Multiplikator von Lagrange, in der Regel nicht von
Interesse, sondern hat nur eine Hilfsfunktion.

Im obigen Beispiel ist f(x,y) =z +y, g(z,y) = 522 + 62y +2y*> — 1. Man
erhilt also die Gleichungen
1 —A(10z + 6y) =0,
1— X6z +4y) =0,
522 + 62y +2y —1=0

mit den Losungen (z,y,\) = (1,2, %) und (1, -2, —%)

Wir wollen dieses Verfahren nun auf mehrere Nebenbedingungen ausdeh-
nen und exakt begriinden.
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4.12 Satz (Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei M C R"™ offen, seien
f:M—=Rund F: M — R* mit 1 <k <n Abbildungen der Klasse C*, sei

N:={XeM|F(X)=0}

Die Einschrinkung f|n habe an der Stelle Xo € N ein lokales Extremum,
und die Abbildung F mit Koordinatenfunktionen fi,..., fi sei an der Stelle
Xo vom Rang k. Dann gibt es reelle Zahlen Ay, ..., A\ mit

k
o [ F-S N (Xo)=0  firi=1,...,n.
j=1

Beweis. Nach Satz 4.8 gibt es eine Umgebung U C R"™ von X, eine offene
Menge V' C R™* und eine injektive Abbildung ¢ : V' C R** — R™ der
Klasse C' vom Rang n — k mit U NN = ¢(V) (ndmlich ¢(Z) = (Z,G(Z))
mit G wie in Satz 4.8). Sei Zy das Urbild von X unter der Funktion ¢. Die
Funktion h = f o ¢ hat an der Stelle Zj ein lokales Extremum. Daher gilt
Dhz, = 0, nach der Kettenregel also

Dfx,(Doz,(Y)) =0  firalle Y € R"7".
Wegen F o ¢ =0 gilt auch DFx,(Dyz,(Y)) =0, also
(Dfi)x,(Dpz,(Y)) =0  fiir alle Y € R"7F.

Die im folgenden auftretenden Differentiale von f und f; sind sdmtlich an
der Stelle Xy genommen. Wir haben gezeigt, dass

Df(H)=0 und Df;(H)=0 firi=1,...,kund H € Dz, (R"*)

gilt. Sei L := Dy, (R"*) und L+ der Orthogonalraum in R™. Dann ist
dim L+ = k. Sei (Wy,...,W},), W; € R", eine Basis von Lt. Die Zeilen der
Matrix

Dfi(Wy) --- Dfrp(Wy)

Dfi(Wy) -+ Df(Wy)

sind die Koordinatenvektoren der Bildvektoren DFx, (W1),..., DFx, (W),
sind also linear unabhéingig. Daher sind auch die Spalten der Matrix linear
unabhéngig, und es gibt reelle Zahlen \q,..., \; mit
Df(Wh) Dfi(Wr) D f(Wh)
: =) : +o A :

Df(Wy) D fi(Wy) D fr,(Wg)
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Da jeder Vektor E € R" in der Form £ = H+ciWi+---+c¢p;Wp mit H € L
und cy,...,c, € R dargestellt werden kann, folgt

Df(E) =MDfi(E)+ -+ XD fr(E).

Mit E=FE;,i=1,...,n, folgt die Behauptung. [



12 Gewohnliche Differentialgleichungen

12.1 Motivation

Gewdhnliche Differentialgleichungen (ODE’s) beschreiben Prozesse, die zeit-
abhéngig sind. Sie liefern Einsichten in diese Prozesse, die oft anders nicht
zu erhalten sind. Allerdings sind ODE’s nur Modelle fiir die Realitédt. Selbst
wenn man ODE’s exakt 16sen kann, muss dies nicht exakt die Realitdt sein.

Beispiel (Fischpopulation in einem See).

<
o~

Wir betrachten einen See voller Fische. Dabei bezeichnen wir die “Anzahl”
der Fische (in Tonnen) zum Zeitpunkt ¢ mit y(¢). Wie viele Fische kann die
Fischindustrie fangen, ohne dass die Fischpopulation ausstirbt?

Annahme: Der See ist isoliert, d.h. entweder ist die Anzahl der Fische, die
durch Fliisse in den See kommen gleich der Anzahl der Fische, die den See
durch Fliisse verlassen oder es existieren keine zu- bzw. abflieenden Fliisse.

Wir modellieren die Fischpopulation iiber ein Erhaltungsgesetz

Anderung der Population = “Zuwachs” — “Abgang”.
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Dabei identifizieren wir

Anderung der Population 2 ¢/(t),
Zuwachs = Geburtenrate G(t),
Abgang = Todesrate T'(t) + Fischfangrate H(t),

und nehmen an, dass die Geburtenrate und die Todesrate proportional zur
Population sind, d.h. G(¢t) = by(t) und T(t) = my(¢t) fiir b,m > 0. Damit
erhalten wir die Gleichung

y'(t) = (b—m)y(t) — H(t).

Weiter nehmen wir an, dass b — m =: a > 0 gilt. Dabei kann die Grofle a
iiber Beobachtungen gemessen werden und H(t) kann kontrolliert werden.
Zu einen gegebenen Anfangszustand y(tg) = yo zum Zeitpunkt ¢y, kénnen
wir nun berechnen, ob sich das Fischen lohnt. Betrachten wir die einfache
Situation H(t) = H, d.h. die Fischfangrate ist konstant in der Zeit, und
wéhlen ¢ty = 0, so erhalten wir das erste Modell

y =ay—H,

y(0) = yo. 1)

Dies ist eine dhnliche Gleichung wie bei der Zinsrechnung, wir erwarten also
eine Exponentialfunktion als Losung. Diese leiten wir im folgenden heuristisch
her, eine rigorose Herleitung folgt spiter. Multiplizieren wir die erste Zeile
von (1.1) mit dem positiven Wert e~%* so folgt

—e ™ H = e~y (1) — ay(t)
= et (—a)y(t) + ey (1) = (e Py (1))

Integrieren wir diese Gleichung bzgl. ¢ (bzw. bilden wir die Stammfunktion),
so erhalten wir

H
eyt =—e " +C.
a

Multiplizieren wir noch mit e®?, so folgt
H
y(t) =—+ Ceata
a

d.h. falls y eine Losung von (1.1) ist, hat sie diese Form. Da in der Rechnung
alle Operationen umkehrbar sind, 16st das so definierte y(t) die erste Glei-
chung in (1.1). Setzen wir ¢ = 0 in die Gleichung fiir y(¢) ein und verwenden
die Bedingung y(0) = yo fiir den Anfangszustand, so folgt

H H
—+C =y bzw. C=yy——.
a a
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Also ist
H H
y(t) = =+ (yo — = )e!
a a

fiir ¢ > 0 Losung von (1.1). Betrachten wir diese Losung, so wéchst die Popu-
lation bei einer Fischfangrate echt grofier der Anfangspopulation exponentiell,
bei einer Fischfangrate gleich der Anfangspopulation bleibt die Population
stabil und sonst sterben die Fische aus (vergleiche Abbildung 1.1). Dies ist

y(t) y(t)

wIKn

t t

Abb. 1.1. Lésungen von (1.1) zu verschiedenen Anfangswerten. Die Parameter
wurden im linken Bild mit H = 0, a = 1, im rechten Bild mit H = g, a=1
gewdhlt.

offensichtlich unrealistisch und somit unser Modell zu einfach gewé#hlt. Ins-
besondere die Annahme der Proportionalitidt zwischen der Todesrate und der
Population ist problematisch. In abgeschlossenen Seen ist die Todesrate hoher
als linear abhiingig zur Population, z.B. T(t) = cy?(t). Dies fiihrt zu einem
neuen Modell

y'(t) = by(t) — cy?(t) — H(2), (1.2)
y(0) =yo
Wihlen wir speziell b= 1, ¢ = % und H = %, so gilt
V) = o) - 520 -
- —%(y(t) —10) (y(t) — 2) = f(y(1)).

Wir betrachten zuerst die Gleichung

Y = fy)

heuristisch. Fiir y € (2,10) ist f(y) > 0, d.h. ¥’ > 0 und somit y wachsend,
fiir y € (0,2) oder y > 10 ist f(y) < 0, d.h. ¥’ < 0 und somit y fallend. Fiir
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y(t)

t

Abb. 1.2. Lésungen von (1.2) zu verschiedenen Anfangswerten. Die Parameter

wurden als b=1, ¢ = 11—2 und H = % gewéhlt.

y=2und y = 10ist f(y) = 0 und somit y konstant. Dies ist in Abbildung 1.2
graphisch dargestellt.

Wir verwenden nun die Methode der Separation der Variablen, um diese
Heuristik zu untermauern. So folgt aus

dy _
12
fiir y # 2,10 die Gleichung

dy dt

(y—10)(y—2) 12

bzw.

1 1 1 dt
tn- v
8\y—10 y—2 12
Da auf jeder Seite der Gleichung nur eine Variable vorkommt, kénnen wir auf

beiden Seiten die Stammfunktion (beziiglich der jeweiligen Variablen) bilden
und erhalten

1 t
§(1n|y710|—1n|y72\) :fEJrc.

Verwenden wir nun die Rechenregeln fiir den Logarithmus folgt
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10 2
In Y =8c— <t
y—2 3
Nun wenden wir die Exponentialfunktion auf diese Gleichung an und erhalten
’y— 10} — Bc3t
y—2

Setzen wir ¢y := exp (8 ¢), impliziert diese Gleichung ¢y > 0. Losen wir nun
den Betrag per Fallunterscheidung auf, so miissen wir ¢y € R zulassen. Somit
kénnen wir die Gleichung nach y auflésen und erhalten

10— 2¢pe 5

y(t) ;

1—co e 3
Aus der Forderung y(0) = yo folgt

yo — 10
co="——.
Yo — 2
Setzen wir also
—-10 _2
e 1072—‘1;00_2 e~ st
Y\ = 1 — Y%—10 —2¢
Yo—2
fiir yo # 2,10 (und somit y(t) # 2,10), so 16st y die Gleichung (1.2). Weiter
sind die konstanten Funktionen y(¢) := 2 bzw. y(t) := 10 Losungen der
Gleichung (1.2) zu den Anfangswerten yo = 2 bzw. yo = 10 und stellen somit
ein Gleichgewicht zwischen Fischfang und Populationswachstum dar. Dieses
Modell ist realistischer als das erste und erlaubt Vorhersagen: So stabilisiert
sich der Fischbestand trotz fischen bei einer Anfangspopulation gréfler gleich

2 Tonnen, bei einer geringeren Anfangspopulation stirbt diese aus (vergleiche
Abbildung 1.2).

Fiir allgemeine, aber konstante b,c¢ und H kann man ebenfalls Losungs-
formeln fiir (1.2) herleiten, bei zeitabhéngigen Fischfangraten sind diese nicht
bekannt.

12.2 Existenztheorie

Fiir f: R?*! — R heifit die Gleichung
y ™M) = f(Ly®),y' (1), (1) (2.1)
explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung. Fordert man zusétzlich

y(t()) = Yo, y/(to) =Y, -+ y(n_l)(to) = Yn—1

fiir (to, y1, -+ ., Yn_1) € R*"1 5o spricht man von einem Anfangswertproblem.



274 12 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.2 Definition. Sei I ein Intervall. Fine Funktion y : I — R heifit Losung
von (2.1) im Intervall I, falls y in I n-mal differenzierbar ist und

y"(t) = f(ty), Y (1), ...y (1))

fir alle t € I identisch erfillt ist.

Man beachte, dass die Mengen I = (a,b), I = [a,b) oder I = [a,b], mit
a,b € Rund a < b, alle zuldssige Intervalle sind.

Sei F': 2 CR"™ — R”. Das Gleichungssystem
Yi(t) = F(t,Y(t)) (2.3)

heifit System von Differentialgleichungen 1. Ordnung. Falls F = (f1,..., fn)
und Y = (y1,...,Yn), so kénnen wir (2.3) komponentenweise schreiben

yll(t) = fl(ta yl(t)v cee 7yn(t))

: (2.4)
Yn(t) = fu(t,y1(2), - - yn(t)).
Ergéinzt man (2.3) durch die Bedingung
Y(to) = Yo
fiir ein (o, Yo) € 2 bzw. (2.4) durch
yi(to) =41, -+, ynlto) = yn
fiir ein (to,4?,...,4%) € £, so spricht man wieder von einem Anfangswert-

problem.

2.5 Definition. Sei I ein Intervall. Fine vektorwertige FunktionY : I — R”™
heifst Losung des Systems (2.3) in dem Intervall I, falls Y in I differenzierbar
ist und

Y'(t) = F(t,Y(t))
fir alle t € I identisch erfillt ist.

Bemerkung. (i) Fiir eine Losung von (2.3) gilt insbesondere (¢,Y (t)) € 2
fiir alle t € 1.

(ii) Die gesamte Existenztheorie wird direkt fiir Systeme von Differenti-
algleichungen bewiesen, da kein Mehraufwand im Vergleich zur Behandlung
einer Differentialgleichung entsteht. Man sollte sich die Aussagen trotzdem
fiir den anschaulich einfacheren Fall von einer Differentialgleichung klar ma-
chen.
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(iii) Die explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung (2.1) ldsst sich in
ein System von n Differentialgleichung 1. Ordnung umschreiben:

Y1 (t) = ya(t),
Yo (t) = ys(t),

y’:z—l(t) = Z/n(t)7
Yn(t) = F(ty1(8)s- - yn(t))-

Denn sei y Losung von (2.1). Dann ist Y := (y,9/,...,y eine Losung
von (2.6). Sei umgekehrt Y = (y1,...,yn) Losung von (2.6), so ist y := 11
Losung von (2.1). Analog transformieren sich die entsprechenden Anfangs-
wertprobleme.

n—l)

Wir formulieren nun eine Voraussetzung an F, um die Losbarkeit eines
Systems von Differentialgleichungen 1. Ordnung zu sichern.

Grundvoraussetzung (S). Es emistiert eine offene Menge 2 C R™"*! so,
dass F': 2 CR*™1 5 R™ stetig ist.

2.7 Lemma. Sei die Voraussetzung (S) erfillt und sei (to,Yy) € £2, I ein
Intervall und to € I. Dann ist Y genau dann eine Lésung von (2.3) mit
Y (to) = Yo auf dem Intervall I, wenn'Y eine stetige Lisung der Integralglei-
chung

Y(t) = Yo + /t F(s,Y(s)) ds, tel (2.8)

1st.

Das Integral fiir vektorwertige Funktionen ist komponentenweise definiert,
d.h. fiir Y(t) = (y1(t), ..., yn(t)) gilt

/abY(S) ds = (/abyl(S) dS,---,/abyn(s) ds),

falls die Integrale ff y;(s) ds, i =1,...n existieren.

Beweis (Lemma 2.7). ,, =7 Sei Y Losung von (2.3) mit Y (o) = Yp. Somit
ist Y differenzierbar in I und insbesondere stetig. Damit ist auch die Abbil-
dung t — F(t,Y(t)) stetig. Aufgrund der Gleichung Y’(t) = F(t,Y(t)) fiir
t € I und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis I,
Kapitel 7, Satz 3.1) folgt fiir alle t € T
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Y(t)-Yo=Y () - Y(ty) = / Y'(s) ds = / F(s,Y(s)) ds.

to tO

Also ist Y eine stetige Losung der Integralgleichung (2.8).

» <=7 Sei Y stetige Losung von (2.8). Nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung ist Y stetig differenzierbar in I und es gilt

Y'(t) = % /t F(s,Y(s)) ds = F(,Y (1)),

d.h. Y ist stetig differenzierbar. Weiter gilt fiir den Anfangswert

Y (to) = Yo + /to F(s,Y(s)) ds =Y.

to

Somit ist Y eine Losung von (2.3) auf dem Intervall I mit Y (¢y) = Y. L]

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die Bedingung (S) fiir die Existenz
einer Losung von (2.3) ausreicht. Diese Voraussetzung ist schwécher als die
Lipschitz-Stetigkeit, die wir im Existenzsatz von Picard-Lindelof (Satz 3.5 aus
Kapitel 9) benstigt haben. Doch zunéchst benstigen wir einige Hilfsmittel.

2.9 Definition. Eine Menge M = {fo }aca von stetigen Funktionen auf dem
Intervall [a,b], d.h. M C C([a,b]), heifst gleichgradig stetig, wenn zu jedem
e >0 ein §d > 0 existiert, so dass fiir alle s,t € [a,b] mit |s —t| < 6 und alle
a € A gilt: |fo(s) — fa(t)] <e.

Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall [a, b] ist gleichméBig
stetig (Satz 3.5 im Kapitel 4), d.h.

Ve>030>0:Vs,t €[a,b] mit [s —t| < d:|f(s)— f(t)| <e.

Bei der gleichgradigen Stetigkeit ist neu, dass § unabhéngig von f, ist.
2.10 Lemma. Sei (fn)nen € C([a,b]) eine Folge gleichgradig stetiger

Funktionen, die auf einer dichten Menge M C [a,b] gegen eine Funktion
f:+ M — R konvergiert. Dann existiert eine Fortsetzung f : [a,b] — R der

Funktion f (d.h. es gilt f(x) = f(x) fir allex € M ), so dass (fr) gleichmdfig
auf [a,b] gegen f konvergiert. Insbesondere ist f stetig auf [a,b].

Zur Erinnerung: (i) M dicht in [a,b] bedeutet, dass fiir alle s € [a, b] eine
Folge (sn)neny € M mit s, — s existiert (z.B. Q ist dicht in R). (ii) Die
Funktionenfolge (f,)nen konvergiert gleichmiflig gegen eine Funktion f auf
der Menge D, falls fiir alle € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N
und fiir alle x € D gilt: |f,(x) — f(z)| < e.
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Beweis (Lemma 2.10). Seie > 0und (f,)nen gleichgradig stetig. Somit exis-
tiert ein & > 0, so dass

Vn € NVs,t € [a,b] mit |s —t| < :|fn(s) — fu(t)] <e.

Wir wéhlen nun ein N € N mit % < £ und zerlegen das Intervall [a, b] in

die Intervalle [t;,t;41], ¢ = 0,...,N — 1, wobei ty := a und t; := a + 4 “)]_V—a‘

gewihlt werden (vergleiche Abbildung 2.1). Somit gilt ¢; < ¢;+1, ty = b sowie

to=a ti ti  tiy1 tn=0b

Abb. 2.1. Zerlegung des Intervalls [a,b] in N gleichgrofie Teilintervalle.

|ti—tit1| < 5. Da M dicht in [a, b] liegt, existieren zu den Mittelpunkten der
Intervalle [t;,t;11] eine Folge aus Elementen von M, die gegen diese konver-
gieren. Da die Mittelpunkte einen positiven Abstand zum Rand der Intervalle
haben, existieren insbesondere s; € [t;, t;41] N M firi =0,..., N — 1. Weiter
konvergiert nach Voraussetzung (f,,)nen auf M gegen f und somit ist (f,)nen
eine Cauchyfolge auf M. Da wir nur N viele s; haben, folgern wir

Ing e NVm,n >noVi=0,...,N —1:|fn(s;) — fin(si)| <e.

Wiéhlen wir nun ein beliebiges s € [a,b]. Nach Konstruktion existiert ein
i€{0,...,N—1} mit |s; — s| < 4. Fiir n,m > ng gilt dann

[fn(s) = fm ()] < |fu(s) = Fulsi)l + [fn(si) = fm(s0)| + [fm(si) = fn(s)]

<e+te+e=3e

Bilden wir das Supremum iiber alle s € [a, b] folgt, dass (f,,)nen eine Cauchy-
folge beziiglich der Maximumsnorm ist. Somit konvergiert (f,)nen auf [a,d]
gleichmiiBig gegen ein f € C ([a,b]) (siehe Analysis I, Kapitel 8, Satz 1.1 und
Satz 1.2). Da gleichmiifiige Konvergenz die punktweise Konvergenz impliziert
und der Grenzwert eindeutig ist, folgt ﬂ = f. [

2.11 Satz (Arzela-Ascoli). Sei (fn)nen C C([a,b]) eine Folge gleichgradig
stetiger, gleichmdf$ig beschrdankter Funktionen, d.h. es existiert eine Konstan-
te M, so dass fir allen € N und s € [a,b] gilt |fn(s)] < M. Dann existiert
eine Teilfolge, die gleichmifSig gegen eine Funktion f € C([a,b]) konvergiert,
d.h.

= (fnk)kEN C (fn)nEN’ 3 f € C([a7b]) mit fnk = f f’[j’l‘ k — oo.
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Beweis. Sei M = {x;};en eine Aufzdhlung der rationalen Zahlen aus [a, b]. Da
nach Voraussetzung die Folge (fy,(z1))nen beschrankt ist, existiert nach dem
Satz von Bolzano—Weierstrafl (Analysis I, Kapitel 4, Satz 1.3) eine Teilfolge
(fni)kGN - (fn)nGN und ein f(ml) € R mit

fnr (1) = f(21) fiir k — oo,

Nun ist die Folge (fy1(22))ren beschrénkt und es existiert wiederum nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine Teilfolge ( Jn2 Jren C ( f"i) ke und ein
f(z2) € R mit

fn2(@2) = f(x2) fiir k — oo.

Fiihren wir dies fiir alle ¢ € N fort, so erhalten wir ein System von Teilfolgen,
die Aufgrund der Schachtelung (fn;;)keN - (fn;;—l)keN C ... C (fu)nen fir
immer weitere Punkte konvergieren:

Jrts fuys fnds oo konvergiert fiir x = a1
fn%v fng, fn%, . konvergiert fiir x = x1, 2
f”i’ fn;, fné, . konvergiert fiir x = z1,x9,...,%;

Wihlen wir nun die Diagonalfolge ( fng)keNa so konvergiert diese fiir alle x;
gegen f(x;), denn ab dem i-ten Folgenglied ist ( fn;;)keN eine Teilfolge von
( fn;’,)keN und somit konvergent. Wir haben also eine Teilfolge gefunden, die
auf einer dichten Menge gegen die Funktion f (gegeben durch f(z;) am Punkt
x;) konvergiert. Wenden wir nun Lemma 2.10 an, so ist der Satz bewiesen.

m

2.12 Folgerung. Sei F}; : [a,b] — R", k € N, eine Folge gleichgradig stetiger
vektorwertiger Funktionen, d.h.

Ve>036>0:Vk €N, Vs, t € [a,b] mit |s —t| <6 || Fu(s) — Fu(®)] < e,

die gleichmdf$ig beschrinkt sind. Dann existiert eine Teilfolge (Fy,)een, die
gleichmapig konvergiert.

Beweis. Schreiben wir F, = (fF,....f5), F = (f1,...,fn), so ist die
gleichméfige Konvergenz von Fj gegen F #quivalent zur gleichméfligen
Konvergenz der fi’“ gegen f;, i = 1,...n. Da nach Voraussetzung die
i’“, i = 1,...n, ebenfalls gleichgradig stetig und gleichméflig beschrinkt
sind, folgt die Behauptung mit Satz 2.11, sukzessive angewendet auf die
Koordinatenfunktionen (fF) und die sich ergebenden Teilfolgen ( fi’ff)geN,

i1=1,...,n. [
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2.13 Satz (Peano). Erfille F die Voraussetzung (S), sei (to,Yy) € 2 und
seien a,b > 0 so, dass

Q:={{tY)eR"™ ||t —to| <a,|Y —Yo| <b}

eine Teilmenge von (2 ist, d.h. Q C £2. Sei K > 0 derart, dass |F(t,Y)|| < K
fiir alle (t,Y) € Q gilt. Dann besitzt das System gewdhnlicher Differential-
gleichungen (2.3) mit Y (to) = Yy eine stetig differenzierbare Lisung Y (-) auf
dem Intervall [ty — c,to + ¢] =: I wobei die Konstante ¢ = min(a, &) gewdhlt
werden kann.

Beweis. Nach Lemma 2.7 geniigt es, eine stetige Funktion Y mit

Y(t):Yo—l—/tF(s,Y(s)) ds, tel

to

zu finden. Wir wollen eine Losung der Integralgleichung per Approximation
finden: Dazu definieren wir fiir ¢ € I die Funktion Yy(t) := Yy und fir n € N
die Funktionen

¢
Yi1(t) =Y, —|—/ F(S,Yn(s)) ds tel.

to

Fiir die Wohldefiniertheit von Y;, 1 : I — R™ reicht es die Stetigkeit von Y,
und (¢, Y,(t)) € Q C 2 fiir t € I zu zeigen. Dies machen wir per vollstindiger
Induktion:

Induktionsanfang: Offenbar ist Y stetig und es gilt (¢,Yy) € @ fir t € [
nach der Wahl von ¢ und der Definition von Q.

Induktionshypothese: Gelte Y, ist stetig und (¢,Y,(¢)) € Q fiir t € I.
Induktionsschritt: Fiir ¢t € I folgt einerseits |t — to| < a wegen ¢ < a und
andererseits

Vasa(t) = Yol = | /ttF(s,Yn(s)) ds|

t
< [P Y] as
0
< K |t —to chgK% =b.

Somit gilt (¢, Y,11(t)) € Q. Da nach Induktionshypothese Y;, stetig ist und F
nach Bedingung (S) auf (2 stetig ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (Analysis I, Kapitel 7, Satz 3.1) die Stetigkeit von Y, 1
und der Induktionsschritt ist bewiesen. Mit der gleichen Rechnung wie im
Beweis der Wohldefiniertheit folgt fiir alle n € N



280 12 Gewohnliche Differentialgleichungen
sup [[Yy (t)]| < sup [|[Yn () = Yo + [[Yol| < b+ [[Yo|
tel tel

bzw. fiir n =0

sup [[Yo(8)[| < sup [[Yol| < b+ [[Yoll.
tel tel

Also ist die Folge (Y;)nen, gleichmifiig beschrankt. Wir zeigen nun, dass
diese Folge auch gleichgradig stetig ist: Sei dazu € > 0 und ¢ := 5. Dann gilt
fiir alle ¢,t € I mit |¢ —¢| < é und allen € N

Y.(q) — Y"(t)H = HYO + /th(s,Yn_l(s)) ds — Yy + /tF(s,Yn_l(s)) dsH

to
t
<| [ NP Yoo s
q
<Klt—q <K5:K%:s.
Fiir n = 0 folgt trivialerweise
Yo(q) = Yo()[l = [[Yo — Yol = 0 <e.

Wir kénnen also den Satz von Arzela-Ascoli (bzw. Folgerung 2.12) anwenden
und erhalten eine Teilfolge (Y, )ken € (Yn)nen und eine stetige Funktion
Y : I — R" mit

Yo 23Y fiir k — oo.

Wir bemerken zunéchst, dass nach Definition @) abgeschlossen ist und wegen
(s,Yn(s)) € Q fiir alle s € I, n € N sowie der Konvergenz der Y,, gegen Y
damit (s,Y(s)) € @ fiir alle s € I folgt. Da weiter F stetig auf der kompakten
Menge @ ist, folgt die gleichméBige Stetigkeit von F' auf @, d.h. fiir alle e > 0
existiert ein 0 > 0, so dass fiir alle (¢,Y),(s,Z) € Q mit ||(¢t,Y) — (s, Z)]| < ¢
folgt: ||F(s,Z) — F(t,Y)|| < e. Wahlen wir nun zu € > 0 das 6 > 0 aus der
gleichméBigen Stetigkeit und das k¢ aus der gleichméfigen Konvergenz von
Y,, gegen Y mit

Vi (s) =Y(s)[| <6 Vsel, k= ko,

so haben wir die gleichméflige Konvergenz von F(-,Y,, (-)) gegen F(-,Y(-))
gezeigt. Nach Analysis I, Kapitel 7, Satz 2.4 folgt die Konvergenz des Inte-
grals, d.h. mit der Definition der Folge Y,, gilt

Y(t) = lim Yo, (t)

lim
k—o0

¢
= lim Yj —|—/ F(s,Yy,(s)) ds
k—o00

to

=Y, + /t F(s,Y(s)) ds.

to
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Somit 16st Y die Integralgleichung und nach Lemma 2.7 haben wir die Exis-
tenz einer Losung von (2.3) bewiesen. L]

Der Satz von Peano ist ein lokaler Existenzsatz, d.h. er liefert nur die
Existenz einer Losung auf einem kleinen Intervall um den Anfangswert. Wir
stellen uns nun die Frage, ob wir diese Losung fortsetzen kénnen, in dem wir
den Satz von Peano am Ende des Intervalls erneut anwenden, also fiir den
Anfangswert die Losung am Ende des Intervalls auswerten.

2.14 Lemma. Erfille F' die Voraussetzung (S) und sei Y : (a,b) — R™ eine
Lésung von (2.3). Weiter existiere der linksseitige Grenzwert

limY (t) =: Y;
lim (t) 1

und es gelte (b,Y1) € 2. Dann existiert ein 6 > 0, so dass man die Lisung
Y zu einer Lisung auf dem Intervall (a,b+ 6] fortsetzen kann.

Beweis. Da (b,Y7) € 2 gilt und {2 offen ist, existiert eine offene Umgebung
von (b, Y1), die vollsténdig in {2 liegt. Insbesondere existieren also a, 5 > 0,
so dass

Q:={tY)eR™ |t - <a, [Y -Vi|| <8} C 2

gilt (vergleiche Abbildung 2.2). Setzen wir weiter K := sup, y)eq|lF'(¢, Y|,

Abb. 2.2. Schachtelung der Mengen um den Punkt (b, Y7).

so folgt mit dem Satz von Peano die Existenz einer Losung Y von
Y/(t) = F(t.Y (1),
Y(b) =Y

auf dem Intervall I = [b— 4, b+ d], wobei § durch ¢ := min(e, %) gegeben ist
(siche Abbildung 2.3). Wir definieren nun fiir ¢ € (a,b + 9]

(v te(ab)
Z(t) = {f/(t) te[bb+0).
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Abb. 2.3. Losungen Y,Y auf den Intervallen (a,b] bzw. [b— 8,b+ 4]

Offensichtlich ist Z stetig in (a,b + 0] und stetig differenzierbar in (a,b) so-
wie (b,b+ J). Weiter erfiillt Z die Gleichung (2.3) in den Intervallen (a,b)
sowie (b, b+ §]. Wir miissen also nur die Existenz von Z’(b) und die Identitét
Z'(b) = F(b, Z(b)) zeigen. Dazu bestimmen wir die Rechts- und Linksseiti-
ge Ableitung von Z: Nach Lemma 2.7 ist die Gleichung (2.3) dquivalent zur
Integralgleichung

Y(t)=Y(to) + /tF(s,Y(s)) ds to,t € (a,b).

Da man nach Voraussetzung Y durch Y (b) := Y stetig auf das Intervall
(a,b] fortsetzen kann, folgt die Stetigkeit von F(-,Y(-)) auf dem Intervall
(a,b]. Somit gilt die obige Integralgleichung fiir alle ¢ € (a,b]. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis I, Kapitel 7, Satz
3.1) gilt

Y'(t)=F(t,Y(t)  Vte(a,bl.

Wegen Y (b) = Y; = Y (b) folgt Z = Y auf (a,b] und somit die Existenz der
linksseitigen Ableitung im Punkt b mit

Z'(b) = F (b, Y1) = F(b, Z(b)).

Wenden wir analog Lemma 2.7 auf Y und das Intervall [b,b+ 4] an, so folgt

Y(t)=Y1—|—/tF(S,Y(s)) ds t e b b+
b

Wie oben erhalten wir damit
Y'(t)=F(t,Y(t) tebb+0]

und somit die Existenz der rechtsseitigen Ableitung im Punkt b mit
7\, (b) = F(b,Y (b)) = F(b, Z(b)).

Somit existiert Z'(b) und es gilt Z’(b) = F (b, Z(b). Wir haben also eine
passende Fortsetzung der Losung gefunden. [
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Bemerkung. Eine analoge Aussage gilt fiir das linksseitige Fortsetzen:
Erfulle F' die Voraussetzung (S) und sei Y : (a,b) — R™ eine Losung von
(2.3). Weiter existiere der linksseitige Grenzwert limy\ o Y (t) =: Y7 und es
gelte (a,Y7) € £2. Dann existiert ein 6 > 0, so dass man die Losung Y zu
einer Losung auf dem Intervall [a — 4, b) fortsetzen kann.

Nun stellt sich die Frage, wie weit man diese Losungen fortsetzen kann.
Es konnte passieren, dass bei der Anwendung von Peano die Intervalle im-
mer kleiner werden und der Prozess stoppt. Dies werden wir im Folgenden
untersuchen.

2.15 Lemma. Erfille F' die Voraussetzung (S), sei Y : (a,b) — R™ eine
Lésung von (2.3) und sei K eine kompakte Teilmenge von 2. Dann lisst sich
Y dber K hinaus fortsetzen, d.h. es existiert eine Funktion Y (¢,d) - R"
mit ¢ < a < b < d, so dass Y eine Lésung von (2.3) auf dem Intervall
(c,d) ist, Y=Y auf (a,b) gilt und ¢ < 7 < 7o < d existieren, so dass fir
alle t € (¢,m) U (7a,d) gilt: (t,Y(t)) & K. Insbesondere ist graph(Y) ¢ K
(vergleiche Abbildung 2.4).

Y

Q AN

)
b

Abb. 2.4. Fortsetzung der Losung iiber eine kompakte Menge K hinaus.

Beweis. Fiir zwei Mengen A, B C R™*! ist der Abstand voneinander durch

dist(4,B) ;== inf ||X — Y]
X€EA,YEB

definiert. Im Fall dist(4, B) = § > 0 gilt folglich fiir alle X € A und alle
Y € B die Ungleichung || X — Y| > § > 0 (vergleiche Abbildung 2.5).

Da K kompakt in {2 liegt, existiert ein § > 0 mit dist(K, 92) = 39, denn sonst
wire dist(K, 912) = 0. Somit wiirden Folgen (2, )neny € K und (yp,)neny C 912
mit ||z, — yn|| — 0 fiir n — oo existieren. Da K kompakt ist, gébe es ein
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Abb. 2.5. Abstand zwischen zwei Mengen A, B. Links: dist(A, B) = ¢. Mitte und
Rechts: dist(A, B) = 0.

zo € K und eine Teilfolge mit x,, — xo fir k& — oo. Damit wiirde auch
folgen, dass y,, — xo fiir & — oo und somit wire zo € 02 aufgrund der
Abgeschlossenheit des Randes. Da 2 offen ist, ist die Menge 2¢ abgeschlossen
und insbesondere gilt 92 C 2¢. Nun haben wir einen Widerspruch, denn
K C 2 impliziert K N 2°¢ = 0.

Definieren wir nun
Kjs = {X € 2| dist(X, K) < 26},

so folgt K C Kos C {2 nach der Wahl von ¢ und man sieht leicht, dass Kos
beschréankt und abgeschlossen ist. Damit ist Ko5 kompakt und

sup ||F(t,Y)]| = C
(t,Y)EKos

ist endlich. Wir definieren
Qto,Yo) == {(t,Y) e R™" | |to —t| <6, ||Y — Yo < 6}.
Fiir (¢o,Yp) € K folgt fiir alle (¢,Y) € Q(to, Yo)
(o, Yo) = (&, Y)[I* = [to — t]* + ||Y = Yo||* < 26°
und somit dist(Q(to, Yp), K) < v/26 < 26, d.h. Q(to, Yy) C Kos.

Wir wihlen nun ein ¢y € (a, b) und betrachten die Losung Y : (a,b) — R™ von
(2.3) eingeschrinkt auf die Intervalle [tg,b) und (a, to] separat. Wir beginnen
mit Y : [tg,b) — R™ und zeigen, dass eine “rechtsseitige” Fortsetzung Y der
Losung mit graph(f/) Z K existiert. Sei graph(Y) C K, da sonst Y =Y
gewihlt werden kann. Damit gilt: (¢,Y(t)) € graph(Y) C K C Ky fiir
t € [to,b) und es folgt mit der Losungseigenschaft

YOl =IFtY®)| <C  telto,b).
Wéhlen wir eine Folge ¢, b, so folgt mit dem Mittelwertsatz

1Y (tn) = Y (tm) | < Y (@n,m) (tn = to)[| < C [t — Ll
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Somit ist (Y (¢,,))nen eine Cauchyfolge in R™ und es existiert ein Y7 € R™ mit
Y (t,) — Y fiir n — oo. Fiir eine weitere Folge ¢, ,* b mit Y (¢,,) — Y7 fiir
n — oo folgt wieder mit dem Mittelwertsatz

V1 = Y1l < [V = Y ()| + Y (ta) = Y (&) || + 1Y (£) — Y|
<Y =Y () +C (|t = b + b= La]) + Y (£) — Y| === 0.

Somit ist der Grenzwert Y7 unabhéngig von der gewihlten Folge und

}%Y(t) =M
existiert. Da K abgeschlossen ist, folgt mit der Konvergenz (t,,Y (t,)) —
(b, Y1), dass (b,Y7) € K und somit (b,Y7) € 2 gilt. Verwenden wir nun
Lemma 2.14, so existiert eine Fortsetzung Y der Losung auf einem Intervall
[to,b + p|. Betrachten wir den Beweis von Lemma 2.14 genauer, so kann
in unserer Situation p = min(d, %) gewiihlt werden. Gilt nun graph(Y) ¢
K sind wir fertig, ansonsten wiederholen wir den Prozess. Da jede weitere
Fortsetzung wieder um das feste p verlingert wird und K beschrénkt ist, muss
der Prozess nach endlich vielen Schritten abbrechen, d.h. graph(Y) Z K. Fiir
das Fortsetzen iiber den linken Rand betrachten wir Y : (a,tg] — R™ und
argumentieren analog. ]

2.16 Lemma. Erfille F die Voraussetzung (S) und sei (to,Yo) € 2. Sei
(Y.)nen eine Folge von Lésungen von (2.3), wobei Yy, auf dem Intervall I,
definiert ist. Gelte weiter to € I, und Y, (tg) = Yo sowie

Yo(t) =Y(t) Vtel,nI,

und alle n,m € N. Dann ezistiert im Intervall I := J,,cy In eine Losung Y
von (2.3) mit Y (to) =Yy, fir die Y(t) = Y, (¢t) fir allet € I, und allen € N
gilt.

Beweis. Sei t € I. Dann existiert ein n € N mit ¢t € I,. Wir definieren
Y (t) := Y,(t). Diese Definition ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der
Wahl von n, denn fiir ein m € N mit ¢ € I,, folgt nach Voraussetzung
Y, (t) = Y, (t). Weiter ist ¥ auch eine Losung von (2.3), denn fir s € T
existiert ein n € N mit s € I,, und insbesondere [tg, s] C I, (bzw. [s,to] C I,,).
Da Y, eine Losung von (2.3) auf dem Intervall I,, ist und Y (t) = Y, (¢) fiir
alle t € [to, s] (bzw. t € [s,%0])) gilt, ist also auch Y eine Losung auf diesem
Intervall. Da s beliebig war, ist Y also eine gewiinschte Losung. ]

2.17 Definition. Sei Y eine Lisung von (2.3) mit Y (to) = Yy und sei G der
abgeschlossene Graph von'Y, d.h. G := graph(Y). Wir sagen, dass Y nach
rechts dem Rand beliebig nahe kommt, wenn
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GT={(t,2)eG|t>to}
keine kompakte Teilmenge von §2 ist. Analog ist nach links dem Rand beliebig

nahe kommen definiert.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass fiir eine Lésung Y : [to,b) — R™ der
"rechtsseitige” Graph G keine kompakte Teilmenge von {2 ist, falls einer
folgenden Félle eintritt: a) lim; ~, dist(942, (¢, Y (¢))) = 0, oder b) b = oo, oder
c) lim ~||Y(t)|| = oo. Diese drei Fille kann man sich wie folgt vorstellen,
wobei wir nur die Zusammenhangskomponente von {2, die (o, Yp) enthélt,
betrachten:

a)

Y : [to,b) — R™ mit

}% dist (042, (¢, Y (t))) = 0.

2

Y: [t(), b) — R” mit

lim| Y (8)] = oc.

2.18 Satz. Erfille F die Voraussetzung (S) und sei (to,Yo) € 2. Dann
existiert eine Losung Y von (2.3) mit Y (to) = Yo, die sich so fortsetzen lisst,
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dass Y links und rechts dem Rand OS2 beliebig nahe kommt. Fine derartig
fortgesetzte Losung nennen wir maximale Losung.

Beweis. Da {2 offen ist und (to,Yp) € 2 gilt, existieren a,b > 0 mit
Q:={(tY)eR"™ ||t —to| <a, |V - Y| <b} C 12

Offenbar ist ) kompakt und somit sup(, yyeql|F'(¢,Y)[| endlich. Nach dem
Satz von Peano existiert also eine lokale Losung Y von (2.3) mit Y (¢9) = Yp.
Definieren wir fiir n € N die Mengen

1
77 ||

M, :={(t,Y) € 2| dist((t,Y),012) > - (t,Y)|| <n},

so sind diese kompakt und es gilt M,, C M,, 1 sowie UneN M, = 2. Falls Y
rechts dem Rand 02 nicht beliebig nahe kommt, also falls

Gt ={(t,Z) € graph(Y) | t > to}

eine kompakte Teilmenge von §2 ist, folgt wie im Beweis von Lemma 2.15
dist(GT,042) > 0. Somit existiert ein n € N mit G* C M,,. Da M,, kompakt
ist, existiert nach Lemma 2.15 eine Fortsetzung Y, : [to, b,] — R™ von Y iiber
M, hinaus. Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder graph(Y;,) € M,,41,
dann setzen wir Y;,1 := Y,,. Oder graph(Y,,) C M,,41. Da M, kompakt ist,
erhalten wir wieder nach Lemma 2.15 eine Fortsetzung Y;, 11 : [to, bpt1] — R™
iiber M, 11 hinaus. Insgesamt haben wir eine Folge (Y} )ren von Losungen auf
den Intervallen Ij, := [to, bg] konstruiert, die byi1 > by und Yy = Y, auf I,
fiir £ > k erfiillen. Nach Lemma 2.16 existiert eine Losung Y auf [tg, b) mit
b = limy 00 by und Y|y, = Yi. Nach Konstruktion ist graph (V') in keiner der
Mengen M,, und somit in keiner kompakten Teilmenge von (2 enthalten. Also
kommt Y recht dem Rand 0f2 beliebig nahe. Analog zeigt man die Existenz
einer Fortsetzung, die dem Rand 02 nach links beliebig nahe kommt. (]

Beispiele. Die folgenden Losungen von (2.3) kommen dem Rand 012 beliebig
nahe.

1. Betrachte £2 = R?, f(t,y) = y und y(0) = 1,

d.h. (2.3) entspricht y(t)
y'(t) =y(t)
y(0) =1.
Dann ist y(t) := e’ eine Losung auf dem
Intervall I = (—o0, c0), d.h. 0 "
Ji 1) =0

! Hier ist b = oo zugelassen.
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2. Betrachte 2 = R2% f(t,y) = 1 + y* und

y(0) =0, d.h. (2.3) entspricht y(t)
y(t) =1+y°(t) 0
) 2
Dann ist y : (=3,%) — R, y(t) = tan(t)
eine Losung, denn es gilt
1 sin?(t) + cos(t)
'(t) = = =1+ tan®(t) = 1 +y(t)?
y(®) cos?(t) cos?(t) + tan(?) +y(t)

und offenbar ist y(0) = 0. Hier haben wir ein endliches Zeitintervall, aber
es gilt lim; 4 = y(t) = +oo.

3. Betrachte 2 =R x (=5,3), f(t,9) = oy

(
und y(0) = 0, d.h. (2.3) entspricht 2 ty(t)
1
/
y(t) = ——~ 0
RANTEG) : -
y(0) = 0. -
Dann ist y : (—1,1) = R, y(t) = arcsin(t) "

eine Losung, denn es gilt unter Verwendung

von t = sin(y(t))

B 1 B 1 B 1
V1—t2 \/1 — sin®(y(t)) cos(y(t))

y'(t)

und offenbar ist y(0) = 0. Hier haben wir ein endliches Zeitintervall und
es gilt lim; 41 y(t) = £7, aber (£1,£7) € 912.

Als néchstes rechtfertigen wir den Namen “maximale Losung”.

2.19 Folgerung. Erfille F' die Voraussetzung (S) und sei (tg, Yy) € §2. Eine
mazximale Losung von (2.3) mit Y (to) = Yy kann nicht fortgesetzt werden.

Beweis. SeiY : (a,b) — R"™ eine maximale Losung. Wir nehmen an, dass fiir
0 > 0 die Funktion Y : (a,b + 0) — R" eine Fortsetzung der Losung Y ist.
Da Y stetig ist und Y|, =Y gilt, folgt

lim ¥ (1) = lim ¥ (1) = ¥ (b)

Da Y eine Losungs ist, gilt (b, Y (b)) € £2. Also folgt
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Gt ={(t.Z) € graph(Y) | t > to} C [to, ] x Bild(Y (s, 4)-

Aufgrund der Stetigkeit von Y ist die rechte Seite kompakt und somit G+
beschrinkt. Da weiter G abgeschlossen ist, folgt die Kompaktheit von GT.
Da Y eine Losung ist, folgt (¢,Y(¢)) € §2, t € [to,b), und mit dem schon
gezeigten (b,Y (b)) € £2 von oben folgt weiter G C 2. Dies ist aber ein
Widerspruch, da Y maximale Losung ist. Analog zeigt man, dass die Losung
nicht nach links fortgesetzt werden kann. L]

Als néchstes stellen wir die Frage nach der Eindeutigkeit der Losungen.
Zunéchst betrachten wir dies an einem Beispiel.

Beispiel. Sei 2 =R? und f(t,y) = |y|2, d.h. (2.3) entspricht

Nl

y'(t) = ly®)>.

Sei y : I — R eine Losung auf dem Intervall I, so ist z(t) := —y(—t) eine
Losung auf dem gespiegelten Intervall, denn

2 () = (—y(=1)) = =/ (=) (=1) = ¥/ (=) = [y(=1)|7 = |2(1)| .

Es geniigt also, positive Losungen zu betrachten - negative Losungen erhélt
man dann durch Substitution. Wir verwenden die Methode der Separation
der Variablen:

[SE

1. Fiir positive Losungen betrachten wir

dy _
dt

1
2

y2.
Separieren wir die Variablen, erhalten wir

d
Y _ ar.
yi

Bilden wir nun die Stammfunktion, so folgt

1
2

2y2 =t+c

Da wir eine positive Losung angenommen hatten, muss weiter t + ¢ > 0
und somit ¢t > —c gelten. Somit ist

(t+c)?
4 b

y(t) == t>—c

eine Losung.
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2. Offenbar ist y(t) = 0 eine Losung

3. Durch Substitution erhalten wir die negative Losung

c—1)?
y(t) == —% t<e

42 t—2)°2
() £ fus

(t+2)?

)
y() =0
_(t+2)?
1
Abb. 2.6. Losungen von y'(t) = 1/|y(t)| zu verschiedenen Konstanten c.

Betrachten wir also das Anfangswertproblem y/(t) = |y(£)|2 mit y(2) = 1, so

sind sowohl
2 >0
y(t) = { N -

0 t<O0
als auch
t2
£ t>0
y(t):=<0 —2<t<0
_42)? t< -2

4

Losungen. Fiir “nur” stetige f ist also das Anfangswertproblem (2.3) nicht
eindeutig.

2.20 Satz. Erfille F die Voraussetzung (S) und sei F' : 2 — R™ lokal
Lipschitz stetig beziiglich Y, d.h. fir alle (to,Yo) € §2 existiert eine Um-
gebung U des Punktes (to,Yy) und eine Konstante L > 0 so, dass fiir alle
(t,2),(t,Y) e U gilt
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IF(L,Y) - F(t,2)| < L|Y - Z].

Dann ist die mazimale Losung aus Satz 2.18 eindeutiq.

Beweis. Sei (to,Yo) € £2 und seien Yy : [} — R", Y5 : I, — R™ maximale
Losungen von (2.3) mit

Yi(to) = Ya(to) = Yo.

Gelte Y7 # Ya, d.h. oBdA existiert ein 7 > to mit Yi(7) # Ya(7r). Wir
definieren die Menge

A={teiNL|t>ty, Yi(t) # Ya(t)}.

Wegen 7 € A folgt A # () und offensichtlich ist A durch #; nach unten
beschriankt. Somit gilt ¢ty < inf A =: t < 7 und fiir alle tg < ¢ < ffolgt
Yi(t) = Ya(t). Aufgrund der Stetigkeit von Y7, Y3 gilt also auch Y; (£) = Ya(2).
Insbesondere folgt (,Y7(t)) € £2. Aufgrund der lokalen Lipschitz Stetigkeit

von F' existiert eine Umgebung U von (¢,Y7(¢)) und ein L > 0 mit

Da U offen ist, existieren r,6 > 0 mit (£ — 28, + 26) x Ba,(Y1(£)) C U. Auf-
grund der Stetigkeit der Y7, Y im Punkt ¢ existieren weiter §; > 0, i = 1,2,
so dass fiir alle t € R mit [t —t| < d; die Abschiitzung |Y;(t) — Yi(t)| < r folgt.
Setzen wir also & := min{dy, 82, 9, -1, so gilt (¢,Y;(t)) € U fiir t € [t,t+ 0]
Nach Lemma 2.7 16sen die Y;, ¢ = 1,2, die Integralgleichungen

Yiit) =Y+ /tF(s,Yi(s)) ds.

to

Verwenden wir Y;(s) = Ya(s) fiir to < s < t, so folgt fiir t € [t, + 0]

|nmnamW[F@meF@%@»“
= [ Pl - P v306) as]
< /;HF(S,Yl(s)) — F(s,Ya(s))l ds

< I [ IMs) = Ya)] ds

<L sup [[Yi(s)—Ya(s)|||t -]

s€[t,t4)
<Ldé sup |Yi(s)—Ya(s)]
s€[,1+3]
1
<5 sw [Yi(s) = Ya(s)ll

sE[E,t+0]



292 12 Gewohnliche Differentialgleichungen

Bilden wir nun das Supremum iiber alle t € [t~, t+ d], so folgt

sup [|Yi(s) — Ya(s)[| <
SE[L,t+0]

sup [[Y1(s) — Ya(s)|.-
s€[t,t+6]

N | =

Da Y7, Y5 auf dem Intervall [?, t+ d] stetig sind, sind die Suprema endlich
und nach Konstruktion ungleich 0. Somit haben wir einen Widerspruch und
die Aussage ist bewiesen. L]

12.3 Spezialfille fiir Gleichungen 1. Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Funktionen f : 2 C R? — R,
welche die Voraussetzung (S) erfiillen und suchen Losungen des Anfangswert-
problemes

y'(t) = ft,y(t))

y(to) = yo. 3.1)

12.3.1 Ortsunabhiingige rechte Seiten f = f(t)

Falls die rechte Seite f unabhéngig von y ist, so kénnen wir die Losung leicht
berechnen. Sei I ein offenes Intervall mit ¢ty € I. Erfiille f : I x R — R
die Voraussetzung (S) und gelte f(t,y) = f(¢). Wir suchen also nur eine
Stammfunktion von f. Da fiir ¢ € I die Funktion f stetig auf dem Intervall
[to, t] ist, ist sie dort integrierbar und

p(t) == /t f(s) ds, tel

ist wohldefiniert. Mit dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung
folgt

Somit sind die Stammfunktionen von f durch
y(t) == p(t) +c, tel

mit ¢ € R gegeben. Fiir den Anfangswert ergibt sich weiter y(¢p) = ¢. Somit
hat (3.1) fur alle yo € R eine Losung. Wir fassen dies im folgendem Satz
zusamimen.
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3.2 Satz. Sei I ein offenes Intervall, erfille f : I xR — R die Voraussetzung
(S) und gelte f(t,y) = f(t) fir alle (t,y) € I x R. Dann ezistiert fir alle
(to,yo) € I x R eine eindeutige, mazimale Lisung y : I — R von (3.1) mit

y(to) = vo-

Beweis. Wir haben oben gezeigt, dass eine Losung y von (3.1) mit y(to) = yo
auf dem Intervall I existiert. Wegen {2 = I x R ist dies bereits eine maximale
Losung. Da f(t,y) = f(t) Lipschitzytetig beziiglich y ist, folgt mit Satz 2.20
die Eindeutigkeit der Losung und somit die Behauptung. ]

12.3.2 Zeitunabhiingige rechte Seiten f = f(y)

Nun vertauschen wir die Rolle von ¢ und y, wir betrachten also ein Intervall
I = (a,b) und eine Funktion f : R x I — R, welche die Voraussetzung (S)
sowie f(t,y) = f(y) erfiillt. Nehmen wir weiter an, dass f(y) # 0 fiir alle
y € (a,b) gilt. Falls ¢ : (a, 8) — I eine Losung von (3.1) ist, dann folgt

Q)= f(p(t) #0,  te(ap)
bzw.

¢'(t)
fle(®))

Aufgrund unserer Voraussetzungen an f ist % stetig und es existiert somit

=1, t e (o, B).

eine Stammfunktion F' von % auf dem Intervall (o, 8). Es folgt fiir t € (o, )

G0 = Fel0) () = -0k =

dt
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert also ein
c € R mit

Flp(t)=t+c,  t€(ap)

Aufgrund der Stetigkeit von f und
1

f(y)

ist F strikt monoton. Insbesondere existiert die Umkehrfunktion F~'. Somit
erhalten wir als Gleichung fiir ¢

F'(y) #0,  ye(ap)

p(t)=F'(t+c), te(ap).

Wir fassen dieses Ergebnis im folgenden Lemma zusammen.
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3.3 Lemma. Sei I ein offenes Intervall und sei f : R x I — R durch
f(t,y) = f(y) gegeben, wobei die Funktion f : I — R stetig ist und f # 0 auf
I erfillt. Falls ¢ : (o, 8) — I eine Lésung von (3.1) ist, dann existiert ein
c € R so, dass fir alle t € («, B) gilt:

p(t) =F~(t+o),

wobei F' eine Stammfunktion von f ist.
Beweis. Siehe Rechnungen vorher. [

Falls fiir ein § € (a,b) gilt f(§) = 0, ist y(t) := ¢, t € R, eine maximale
Losung von (3.1) im Falle von zeitunabhéingigen rechten Seiten. Es stellt sich
die Frage, ob man in der Situation von Lemma 3.3 immer Loésungen in obiger
Form finden kann.

3.4 Satz. Erfille f die Voraussetzungen von Lemma 3.3. Dann existiert fir
alle (to,y0) € R x I eine eindeutige mazimale Losung y : Jo — R von (3.1)
mit y(to) = yo. Diese Losung ist von der Form

y(t) = F~(t — to), t € Jo,

v
— yel
0= F

wobei F durch

gegeben, ist.

Bemerkung. Das Intervall Jy aus Satz 3.4 ist durch Jy := Bild(F) + to
gegeben.

Beweis von Satz 3.4. Sei I = (a, b). Wir definieren F' : I — R durch

— dw yel
Yo
Aufgrund der Eigenschaften von f ist F' wohldefiniert. Nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung gilt

Fl(y) = #0, yel

1
f)
Wieder mit der Stetigkeit von % folgt die strikte Monotonie von F. Setzen wir

J := Bild(F), so ist J aufgrund der strikten Monotonie ein offenes Intervall
und die Umkehrfunktion =1 : J — T existiert. Wegen F(yo) = 0 folgt 0 € J.
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Verschieben wir das Intervall J um t(, so existieren «, 8 € R mit @ < 8 und
(o, B) = J + to, d.h. es gilt ¢ € (o, 8) genau dann, wenn t — tg € J gilt. Wir
definieren nun

y(t) == F 1t —ty), te(a,pB).

Dann gilt nach dem Satz iiber Ableitungen inverser Funktionen (Analysis I,
Kapitel 6, Satz 1.4) fiir t € («, 8)

1 1
S FE G n)  Fm) )

y'(t) = (F'(t —to)
Wegen 0 € J und somit ¢y € («, 8), sowie F(0) = yo folgt weiter

y(to) = F~'(0) = wo.

Somit ist y eine Losung der gesuchten Form von (3.1) mit y(¢o) = yo auf dem
Intervall («, 8). Nach Satz 2.18 existiert eine maximale Losung ¢ : (@, E) =1
von (3.1) mit to € (&,5) und ¢(ty) = yo. Nach Lemma 3.3 folgt (mit der
spezieller Wahl der Stammfunktion als unser konkretes F') die Existenz eines
c € R mit

o(t)=F Yt+c), te(@fp).

Wegen tg € (a, 8) N (@, 8) folgt insbesondere
F~H(to + ¢) = ¢(to) = yo = y(to) = F~1(0).

Aufgrund der Injektivitédt von F~! folgt 0 = tg + ¢ baw. ¢ = —to. Es gilt
also y = ¢ auf (a, §) N (&, B) und nach Konstruktion der a, 8, d.h. (o, 8) =
Bild(F') + to, bzw. den Eigenschaften einer maximalen Losung folgt o =
a sowie 8 = E Damit ist y eine maximale Losung. Analog zeigt man die

Eindeutigkeit dieser Losung. ]

Beispiele. Wir verwenden nun Satz 3.4, um Losungen von (3.1) zu finden.

a) Wihlen wir f(t,y) = 1+ y? und (to,y0) € R x R. Wir suchen also eine
Loésung von
! 2
y() =14y,
y(to) = vo-
Da arctan die Stammfunktion von (1 + y?)~! ist und Bild(tan) = R gilt,
b

existiert fiir alle yo € R ein ¢ € (—7, §) mit yo = tan(c). Wir berechnen
firyeR
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v
F(y) = /yo 1522 dx = arctan(y) — arctan(yg) = arctan(y) — c.

Wegen Bild(arctan) = (-7, 7) folgt

und F~1 ist auf Bild(F) durch
F~Y(t) = tan(t + ¢)

gegeben. Somit ist die maximale Losung
nach Satz 3.4 auf dem Intervall y(t)

™ ™
J(] = (—§+t0—c,§+t0—c)
Yo +

durch

y(t) = tan(t — to + ¢)

gegeben. Die maximale Losung ist folglich
nur auf einem beschrénkten Zeitintervall
definiert. Obwohl f also auf ganz R? definiert ist, kann hier keine Losung
fiir alle Zeiten t € R gefunden werden.

b) Wihlen wir f(t,y) = 3y3, so gilt f(y) = 0 genau dann, wenn y = 0 gilt.
Somit erfiillt f nicht die Voraussetzungen von Satz 3.4 auf dem Intervall
I = R. Wenden wir fiir (¢g,y0) € R x (0,00) stattdessen Satz 3.4 auf
flio,00) an, so ist F auf (0,00) durch

Yy 1 1 1
F(y)=/ 5 dx =y3 —yg.
yo 33

1
gegeben. Damit ist fir t € (—yg, 00)
1
FH(t) = (t+yg)°

und die (zu f|(,00) : R % (0,00) = R maximale) Losung geméf Satz 3.4
durch

1 1
yt) =t —to+y¢ )37 t € (—yé + to,0)

gegeben. Allerdings ist dies keine maximale Losung des urspriinglichen
Problems, denn

1
0 t < —yd +to,
yo<t>::{ Yo o

1 1
(t—to+yd)? t>-yd +to
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ist eine (maximale) Losung auf R. Betrachten wir analog f|(_oc,0), 50 ist

1 1
yi(t)=(t—ti+y7)?,  te(—o0,—yi +t1)

eine Losung fiir (t1,y1) € R x (—00,0). Welter ist fur alle (to,yo) €
R x (0,00) und (t1,y1) € R X (—00,0) mit yO +to > y1 +t

1
(t—t1 +y)? t< y1+t1
ya2(t) := < 0 —y1+t1<t< y0+t07
1
(t—to+ys)® t> y0+t0

eine Losung auf dem Intervall R. Es gibt folglich zu dem Anfangswert
(to,yo) unendlich viele maximale Losungen.

¢) Das Fischpopulationsmodell aus der Einfiihrung hatte die Form f(y) =
y(b—cy) — H fiir b,¢, H > 0 und kann folglich mit dem Satz 3.4 gelost
werden. Die Losungen haben wir schon dort mit derselben Methode be-
rechnet.

12.3.3 Separierbare rechte Seiten f = h(t)g(y)

Eine weitere Klasse von Gleichungen sind separierbare Differentialgleichun-
gen erster Ordnung. Hierbei besitzt f : JxI — R die Form f(¢,y) = h(t) g(y),
wobei I = (a,b) und J = (¢, d) offene Intervalle sind und die Funktionen g,
h dort stetig sind. Weiter gelte g(y) # 0 fiir alle y € I. Wir kénnen dabei
ghnlich wie in Abschnitt 12.3.2 vorgehen. Falls ¢ : (a,5) C (¢,d) — (a,b)
eine Losung von (3.1) ist, d.h.

gilt, so folgt

———— = h(t), te(a,pB).

Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen g, h auf I bzw. J, sowie g # 0 auf I
existieren Stammfunktionen G von % und H von h. Damit folgt fiir ¢ € («, )

d . n_ P d
5 G@() = G'(w(0)¢' (1) = FEOR h(t) = 2 H(t).

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert eine
Konstante ¢ € R mit
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Glp(t) =H(t)+c, te(ap)

SchlieBlich ist G aufgrund der Stetigkeit von g und G’ = % 2 0 strikt monoton
und die Umkehrfunktion G~! existiert. Somit folgt

o) =G Y H() + ¢), t e (a, ).

3.5 Lemma. Seien I,J offene Intervalle und sei f : J x I — R durch
f(t,y) = h(t)g(y) gegeben, wobei die Funktionen g : I — R, g # 0 und
h:J — R stetig sind. Falls ¢ : (o, ) C J — I eine Lisung von (3.1) ist,
dann ezistiert ein ¢ € R so, dass fir alle t € (o, B)

gilt, wobei G eine Stammfunktion von % und H eine Stammfunktion von h
15t.
Beweis. Siehe obige Rechnung. n

3.6 Satz. Erfille f die Voraussetzungen von Lemma 3.5. Dann existiert fiir
alle (to,yo) € J x I eine eindeutige mazimale Losung y : Jo — I von (3.1)
mit y(to) = yo. Diese Ldsung ist von der Form

y(t) = G (H (D),

wobei G(y) = [¥ L du firy eI und H(t) = [}

— Jyo g(=) to

h(s) ds firt € J ist.

Bemerkung. Das Intervall Jy aus Satz 3.6 ist dabei das grofite offene Inter-
vall, welches in H~1(Bild(Q)) liegt und ¢y beinhaltet.

Beweis von Satz 3.6. Sei I = (a,b), J = (¢,d) und (to,y0) € J x I sowie

G(y)::/yg(i)dx, yel

t
H(t) := / h(s) ds, teld
to
Wir definieren K := Bild(G). Es gilt G' = % # 0 auf I und folglich ist
G : I — K strikt monoton sowie K ein offenes Intervall. Insbesondere exis-

tiert die Umkehrfunktion G=! : K — I und wegen G(yo) = 0 folgt 0 € K.
Definieren wir

M:={teJ|H({) e K}=H"(K),
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so ist aufgrund der Stetigkeit von H die Menge M offen. Weiter folgt wegen
H(tyg) =0, dass tg € M gilt. Sei nun («, 8) das groBite offene Intervall, welches
in M liegt und ty beinhaltet. Damit ist

y(t) =G (H(t), te(af)

wohldefiniert und es folgt mit dem Satz iiber die Ableitung einer inversen
Funktion fiir t € (a, §)

y'(t) = (G (H(t)H'(t) =
Weiter gilt

y(to) = G~ (H(to)) = G(0) = yo.

Somit ist y eine Losung von (3.1) mit y(to) = yo auf dem Intervall (o, 5).
Nach Satz 2.18 existiert eine maximale Losung ¢ : (&, ) — I von (3.1) mit
y(to) = yo. Nach Lemma 3.5 existiert ein ¢ € R mit

¢(t):G*1(H(t)+C), te (avg)a

wobei G und H wie oben definiert sind. Insbesondere gilt ¢y € (a, 5) N (e, B)
und somit

G™'(H(to) + ¢) = ¢(to) = yo = y(to) = G~ (H(to)) = G~(0).
Aufgrund der Injektivitit von G~! folgt

0=H(ty)+c=c

und somit ¢ = 0. Damit gilt ¢ =y auf (&, 8) N (a, B). Nach der Definition

des Intervalls (o, 8) und (@, 8) C M folgt (&, 8) C («, 3) und somit @ = &
bzw. § = 8. Wir haben also gezeigt, dass y eine maximale Losung ist. Analog
zeigt man die Eindeutigkeit dieser Losung. [

Falls fiir ein g € I gilt g(g) = 0, ist y(t) := ¢, t € J, eine maximale Lésung
von (3.1) im Falle von separierbaren rechten Seiten.

Beispiel. Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'(t)=2t(1+y?),
y(to) = Yo

mit (to,y0) € R%. Mit der Notation von Satz 3.6 gilt g : R — R :y > 1 + 32
sowie h : R — R : ¢ +— 2¢. Damit folgt
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Yo
G(y) = /yo 5.2 dx = arctan(y) — arctan(yo) =: arctan(y) — co,
¢
H(t) = / 25 ds = t? — t2.
to
Weiter gilt Bild(G) = (=5 —co, 5 —co) mit co € (=3, §). Zu der Bestimmung

von H~1(Bild(G)) benétigen wir nun eine Fallunterscheidung:

1. Fall —tg > —7 — co: Die Urbildmenge ist in diesem Fall durch ein In-

tervall gegeben (vergleiche Abbildung 3.1). Setzen wir v = /5 — ¢ + £,
so gilt H~1(Bild(G)) = (—a, ). Die maximale Losung gem#f Satz 3.6
ist also durch

y(t) = tan(t? — t3 + arctan(yo)) te(—a,a)
gegeben. Offenbar gilt

tl% y(t) = o0 und t{rzlay(t) =00

(vergleiche Abbildung 3.1).

H(t) y(t)
T o L
i 2 0 i t
—a «
i i t
s -0 —Q s o
2 " Ct 2

Abb. 3.1. Die Graphen von H und y mit co = 7 und t2 = 1.5.

2. Fall —tg < —3% — co: Die Urbildmenge besteht aus zwei Intervallen
(vergleiche Abbildung 3.2). Setzen wir

a::”—g—co—&—t?} und 5121/g—00+t3,

so ist H}(Bild(G)) = (=8, —a) U (a, B). Sei oBdA tg € (a, 3), so ist die
maximale Losung geméfl Satz 3.6 durch

y(t) = tan(t* — t3 + arctan(y)) te (a,p)
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gegeben. Offenbar gilt

lim y(t) = oo und lim y(t) = —oco
Jim y (0 lim (1)

(vergleiche Abbildung 3.2).

H{(t) y(t)
5 —¢Co |
t
| | | ‘t @ 5
B _2ae | ¥ 8
—t3

Abb. 3.2. Die Graphen von H und y mit co = —7F und to = v/1.5.

12.3.4 Lineare Gleichungen

Wir betrachten rechte Seiten der Form f(t,y) = h(t)y + p(t), wobei die
Funktionen p, h : I = (a,b) — R stetig sind und somit f : I xR — R die Vor-
aussetzung (S) erfiillt. Dabei unterscheiden wir zwei Typen von Gleichungen:

Gilt
(i) p(t) =0, so nennen wir (3.1) eine homogene Gleichung,

(ii) p(t) # 0, so nennen wir (3.1) eine inhomogene Gleichung.

Der Name lineare Gleichung entspringt dabei folgende Anschauung: Schrei-
ben wir (3.1) zu

um, so erhalten wir Losungen dieser Gleichung, wenn wir das Urbild der
rechten Seite p € C°(I) besiiglich des Operators

L:CYI)=C'I):y—1vy —hy,

d.h. L(y)(t) :=y'(t) — h(t)y(t), t € I, y € C*(I), suchen. Der Operator L ist
linear, es gilt also

Llay+pBz)=aLly)+BL(z) a,BER, yz€C ()
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Suchen wir nun eine Losung der homogenen Gleichung, so ist dies ein Spezial-
fall der separierbaren Differentialgleichungen. Mit der Notation aus Abschnitt
12.3.3 gilt “h(t) = h(t)” sowie g(y) = v, allerdings kénnen wir aufgrund von
g(0) = 0 den Satz 3.6 nicht anwenden. Wir argumentieren dennoch dhnlich,
um einen Kandidaten fiir die Losung zu erhalten. Eine Stammfunktion von g
ist auf R\ {0} durch G(y) := In|y| gegeben und es folgt G~1(t) = e. Weiter
sei H eine Stammfunktion von h. Fiir y # 0 kénnen wir (3.1) wieder zu

@:hdt
Y

umschreiben. Bilden wir die Stammfunktionen auf beiden Seiten, so existiert
ein ¢ € R mit

In|y(t)| = H(E) +c
bzw.
[y(6)] = e,
Wir kénnen wir den Betrag vernachléssigen, falls wir e¢ durch eine Konstante

¢ € R\ {0} ersetzen. Wir suchen also eine Losung der Form

y(t) =cefl®,

Daher definieren wir zu einen Anfangswert (¢, yo) € I x(R\{0}) die Funktion

y(t) = yo eﬁ(t), tel

mit der speziellen Stammfunktion

H(t) := /tt h(s)ds, tel

von h. Da y auf ganz I definiert ist, sieht man sofort, dass die Funktion
y : I — R eine maximale Losung von (3.1) mit y(to) = yo und y # 0 ist. Fiir
den Anfangswert (f9,0) € I x {0} ist offensichtlich die Funktion

y: I =R, y(t):=0

maximale Losung von (3.1) mit y(t9) = 0 = yo. Tatsichlich wird dieser Fall
ebenfalls von obiger Formel abgedeckt. Schliellich bemerken wir, dass die
Funktion g Lipschitz-Stetig in y ist und nach Satz 2.20 die gefundenen Losun-
gen eindeutig sind. Bevor wir uns den inhomogenen Gleichungen zuwenden
betrachten wir folgendes Lemma.

3.7 Lemma. Seil = (a,b) und fir f : xR — R gelte f(t,y) = h(t) y+p(t),
wobei p und h auf I stetig sind. Seien y1,y2 Losungen der inhomogenen
Gleichung (3.1) und seiyg eine Lisung der homogenen Gleichung (3.1). Dann
gilt:
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(i) y1 — yo2 ist eine Losung der homogenen Gleichung.

(ii) y1 + yo ist eine Losung der inhomogenen Gleichung.
Beweis. Dies folgt durch triviales Einsetzen. ]

Anders formuliert bedeutet dies

Losung inhomogene Gleichung = Losung homogene Gleichung

+ Losung inhomogene Gleichung,

man kann also eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung suchen und
dazu alle Losungen der homogenen Gleichung addieren.

Um die inhomogene Gleichung zu l6sen, verwenden wir folgende, auf La-
grange zuriickzufithrende Idee der ” Variation der Konstanten”: Wir benutzen
die Formel fiir die homogene Gleichung, wobei wir die Konstante ¢ durch eine
Funktion c¢(t) ersetzen. Wir betrachten also folgenden Ansatz

y(t) = c(t) 1,
Damit gilt
y'(t) = () e 4 ¢c(t) eT® h(t).
Um die Gleichung (3.1) zu erfiillen, muss also
p(t) +h(t)y =y (t) = () "V + (1) T h(t)

gelten. Wir miissen also ¢/(t) = p(t)e 7 wihlen, d.h. wir wihlen c als
Stammfunktion von p(t) e~ (). Dies fassen wir in folgendem Satz zusammen.

3.8 Satz. Sei I = (a,b) und fiir f: I xR — R gelte f(t,y) = h(t)y + p(t),
wobei p und h auf I stetig sind. Dann existiert fiir alle (to,yo) € I X R eine
eindeutige mazimale Lisung y : I — R wvon (3.1) mit y(to) = yo. Diese
Lésung ist von der Form

t
y(t) = e (yo +/ p(s) e ) ds),

to

wobei H : I — R durch

gegeben ist.
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Beweis. Es gilt
y(to) = e (yo +0) = €* yo = yo.

Zusammen mit den obigen Rechnungen ist y : I — R folglich eine maximale
Losung von (3.1). Seien weiter y1,y2 Losungen von (3.1) mit y;(to) = vo,
1 = 1,2, so ist yg := y1 — y2 eine Losung der homogenen Gleichung mit
yo(to) = 0. Wir hatten bereits gesehen, dass yo(t) = 0 die eindeutige Losung
der homogenen Gleichung mit yo(tg) = 0 ist. Damit folgt y; = y2 und die
Losung y ist eindeutig. [



13 Systeme linearer Differentialgleichungen

13.1 Grundlagen

Wir betrachten Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung der Form
Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t) (1.1)

mit A(t) € R™ " B(t) € R" sowie Y (t) € R™ auf einem Intervall I = (a,b).
Definieren wir F' : I x R" — R"™ durch F(t,Y) := A(t)Y + B(t), so ist
dies ein Spezialfall der Gleichung (2.3) aus Kapitel 12. Fordern wir also die
Stetigkeit der Funktionen A : I — R"*™ und B : I — R", so erfiillt F'
die Voraussetzung (S) auf I x R™ und ist insbesondere lokal Lipschitz stetig
beziiglich Y. Nach Satz 2.20 aus Kapitel 12 existiert also fiir alle ¢ty € I und
Yy € R™ genau eine maximale Losung von (1.1) mit Y (¢9) = Y. Wir wollen
nun zeigen, dass diese Losung auf ganz I definiert ist.

1.2 Lemma (Gronwall). Sei J ein Intervall, ty € J und o, € [0,00).
Ferner sei x : J — [0,00) stetig und erfiille

x(t)Soz—l—ﬁ‘/tx(s)ds‘ tedJ
to

Dann gilt

z(t) < el lt=tol telJ

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall ¢t > ¢ fiir ¢ € J. Dazu definieren
wir

h(s) := B el (to=s) /Sx(T) dr s € [to,t].
to

Dann gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

L Wir lassen hier a = —oco sowie b = co zu.
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S
W(s)=pelto=)(—1)3 | z(r)dr+ pel to=3)g(s)
to

= —Bh(s) + B’ 07)a(s)

< —Bh(s)+ ape’ (to—s) 4 BBe’ (to—s) /S x(7) dr ’
to

— Bh(s) +aBeP @) 4 Bh(s)

_ i _ B (to—s)

= ds( aellt )

Integrieren wir nun iiber das Intervall [to, ¢] so folgt

/t W (s) ds = h(t) — h(to) = h(t) = 3 0= / o(r) dr

to

bzw.

t
/ i( —aeé? (t"*s)) ds = —ael o=t 4 qef(to—to) — o _ g ef (o=t
ds
to

Damit folgt mit der Monotonie des Integrals

t
Beﬁ (to—t) / z(r)dr <a-— aef (to—t)

to

und somit

t
B[ x(r)dr <aett) _q.
to

Verwenden wir noch die Voraussetzung, so haben wir

t
z(t) <a+p | z(r)dr <aelltto)
to

gezeigt. Analog folgt der Fall ¢ < tg fiir ¢t € J. [

1.3 Satz. Seien A, B stetige Funktionen auf dem Intervall I = (a,b). Dann
ist jede mazimale Losung von (1.1) auf ganz (a,b) definiert.

Beweis. SeiY : (a, 8) — R™ eine maximale Losung von (1.1) mit Y (¢9) = Yo
fiir ein ¢ty € (o, ) und ein Yy € R™. Da Y eine maximale Losung ist kann
lim; 3 Y () nicht existieren. Anderenfalls gibe es nach Lemma 2.14 aus Ka-
pitel 12 eine Fortsetzung von Y iiber 8 hinaus. Dies ist aber nach Folgerung
2.19 aus Kapitel 12 ein Widerspruch zur Maximalitéit der Losung. Gelte nun
(a, B) € (a,b), wobei wir oBdA 8 < b und somit insbesondere § < oo anneh-
men koénnen. Zu n € N definieren wir
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Ky :={(tY)eR"" | tety,B], |V <n}.

Offenbar ist K, eine kompakte Teilmenge von (a, b) x R™. Nach der Definition
der maximalen Losung (siehe Satz 2.18 aus Kapitel 12) ist

Gt ={(t,Z) e graph(Y) [t > to}

keine kompakte Teilmenge von 2 = (a,b) x R™. Es gilt also G ¢ K,,. Da
lim; »g Y (¢) nicht existiert, muss 7,, € [to,3) existieren mit ||Y (7,)|| = n.
Somit existiert der Grenzwert

i [[Y ()| = oo

Dies wollen wir zum Widerspruch fithren. Dafiir definieren wir

n(t) = HY(t)H, le (a76>7
6:: max A.t nxn,
te[toﬁ]ll )=
= max ||B(t)||r~.
te[to’mﬂ (®)]lr

Aufgrund der Stetigkeit von Y, A und B ist n stetig sowie J,y wohldefiniert
und endlich. Da Y Lésung von (1.1) ist, 16st Y nach Lemma 2.7 aus Kapitel 12
die Integralgleichung

Y(t) =Y (o) +/ A(s)Y(s)+ B(s) ds, t € [to, B).

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Monotonie des Integrals
folgt

V@I < 1Y (o)l +/t [AGITY () + 1B(s)l ds,  t € [to, 5)

und somit

n(t) < [IY(to)ll + (B—to)y+0 [ n(s)ds,  tE€to,B).

to
Wenden wir nun das Gronwallsche Lemma mit z(t) = n(t), 8 = ¢ und
a = |Y(to)|| + (B — to)y an, so folgt
Y@ =) < (I (o)l + (8~ to)y) ™5l t e [to. ).

Dabei ist die rechte Seite stetig auf dem Intervall [tg, 5] und somit gleichmiflig
beschrénkt, ein Widerspruch zu lim, . [|Y(7,)]] = oo. Die Annahme
(a, B8) € (a,b) war somit falsch und die maximale Losung ist folglich auf dem
ganzen Intervall (a,b) definiert. ]
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1.4 Definition. Das System (1.1) heiffit homogen, falls B(t) = 0 gilt. Das
homogene System (1.1) reduziert sich also zu

Y'(t) = A(t) Y (t). (1.5)

Ist B(t) # 0, so heifit das System inhomogen.

Wir wenden uns zunéchst den homogenen Systemen zu.

13.2 Homogene Systeme

Die (maximalen) Losungen des homogenen Systems (1.5) bilden einen Vek-
torraum. In der Tat, seien Y7, Y5 Losungen von (1.5), so folgt fiir « € R

L vi(t) + Yalt) = Y{(0) + Vi)

dt
=A(t) Ya(t) + A(t) Ya(?)
= A(t) (N (t) + Ya(t))

L (a¥i(0) = a¥{(1) = a Al) Yil1) = A() (aVi(1).

Dieser Vektorraum ist ein Teilraum von C*([).

2.1 Lemma. Sei I = (a,b) und A : I — R™ " eine stetige Funktion. Dann
hat der Vektorraum der mazimalen Lisungen des homogenen Systems (1.5)
die Dimension n.

Beweis. Sei I = (a,b) und tg € I fest und sei F;, i = 1,...,n die Standard-
basis von R™. Dann gilt:

1. Es existieren n linear unabhéngige Losungen:
Seien Z; : [ — R™*" die maximalen Losungen von

Zi(t) = A(t) Zi(t)
Zi(to) = E;

firi = 1,...,n. Dann sind die Z; als Funktionen auf I linear unabhéngig,
da diese in ty linear unabhéngige Vektoren sind.
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2. Die Z;,i=1,...,n bilden eine Basis:
Sei Y eine Losung des homogenen Systems mit

Y (to) = (y1(t0), - - - Yn(to))-

Dann ist
Z(t) =Y wilte) Zi(t) tel
i=1
Losung des homogenen Systems und es gilt

Z(to) = Y uilto) Es = Y (to).

i=1
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung mit Anfangswert (tg, Y (¢o)) folgt

Y = 7. Die Z;,i=1,...,n bilden also eine Basis. ]

2.2 Definition. Sei I = (a,b) und A : I — R™ " eine stetige Funktion.
Jede Basis des Losungsraumes des homogenen Systemes (1.5) nennen wir
Fundamentalsystem von (1.5). Sei YW, i=1,...,n ein Fundamentalsystem
von (1.5), dann heift die Matrix

Yl(l) .. Yl(n)
Y= (YW, ,y™) = ;
vy

Fundamentalmatrix von (1.5).

Bemerkungen. 1. Sei Y = (Y} ;) =1

(1.5). Setzen wir Y’ := (Y}

,,,,, »n eine Fundamentalmatrix von
)i j=1,...n, so folgt Y = AY.

2. Sei tg € I und Y eine Fundamentalmatrix von (1.5). Gilt Y (t9) = E,
wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet, so ist die Losung von

Y =AY, Y()=Y,

durch Y (t) := Y (¢) Yy gegeben (vergleiche Beweis von Lemma 2.1).

3. Sei tgp € I und Y eine Fundamentalmatrix von (1.5). Fiir alle ¢, ist die
Matrix Y (o) invertierbar. Anderenfalls giibe es eine nichttriviale Line-
arkombination der Spaltenvektoren Y@ (to), d.h. 20 A YD (¢y) = 0.
Dann wiirde Y () := >°1; A YD (¢) das System Y/ = AY mit Y (t5) =0
losen. Da die Losungen von (1.5) eindeutig sind, folgt Y'(¢) = 0, was ein
Widerspruch zur Definition des Fundamentalsystems wire. Definieren wir
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Z(t) = Y (1) Y (1),
so gilt
Z =YY U t)) =AYY (t,) = AZ

Insbesondere gilt Z(tp) = E. Damit ist Z wieder eine Fundamentalmatrix
von (1.5). Die Losung von

Y' =AY, Y (to) = Yo

ist also durch

gegeben.

4. Im Allgemeinen existiert keine Methode die Fundamentalmatrix zu be-
stimmen, falls n > 1 gilt und A(t) nicht konstant ist.

2.3 Definition. Sei I = (a,b) und A : I — R™*" eine stetige Funktion. Sei
Y eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems (1.5). Wir nennen

W(t):=detY(t), tel

die Wronski-Determinante.

2.4 Satz. Sei I = (a,b), to € I und A : I — R"™ " eine stetige Funktion.
Sei Y eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems (1.5). Dann gilt fiir
die zugehorige Wronski-Determinante

W(t) = Wi(t) el "AG o5 e
wobei fir A = (a;j)ij=1...n die Spur der Matriz durch tr A = >0 a;
definiert ist.

Beweis. Es gilt tr A € R sowie W = detY € R, wir betrachten also eine
skalare Gleichung. Nach der Theorie der linearen Gleichungen (siehe Satz 3.8
aus Kapitel 12) gilt die gewiinschte Formel (als Losungsformel von (3.1) aus
Kapitel 12 mit Anfangswert W (tg)) genau dann, wenn

W'(t) =tr A(t) W(t), tel

gilt. Wir benétigen also eine Formel fiir die Ableitung der Determinante. Es
gllt fur B = (Bl, ceey Bn) = (bij)i,j:L...,n

detB = Z sgn(o) bla(l) e bno’(n)v
g€Sy,
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wobei S,, die symmetrische Gruppe vom Grad n ist und das Signum der

Permutation o durch sgn(o) := det(Ey(1), ..., Eqn)) € {—1,1} gegeben ist.
Somit gilt

(det B)' Zngn J010(1) v+ Digiy e+ o (n)

i=1 o0c€S,

n
= det(By,...,B],..., By).
=1

Waihlen wir nun ein beliebiges ¢; € I, so kénnen wir wie in den obigen
Bemerkungen eine Fundamentalmatrix Z(t) = (Z1(t),..., Z,(t)) des homo-
genen Systems (1.5) mit Z(¢;) = E, also Z;(t1) = E; konstruieren. Wie wir
gesehen hatten gilt Z/(t1) = A(t1) Z;(t1) = A(t1) F; sowie
Y(t) =Z()Y(t1), tel

Fiir die Wronski-Determinante folgt

W(t) =detY(t) =det Z(t) det Y(¢1) = det Z(t) W(ty1), tel
und somit

W'(t) = (det Z(t)) W(t), tel.

Mit der Formel fiir die Ableitung der Determinante erhalten wir

(det Z(t1)) Zdet Zy(t1), .. ZU(t), - . Zn(t1))

—Zdet Ei,...,A(t\)E;, ..., E,)

Es gilt folglich
W’(tl) =tr A(tl) W(tl).
Da t; € I beliebig war, folgt also mit Satz 3.8 die Behauptung. [

2.5 Folgerung. Die Wronski-Determinante einer Fundamentalmatriz ist
tberall ungleich Null.
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13.3 Inhomogene Systeme

Man sieht leicht, dass eine analoge Version von Lemma 3.7 aus Kapitel 12
auch fiir Systeme von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung gilt: Falls
Y1, Y5 Losungen des inhomogenen Systemes sind, so ist Y7 — Y5 eine Losung
des homogenen Systemes. Falls weiter Y; eine Losung des homogenen Sys-
temes ist, so ist Yy + Y7 eine Losung des inhomogenen Systemes. Anders
ausgedriickt:

Losungen des inhomogenen Systems
= spezielle Losung des inhomogenen Systems

+ Losungen des homogenen Systems.

Wir kénnen also wie im Fall n = 1 die Methode der Variation der Konstanten
verwenden. Ersetzen wir die Konstante Yy mit C(¢) in der Losungsformel,
betrachten wir also

Z(t) =Y ()Y~ (to) C(1),

so kommen wir auf die Losungsformel im folgenden Satz.

3.1 Satz. Sei I = (a,b) und A : I — R"™ "™ B: I — R" stetige Funktionen.
Sei Y eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems (1.5). Dann gibt es
fiir alle (to,Yo) € I x R™ eine eindeutige maximale Losung von (1.1) mit
Y (tg) = Yo. Diese Lisung hat die Form

Y(t) = Y)Y (to) Yo + Y(2) /tYl(s) B(s)ds, tel.

Beweis. Die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung wurde schon be-
wiesen (vergleiche die Einleitung des Kapitels bzw. Satz 2.20 aus Kapitel 12).
Ist Y wie im Satz definiert, so gilt

Y(to) = Y(to) Y_l(to) Yo + Y(to) /to Y_l(S) B(S) ds = Yj.

Weiter ist aufgrund der Eigenschaften der Fundamentalmatrix die Funkti-
on Y(t) = Y(t) Y 1(to) Yo eine Losung des homogenen Systems (1.5) mit
Y (t9) = Yo. Wir miissen also nur zeigen, dass

Z(t) :==Y(t) tY_l(s)B(s) ds, tel

to

eine Losung des inhomogenen Systems (1.1) ist. Dazu berechnen wir



13.4 Systeme mit konstantem A 313

Z'(t) =Y'(t) tY’l(s) B(s) ds +Y(t)Y'(t) B(t)
=At)Y(t) tY_l(s) B(s) ds + B(t)

= A(t) Z(t) + B(t).

Damit ist Z eine spezielle Losung von (1.1) mit Z(¢p) = 0 und folglich Y die
maximale Losung von (1.1) mit Y (¢o) = Y. L]

13.4 Systeme mit konstantem A

Wir betrachten Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung der Form
Y'(t) =AY (t) (4.1)
mit konstanter Matrix A € R™*". Betrachten wir die lineare Abbildung
A:R" >R": Y — AY,
so gilt
A =M (A),

wobei ME(A) die Darstellungsmatrix von A beziiglich der Standardbasis
ist. Dabei ist fiir zwei Basen B = {By,...,B,}, C = {C1,...,Cy,} mit
B;, C; € R™, i=1,...,n, die Matrix MZ(A) durch die Koordinatenspalten-
vektoren beziiglich C, die sich aus den Bildern A(By),...,A(B,) der Basis
B ergeben, gegeben. Beziiglich der Basis B hat die Abbildung A also eine
andere Darstellungsmatrix M3 (A). Wir suchen nun eine solche Basis, so dass
MZE(A) méglichst einfach ist. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass

M (A) = M (id) ME (A) ME(id)

gilt. Weiter ist die Matrix MZ(id) =: B invertierbar und es gilt ME(id) =
(M2 (id))~!. Es folgt also

ME(4A)=B'AB=:D.
Setzen wir
Z(t):=B7lY(t) und somit Y (t) =BZ(t),
so folgt aus (4.1) die Gleichung

Z't)=B7'Y'(t) =B 'AY(t) =B 'ABZ(t) = D Z(1). (4.2)
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13.4.1 Symmetrische Matrizen A

Betrachten wir nun den speziellen Fall, dass A symmetrisch ist. Dann exis-
tiert, wie in der Linearen Algebra gezeigt wurde, eine Matrix B, so dass
D = diag(Ay, ..., Ay) gilt. Die Gleichung

Z'(t) = diag( M1, ..., A\n) Z(2)
lésst sich also als System

21 (t) = A 21(2),

20 (1) = Ay 20 (1)

n

von n linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung schreiben. Diese haben
nach Satz 3.8 aus Kapitel 12 die Losungen z;(t) = ¢;e*t, i = 1,...,n. Mit
der Wahl von Z(t) := (21(t),...,2,(t)) haben wir somit eine Losung der
Gleichung (4.2) gefunden. Mit der Notation Z;(t) := e !'E; ist

e)‘lt 0 O
0 e)xgt .
Z(t) = (Zi(1), ... Za(t)) = | |, teR  (43)
. t. '.. O
0 0 eMt?

eine Fundamentalmatrix von Z’ = D Z. Um zuriick zur Gleichung (4.1) zu
kommen, setzen wir mit der Notation B = (By, ..., By)

Y=BZ=(BZ,...,.BZ,) = (BieM,... B, e*?").

Offenbar ist Y eine Fundamentalmatrix von (4.1) und wir koénnen die
Losungsformel aus Satz 3.1 fiir inhomogene Systeme anwenden.

13.4.2 Matrizen A mit nur reellen Eigenwerten

Betrachten wir nun den allgemeineren Fall einer Matrix A, welche nur reelle
Eigenwerte besitzt. In diesem Fall liefert die Lineare Algebra die Existenz
einer Matrix B, so dass

D VRN | R 0
J o -0
) 1 N\
D= (.)JZ , wobei Ji=1o
S0 oL
0--- 0J, N



13.4 Systeme mit konstantem A 315

fir i = 1,...,m gilt. Dabei wird J; € R*** Jordan Block der Ordnung k
genannt. Insbesondere sind mehrfache Eigenwerte, also A; = A; fir ¢ # j
moglich. Analog zum Fall der symmetrischen Matrizen reicht es, sich die
einzelnen Jordan Blocke anzusehen: Fiir einen Jordan Block miissen wir also
die Gleichungen

() = 21 (t) + Az (2)
16sen. Wir hatten schon gesehen, dass 21 (t) = ¢; e} ®) eine Losung der ersten
Gleichung ist. Fiir die zweite Gleichung verwenden wir wieder die Methode
der Variation der Konstanten: Betrachten wir

so folgt
2t) = () e 4+ Ae(t) et = (1) eM + N z(t).

Wihlen wir also ¢/(t) = ¢; bzw. ¢(t) = c1t + co, 50 ist z3(t) = (c1 t + o) eM
eine Losung der zweiten Gleichung. Analog erhalten wir, dass

z1(t) = 1 e’\t,

za(t) = (c1t + ¢2) M,

tk—l
zi(t) = <01 ] —l—...—i—ck) et

eine Losung des obigen Gleichungssystemes ist. Eine (Teil-) Fundamentalma-
trix von Z’ = D Z beziiglich dieses Jordan Blocks J; ist also durch

e)\i t 0 e 0
) . tetit etit SR
Zi = (Zi,....7}) = , S (44)
(2’“_‘11)!6)\7;75 (2’“_‘22)!6)\,:26 Soehit

gegeben. Setzt man nun die Jordan Blécke zusammen, so ist
VA 0
Z:(Zla"'vzn): .
0 Z,,
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eine Fundamentalmatrix von Z’ = D Z. Beispielsweise erhalten wir aus der
unten gegebenen Matrix D die Fundamentalmatrix Z

Die Riicktransformation
Y=BZ

ist im Allgemeinen schwer aufzuschreiben, kann aber in jedem konkreten Fall
ausgefiithrt werden.

Beispiele. (a) Sei die Matrix A durch

=(45)

gegeben. Wir miissen zunéchst die Matrix A in Jordan Normalform brin-
gen. Dazu berechnen wir das charakteristische Polynom

1-Xx 4

det(A)\E)‘ e

‘ =—(1-N@B+N)+4=\+1)?
und erhalten A = —1 als doppelten Eigenwert von A. Um eine Basis des
Eigenraumes E(—1) = Ker(A + E) zu bestimmen, betrachten wir

(55)(0)-6)

Dieses System wird z.B. von u = —2 sowie v = 1 erfiillt und wir erhalten
den Eigenvektor V; = (—2,1)T, der eine Basis von E(—1) ist. Insbe-
sondere ist dim E(—1) = 1. Zur Bestimmung der Nilpotenzordnung des
Eigenwertes A = —1 betrachten wir

(A+E) = (21 42) (21 42) - (8 8)‘

Die Nilpotenzordnung ist also gleich 2 und der verallgemeinerte Eigen-
raum F(—1) = Ker(A + E)?. Dieser enthélt den Eigenraum E(—1). Eine
Basis von F'(—1) ist z.B. durch (Va, V1) mit V5 = E; gegeben. Beziiglich
dieser Basis muss die Darstellungsmatrix von F'(—1) allerdings nicht die
Gestalt eines Jordan Blockes haben. Um dies sicherzustellen modifizieren
wir den Basisvektor V7 wie folgt:

mwemi- (44 ()-(2)
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Somit ist (Va, Vi) eine Basis von F(—1) beziiglich derer die Darstellungs-
matrix von F(—1) die Gestalt eines Jordan Blockes hat. Wir erhalten

somit die Basiswechselmatrix B und die Darstellungsmatrix D von A
beziiglich dieser Basis als

s-(3%)  o-(7Y)

Die Fundamentalmatrix von Z’ = D Z ist also durch

Z(t) = ( tee__tt e&)

gegeben. Die Riicktransformation ergibt

1 2 et 0 e P4 2tet 2et
Y(t)=BZ(t) = (O —1) (tet et> - ( —tet —et>

als Fundamentalmatrix von Y/ = AY. Um die Losungsformel mit tg = 0
anwenden zu kénnen, miissen wir noch Y (0)~! berechnen. Offenbar gilt

Y(0) = (é _21) —Y(0)".

Damit ist fiir alle Yy € R?

Losung von (4.1) mit Y (0) = Y.
Sei die Matrix A durch
-1 -3

A= 4
0

S =N

-1
gegeben. Wir berechnen wieder das charakteristische Polynom

2-1 -1 -3
det(A—AE)=| 1 4-X 4
0 0 —-1-2A

2—-X —1
1 4-A

e R CERCEPYERY
=—(1+N)(\-3)?

—(-1-%)
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und erhalten A\; = —1 als einfachen Eigenwert sowie Ay = 3 als doppelten
Eigenwert. Zur Bestimmung des Eigenraumes E(3) und des verallgemei-
nerten Eigenraumes F'(3) betrachten wir

—1-1-3 00 11
(A-3E)=|1 1 4|, (A-3E)’={00-15],
0 0 —4 00 16
sowie
00 —44
(A-3E)’= {00 60
00 —64

Die Nilpotenzordnung ist also 2. Weiterhin gilt: F(3) = Ker(A — 3E),
F(3) = Ker(A — 3E)? sowie dim E(3) = 1,dim F(3) = 2. Eine Basis von
E(3) ist z.B. durch

1
Vi=1-1
0
gegeben. Diese ergénzen wir durch
1
Voi=11
0

zu einer Basis von F(3). Um sicherzustellen, dass die Darstellungsmatrix
ein Jordan Block ist, modifizieren wir V; wie folgt:

B -1-1-3\ /1 -2
Vi=(A=3E)Vo=|(1 1 4 1= 2
0 0 -4/ \0 0

Weiter bendtigen wir eine Basis von E(—1). Mit
1

3-1-3
A-(-DE=(15 4
00 0
sieht man leicht, dass
11
Vs=1-15
16

cine Basis von Ker(A + E) = E(—1) ist. Beziiglich der Basis (Vs, Va, V1)
ist nun die Darstellungsmatrix D von A sowie die Basiswechselmatrix B
durch
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11 1 -2 —-100
B=|-151 2 D=1| 030
16 0 0 013

gegeben. Damit erhalten wir die Fundamentalmatrix von Z’ = D Z als

et 0 0
Zit)=| 0 et 0
0 tedt et
Die Riicktransformation ergibt
11 1-2\ [et 0 0 1let (e3t —2tedt) —2¢3¢
Yt)=|-151 2 0 €3t 0 | =|—-15¢ef (e3t +2te3t) 2€3¢
16 0 0 0 tedt 3t 16 €t 0 0

Fiir eine Losung von (4.1) kénnen wir also wieder die Losungsformel
anwenden.

13.4.3 Matrizen A mit komplexen Eigenwerten

Falls A = a + ib ein (komplexer) Eigenwert der (reellen) Matrix A ist, so ist
auch A\ = a—ib ein Eigenwert der Matrix A. Falls die Dimension des Systems
n < 3 ist, kann es folglich hochstens die einfachen komplexen Eigenwerte
A =a+ibund A = a — ib geben. Wir werden im weiteren nur den speziellen
Fall n = 2 betrachten. Gehen wir nun wie im Fall symmetrischer Matrizen
vor (und erlauben dabei komplexe Koeffizienten), so transformieren wir die
Matrix A mithilfe der komplexen Matrix B2 in die komplexe Jordanmatrix

()

und erhalten die komplexe Fundamentalmatrix

20)= (%, 5)

von Z' = A Z. Wir suchen nun eine reelle Darstellung dieser Fundamental-
matrix bzw. der Fundamentalmatrix des urspriinglichen Systems Y’ = AY.
Sei dafiir V € C? ein (komplexer) Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
d.h. AV = AV. Fiir den (komponentenweise) komplex konjugierten Vektor
V gilt die Gleichung AV = AV. Somit ist T ein Eigenvektor von A zum Ei-
genwert \. Wir betrachten nun die Darstellung des komplexen Eigenvektors

2 Die Matrix B besteht aus den Spaltenvektoren V und V, wobei V ein komplexer
Eigenvektor von A ist.
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und Eigenwertes V = U 4+ iW mit U,W € R%2 und A\ = a + ib fiir b > 0.
Damit zerlegen wir die Gleichung AV = AV in den Imaginér- und Realteil:

AU =aU — bW,
AW =aW +bU.

Dies kénnen wir auch als Matrixmultiplikation schreiben:
Auw)y=ww)(%?
—ba

Da V und V linear unabhiingig sind, folgt auch die lineare Unabhiingigkeit
von U und W. Somit ist B := (U W) reguldr und es gilt

—1 a b A
B AB = (—b a) = A. (4.5)
Die Matrix B transformiert also A in die reelle Normalform A. Wir kénn-
ten jetzt direkt die Fundamentalmatrix des Systems Z’ = A Z ausrechnen.
Aufgrund folgender Uberlegung kann man diese aber direkt aus der kom-
plexen Fundamentalmatrix des Systems Z’ = A Z ablesen. Wenn man das
Transformationsverhalten der Matrix A beachtet, d.h.

a+1 b 0 X Transformation Transformation 3 a b
) =A A A= ,
0 a—1ib mit B mit B —ba

und vermutet, dass sich dieses Transformationsverhalten auf die Fundamen-
talmatrix Y (¢) des Systems Y/ = AY iibertrigt, so erwarten wir

at (bt) 4 i sin(bt) 0 _
e (Cos 0 S cos(bt) —1 Sin(bt)) =Z(t)

Transformation Transformation

Fundamentalmatrix Y (¢)
mit B mit B

_ at [ cos(bt) sin(bt)
Z(t) = (—shﬂbﬂc@dbﬂ)'

Durch Nachrechnen kann man leicht iiberpriifen, dass

~ at [ cos(bt) sin(bt)
Z(t) =e (— sin(bt) cos(bt))

in der Tat die reelle Fundamentalmatrix von Z’ = A Z ist. Um zum urspriing-
lichen Problem zuriickzukommen, beachten wir die Identitit B-'AB = A.
Setzten wir also

Y(t):=BZ(t), tel,
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so ist Y eine reelle Fundamentalmatriz des Systems Y’ = A'Y. Da die Matrix
B = (U, W) aus dem Realteil sowie Imaginirteil des Eigenvektors V aufge-
baut ist, haben wir also eine reelle Darstellung einer Fundamentalmatrix von
Y’ = AY gefunden.

Beispiel. Sei die Matrix A durch

A= (43)

gegeben. Fiir das charakteristische Polynom berechnen wir

-1 3-)
=(1-NB-XN)+2=X—4)1+5.

det(A — \E) = det (1_A 2 )

Die Eigenwerte sind also durch A; o = (2 + /4 —5 =)2 £ i gegeben. Wir
setzen A := 2+ 4 und A = 2 — 4. Wir suchen nun Eigenvektoren zu diesen
Eigenwerten. Dazu betrachten wir (A — AE)V = 0:

()= (2 ) () -5 2) ()

Diese Gleichung wird offenbar von V' = (1 iz

2 0 . 20
U= (1) , W = (1> und somit B = (1 1> .

Die Fundamentalmatrix von Z' = A Z

Z(t) = 2! ( cos(t) sin<t>>

— sin(t) cos(t)

> erfiillt. Es folgt

transformiert sich also zur Fundamentalmatrix

B Y 2 cos(t) 2 sin(t)
Y(t) =BZ(t) =€ (cos(t) — sin(t) cos(t) + sin(ﬂ)

von Y’ = AY. Fiir den Anfangswert zum Zeitpunkt ¢y = 0 bendtigen wir
eine Fundamentalmatrix Y (¢) mit Y(0) = E. Dazu bestimmen wir Y (0)~!:

Y(0) = G (1)) und somit Y (0)"! = (% ?) :

Damit erhalten wir als gewiinschte Fundamentalmatrix

Y(t) = Y(1)Y(0)~! = et (cos(t) —sin(t) 2 sin(t) ) -

—sin(t)  cos(t) + sin(t)
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13.4.4 Reelle Systeme fiir n = 2

Sei A € R™ ™ mit det A # 0. Fiir die Jordan’sche Normalform gibt es fol-
gende Moglichkeiten:

1. (3 2) mit A\, € R, A, # 0 (A = p moglich)
A0 :
2. (1 /\) mit A € R\ {0}

3. (“ b) mit \€ C, \=a-+ib
—ba

Wir hatten bereits gesehen, dass fiir alle t € R und alle Anfangswerte Yy € R?
maximale Losungen existieren. Es stellt sich nun die Frage nach dem asymp-
totischen Verhalten der Loésungen fiir ¢ — oo. Wir werden dabei die Félle
1. - 3. einzeln betrachten.

Zu Fall 1: Die Losung der auf eine Basis von Eigenvektoren transformierten

Gleichung (4.1) ist durch
() =(aa) o)

gegeben. Um uns einen besseren Uberblick iiber das qualitative Losungsver-
halten zu verschaffen, betrachten wir das Phasenportrait der Losung. Dazu
interpretieren wir die Losungsformel (4.6) als Parameterdarstellung zu ver-
schiedenen ci,cy einer Kurve im R?, den sogenannten Phasenkurven oder
Trajektorien der Gleichung. Fassen wir nun mehrere Trajektorien in einem
Diagramm zusammen und orientieren diese mit der iiblichen Orientierung
von R, so sprechen wir von einem Phasenportrait. Dazu unterscheiden wir
die folgenden vier Félle.

(a) Gelte A, < 0. Direkt aus der Losungsformel sehen wir

lim z(t) =0, lim y(¢) = 0. (4.7

t—o0 t—o0
Fiir den Fall ¢1, ¢y # 0 erhalten wir aus der Losungsformel die Trajekto-

rien

y(t) = coe’t = ¢y (e”)% = (%?)
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Man beachte, dass & > 0. Fiir ¢; = 0 ist die Trajektorie z(t) = 0, fiir
co = 0 erhalten wir y(t) = 0 und fiir ¢; = c2 = 0 ist die Trajektorie
durch z(t) = y(t) = 0 gegeben. Damit erhalten wir das Phasenportrait
in Abbildung 4.1. Die Richtung der Pfeile ist durch (4.7) gegeben. Insbe-
sondere laufen alle Trajektorien in den Ursprung (0, 0). Deshalb nennen
wir (0,0) einen stabilen Knoten. Das Phasenportrait (Abbildung 4.1) ist
beziiglich der Basis aus Eigenwerten gezeichnet.

<
<

o

Abb. 4.1. Phasenportrait im Fall 1 und A < p < 0. Links £ = 2, Rechts £ = 1.

Betrachten wir die Standardbasis (und somit das urspriingliche Problem
(4.1)), so ist das Phasenportrait durch eine affine Deformation des obigen
gegeben (siehe Abbildung 4.2).

Gelte A\, > 0. Dann gilt fiir ¢1,¢co # 0

Jim Jo() = oo, Jim [y(t)| = oo, (4.8)
Ansonsten sind die Rechnungen aus dem vorherigen Fall auch hier giiltig.
Insbesondere ist § > 0. Durch (4.8) drehen sich allerdings die Pfeile um.
Das Phasenportrait ist in Abbildung 4.3 veranschaulicht. Da jetzt alle
Trajektorien aus (0,0) heraus laufen, nennen wir (0,0) einen instabilen
Knoten.

Gelte A < 0 < p. Dann gilt fiir ¢1,¢2 # 0

lim z(t) =0, lim |y(t)| = oo.

t—o0 t—o0

Man beachte, dass in der Darstellung

y(t) = c2 (@)IX (4.9)

C1
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Va
1%

Abb. 4.2. Phasenportrait im Fall 1 und A < g < 0 beziiglich der Standardbasis
(% = 2, V1, V> Eigenvektoren).

)

<

Abb. 4.3. Phasenportrait im Fall 1 und A > g > 0 mit £ = 0.5 (links) und § =1
(rechts).

der Exponent & jetzt negativ ist. Dadurch ergibt sich ein vollig anderes
Phasenportrait. Die Richtung der Pfeile ist durch (4.9) gegeben. Das
Phasenportrait ist dann in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Der Ursprung
wird als instabiler Sattelpunkt bezeichnet, da die Trajektorie auf der ”z”-
Achse in ihn hineinlauft und die Trajektorie auf der ”y”-Achse aus ihm
heraus lauft.

(d) Gelte <0 < A. Dann gilt fiir ¢1,c2 # 0
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JI\
A

Abb. 4.4. Phasenportrait im Fall 1 und A <0 < p mit § = —0.5.

Jim |z(8)] = o0, lim y(t) = 0.
In diesem Fall vertauschen sich gerade die Rollen von z und y. Das Pha-
senportrait ist dann in Abbildung 4.5 dargestellt. Auch hier wird der
Ursprung als ein instabiler Sattelpunkt bezeichnet.

L
I

Abb. 4.5. Phasenportrait im Fall 1 und g < 0 < A mit {£ = —0.5.

Zu Fall 2: Wie wir im Abschnitt 13.4.2 gesehen haben, ist die Losung der
auf eine Basis von Eigenvektoren transformierten Gleichung (4.1) durch

@Eg) - (c1 (o cg> et teR (4.10)

gegeben. Auch hier betrachten wir unterschiedliche Fille.

(a) Gelte A < 0. Dann folgt aus (4.10)
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lim z(t) =0, lim y(t) = 0. (4.11)

t—o00 t—o0

Weiter erhalten wir fiir ¢; # 0

y(t)  crter 4ot G
x(t) cpeMt o c1

und somit

y(t) =tz(t) + %x(t)

Weiter folgt aus %f) = e* > 0 die Gleichung ln(%f)) = At. Somit
konnen wir die explizite ¢t-Abhéngigleit eliminieren und erhalten fiir die
Trajektorien

&1

Das Phasenportrait ist in Abbildung 4.6 veranschaulicht. Die Richtung
der Pfeile ist durch (4.11) gegeben. Insbesondere ist der Ursprung ein
stabiler Knoten.

Abb. 4.6. Phasenportrait im Fall 2 und A = —1.

(b) Gelte A > 0. Dann folgt fiir ¢; # 0 aus (4.10)

Jim [a(t) = oo, Jim Jy(1)] = oc. (4.12)
Das Phasenportrait ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Die Richtung der
Pfeile dreht sich aufgrund von (4.12) im Vergleich zum vorherigen Fall
um. Insbesondere ist der Ursprung jetzt ein instabiler Knoten.
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Y

Abb. 4.7. Phasenportrait im Fall 2 und A = 1.

Zu Fall 3: Wie wir in Abschnitt 13.4.3 gesehen haben, ist die reelle Funda-
mentalmatrix fiir das transformierte System durch

Z(t) = ! ( cos(b?) sin(bt))

—sin(bt) cos(bt)

gegeben. Zur Veranschaulichung der Losungen ist es sinnvoll R? und C zu
identifizieren, d.h. (z,y) € R? wird mit x+iy € C identifiziert. Unter Beriick-
sichtigung von

cos(bt) — i sin(bt) = e~ !
erhalten wir die komplexen Basislésungen

Zl(t) — eate—ibt7

Zz(t) = i21 (t)

Es reicht also die Basislosung z; zu veranschaulichen, da zo durch eine Dre-
hung aus z; hervorgeht. Es konnen nun die folgenden Fille auftreten.

(a) Gilt a =0, so folgt
|21(t)| = const.

Das Phasenportrait ist dann durch Abbildung 4.8 gegeben und wir nen-
nen den Ursprung ein stabiles Zentrum.

(b) Gilt a > 0, so folgt fiir Anfangswerte ungleich Null

Jim [z ()] = oo,

Das Phasenportrait ist dann in Abbildung 4.9 veranschaulicht. Der Ur-
sprung wird nstabiler Strudel genannt.
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. LD
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Abb. 4.8. Phasenportrait im Fall 3 fiir a = 0 und links b < 0, rechts b > 0.
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Abb. 4.9. Phasenportrait im Fall 3 fiir @ > 0 und links b < 0, rechts b > 0.

)

&
-
(&
=g

\

(¢) Gilt a <0, so folgt

tlg(r)lo z1(t) = 0.
Das Phasenportrait ist dann in Abbildung 4.10 dargestellt. Der Ursprung
wird stabiler Strudel genannt.

13.5 Exponentialfunktion fiir Matrizen

Fiir eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
y' = ay haben wir eine explizite Losungsformel mithilfe der Exponentialfunk-
tion hergeleitet, nimlich y(t) = ce*. Um diese Formal auf lineare Systeme
mit konstanten Koeffizienten Y’ = A 'Y zu verallgemeinern benttigen wir die
Exponentialfunktion fiir Matrizen.

5.1 Definition. Sei A € R™"*". Wir definieren die Exponentialfunktion fiir
A durch
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Abb. 4.10. Phasenportrait im Fall 3 fiir a < 0 und links b < 0, rechts b > 0.

o0 A”
A _ E
n=0

Bemerkungen. 1. Fiir A € R™"*" gilt

[A"] = [|AA .. A < [[A]-...-[|A]l = [[A]".
Somit folgt
N N
A" [A["
||Z% W” < Z% Y

Also konvergiert die Reihe in (5.2) absolut, da die reelle Exponentialreihe

co A" . . .
ano 1 elne Majorante ist.

2. Analog kann man Funktionen von Matrizen fiir beliebige Potenzreihen

definieren, z.B. fiir sin(A), tan(A) oder In(A). Diese konvergieren absolut
innerhalb des Konvergenzradius der Reihe.

5.3 Lemma. Fs gilt:

(1) eAtB =eA . eB =¢B.cA falls AB=BA.
(ii) eB'AB =B-1¢AB, falls det B # 0.
(iii) e®9 Airdn) = digg (M, ..., eMn).

Beweis. (i): Aufgrund unserer Voraussetzung folgt

(A+B)(A+B)=A’+AB+BA +B*>=A%1+2AB+ B~
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Da die Reihen absolut konvergieren ist weiter insbesondere das Cauchypro-

dukt dieser Reihen wohldefiniert. Somit folgt analog zum Beweis fiir die reelle
Exponentialreihe

6A+B:T;)(A+B ZZ;knA_n k
- (X =

A+B _ B A

Vertauschen wir die Rolle von A und B, so folgt e
(ii): Es gilt
(BT'AB)’=(B'AB)B"'AB)=B 'A’B
uns somit induktiv

(B"'AB)=B1A*B

Also folgt

k!

—)B — B lAB.

(iii): Es gilt offenbar diag (A1,...,\,)? = diag (A?,...,)2). Somit folgt
analog zum Beweis von (ii) die Behauptung. L]

5.4 Satz. Fiir A € R"*" setzen wir

Dann gilt:
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Mit anderen Worten: S ist eine Fundamentalmatriz vonY' = AY.

Beweis. Nach Definition gilt

(oo}

" A"
S(t):;J o
Somit folgt
sy =y AT _AY 1B g
- nl 0 B T

n=0

Es gilt also 1. Weiter folgt mit der Binomialformel und dem Cauchyprodukt

L (s+ )" A"
RIS It
n=0 :

i tk sn—k An—k Ak

M

kl(n —k)!
n=0 k=0
itkAk . st Al
K =
=S(t) - S(s).

Vertauschen wir die Rolle von s und ¢, so haben wir 2. gezeigt. Verwenden
wir diese Aussage, so erhalten wir

d _ . S(to+h)—S(to)
@S(t) t=to }ILI—I)I%) h
B . S(h)—E
= Stio) i, =5 —
1/ Bk AF
=S(to) ;PEBE( ! *E)

) x hkfl Ak
= S(to) Jim (A+k2_2k!)

= S(to) A,

wobei wir die absolute Konvergenz der Reihe verwendet haben. Im letzten
Schritt haben wir auch benutzt, dass
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& hk—l Ak hk 1Ak
| === ] Jim H
P k! N—>o<> '
hk 1Ak
o H H
N—o0

IA

N—><>o

ChE| A"
(k +2)!

I A

R WMAMQEZ

IN

ALV,
. 2 S Lkl |
g&wmnggkﬂ

<[] A% et IAT 220, g,

Wir haben also 3. gezeigt und somit den Satz bewiesen. [

Wir haben somit die Analogie zum Fall n = 1 gerechtfertigt. In diesem
Fall wussten wir schon, dass die Gleichung

y'(t) = ay(t)
die Losung

y(t) = ce?
besitzt. Jetzt haben wir gezeigt, dass

Y(t) :=eAt,

eine Fundamentalmatrix des Systems Y/ = AY ist und Y(0) = E erfiillt.
Somit hat das Anfangswertproblem

/() = AY(t), Y(0) =Y,
die Losung
Y(t) = ety

Wir haben auch eine neue Berechtigung fiir (4.4) gefunden. Wir kénnen einen
Jordan Block der Ordnung & wie folgt zerlegen

A0 - - 0 0O 0 - --- 0
1A 10
J=1¢og . . . | =AE+]|g -, -, .. | = AEAF.
0 -0
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Somit folgt

0 0 v cor e 0
0O 0 --- --- 0 00 --- --- 0
0 0
1 0 1 0
1
2
F =10 0 =1
o 0 0
0] 1: 0 .
0 0 10/ \0-- 0 10 - 0
0 0 1 00

und insbesondere F¥ = 0. Fiir die Exponentialfunktion erhalten wir also

&0 n4n 141 k—14k—1
eFt:nZ_an!t =E+FTt+...+F(k%1)!+0+...
1 0O -+ --- 0
t 1
= 52 ¢
: oo 0
% %tQ t 1

Da EF = FE, gilt mithilfe von Lemma 5.3

et 0 0
te)\t e)\t
It — AEt Ft _ Atp Ft _ ’
: : 0
Rt Nt R At . At

®—D1¢  w—2)€

also die Formel (4.4). Gilt J = B~1 AB, so folgt A = BJB™! und wir
erhalten mit Lemma 5.3

eAt=BeltBL






A Anhang

A.1 Die Jordan’sche Normalform

In Kapitel 13 haben wir mehrfach die Jordan’sche Normalform verwendet
und berechnet. Diese wurde bereits in der Linearen Algebra behandelt, der
Vollstindigkeit halber werden wir sie an dieser Stelle ebenfalls einfiihren.
Die grundlegende Zielsetzung ist dabei, einen nilpotenten Endomorphismus,
d.h. eine lineare Abbildung f : K™ — K" eines Vektorraumes in sich selbst
mit

fF=0
fiir ein k € N bzw. deren Darstellungsmatrix in eine moglichst einfache Ge-
stalt zu transformieren.

1.1 Definition. Sei K eine Kérper und n € N. Die Matrix

0 0 oo --- 0
10

Jn:: O ..' ." ." E EKTIXTL
: o 0
0--- 0 10

heifit Jordanmatrix der Grofle n zum Eigenwert 0.

1.2 Folgerung. (a) Fir das charakteristische Polynom gilt x5, = T". Ins-
besondere ist 0 der einzige Figenwert von J,.

(b) Sei A = J,,. Der zugehérige Endomorphismus fa ist durch

e; 1< n
fa: K" —= K", 6¢H{OH1 ’

1=n

gegeben. Es folgt fir £ € N
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T 1+ 4 <n,
fA(e’)_{o i+0>n.

Insbesondere gilt fx =0 und damit A™ = 0. Also ist fa bzw. A nilpotent.
Insbesondere entsteht der i-te Basisvektor durch (i—1)-malige Anwendung
von fa auf den ersten Basisvektor, also

ei = fa (e).

Es folgt
n T
Ker( X_l):@K-ei:{(O, aq, ...,an) ‘ai GK,i:Q,...,n}.
i=2

Der erste Basisvektor ey zeichnet sich also dadurch aus, dass er jede Basis
von Ker(fy~') zu einer Basis von K™ erginzt.

Die einfachste Gestalt nilpotenter Endomorphismen ist durch die Jordan-
matrizen gegeben. Genauer gilt:

1.3 Satz (Struktur nilpotenter Matrizen). Sei g : V. — V ein nilpotenter
Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraumes. Sei d := min{i €
N|g* = 0}. Dann ezistiert eine (nicht eindeutig bestimmte) Basis B von V,

so dass

Ja 0

rq — mal
Ja
Ja—1
M,?(g) _ . rq—1 — mal
. ’

r1 — mal

0 J1

eine Blockdiagonalmatriz aus Jordanmatrizen ist. Dabei gilt
o = 2dim(Ker(g*)) — dim(Ker(g*~1)) — dim(Ker(g**1))

fir alle 1 < ¢ <d.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz von B.
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i) Idee: Finde einen Basisvektor w; € Ker(g9) \ Ker(g?!). Setzen wir
w; = g (wy), 1 <i < d so erhalten wir Jg.
Finde nun wqy;, € Ker(g?) \ Ker(g¢~1), welches linear unabhiingig von
(wi,...,wq) ist und setze wqy; = ¢ H(wgy1), 1 < i < d. Damit er-
halten wir die néchste Jordanmatrix J,. Fiihre dies solange fort, bis alle
Jordanmatrizen gefunden sind.

ii) Betrachte d := min{i € N| g’ = 0}. Aufgrund der Nilpotenz von g ist d
wohldefiniert und endlich. Weiter gilt

{0} C Ker(g) C Ker(g?) C ... C Ker(g?™!) C Ker(g?) = V.

iii) Algorithmus:

a) Wiihle eine Hilfsbasis von Ker(g¢~1) und ergiinze diese zu einer Basis
von V, also wéhle eine Basis (@Ell), e ,@fisd)) von Ker(9%) /Ker(g¢~*) und
wiihle v((il), . ,vésd) € Ker(g?) mit vl(f) +Ker(g? 1) = ﬁ((ij). Definiere

Wy ::Kvél)@...GBKv((;d).

b) Setze ) = gd_i(vg)) fir alle 1 <i < dund 1 < j < s4. Definiere

i
weiter Bd = (vclb e '71}9)7 s 7vg(lSd)7 . 7'1155(1))-

Damit gilt v} € Ker(g') \ Ker(¢" ") fiir alle 1 <i < d, 1 < j < s4,
denn

) = g g wh)) = g% H(wlh)) # 0

Es gilt also

{0} C Ker(g) C ... C Ker(g%) C ... C Ker(g?!) C Ker(g?) = V.

w w w w

1 1 1 1
i o SUR
g0 CEIE

¢) Fiihre fiir £ =d —1,...,1 die folgenden Schritte aus:

3i) Wibhle eine Hilfsbasis von Ker(g‘~!) und erginze diese durch die

1 . 1
schon bekannten vé ), .. UE,S““) sowie neuen vé H[“), ot
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3ii)

zu einer Basis von Ker(g*). Wiihle also eine Basis (7, RN

von Ker(¢")/(Ker(g*~ 1)+ KoV +..+Kv. ") und wihle véj) € Ker(g")
mit

véj) + Ker(¢* 1) + Kvél) +...+ Kvész“) = *éj)

fiir j =1+ spa1,--.,8¢ (hier gilt sy > syy1). Beachte dabei, dass

die benotigte lineare Unabhéngigkeit von vél), . ..vés“l) spéater

gezeigt wird. Definiere nun W, := KUEHS’Z“) S...d Kvésg).

Setze v\ = ge’i(véj)) fiiralle 1 <i </, 14 sp11 <j <spund

i

By := By U {vé1+8“1)7 o ,U§1+S“1)7 . ,v§52)7 . 71};8@)}_

Wir zeigen, dass B := B; die gesuchte Basis ist.

iv) Wir behaupten, dass fiir alle 1 < /£ < d

Ker(g') = Ker(¢" ) @ g"*(Wa) & ... & g(Wes1) & We

gilt. Dies zeigen wir mit Hilfe der absteigenden Induktion nach £.
¢ =d, Ker(g*) = V = Ker(g*~1) ® Wy nach iii)a).
Induktionshypothese: Ker(g/™!) = Ker(¢") g~ (Wy)@. .. Wi 1.
Induktionsschritt:

— Aus W; C Ker(g*) folgt g*~*(W;) C Ker(g%).

— Die Abbildung g : (¢ 1 (Wy) @ ... ® Wii1) = V, v = g(v) ist

injektiv, denn sei v € Ker(g) N (¢ "1 (Wy) @ ... ® Wyi1), so folgt
mit Ker(g) C Ker(g*) und der Induktionshypothese v € Ker(g‘) N
(g Y (W) @...©Wei1) = {0}. Somit zerfillt das Bild g?—*(W,) @
... ® g(We41) in die entsprechende direkte Summe.

— Es gilt Ker(g*=1) N (¢ *(Wy) @ ... ® g(Wyy1) = {0}, denn sei w €

(g (Wy) @ ... ® g(Wiy1) mit v = g(w) € Ker(g'™!), so folgt w €
Ker(g%) und mit der Induktionshypothese w = 0 sowie v = 0. Somit
ist die Summe Ker(g‘~!) @ g~ ¢(Wy) @ ... @ g(W,) direkt.

— Nach Konstruktion ist Ker(¢*) = (Ker(¢™!) @ ¢?‘(Wy) & ... &

9(Weyr)) @ We.

v) W; hat die Basis vf(iH)M, e ,vf(i), denn fiir alle £ > 1 ist

ein Isomorphismus. Somit hat ¢ ~*(W;) die Basis v

g Wi L gy B L g W)

k(i+1)+L LR

i y ooy Uy

ﬁgH—SHl) —(s¢)

)
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vi) Der Vektorraum

V = Ker(g%)
= Ker(¢"H e Wy
=Ker(g?" ) @ g(Wa) ® Wa & Wy_y

=(Wa®gWa) @ ... 0 g " (Wa)) @ ... 0 (Wa @ g(Wa)) & W)

hat Basis B.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit der sq,...,s1: Es gilt

54 =1rq = dim(Wy) = dim(V) — dim(Ker(g¢™1)),
Sd-1="Ta_1 +rq=dim(Wy_1 @ g(W,)) = dim(Ker(¢? ")) — dim(Ker(g?~?)),

s$1="14 ... +rg=dim(W, ©...® g¥ 1 (Wy)) = dim(Ker(g")).
Somit sind rekursiv rg, ..., 71 eindeutig durch g bestimmt:
re = 50— se1 = 2dim(Ker(g")) — dim(Ker(g*)) — dim(Ker(g“+))
fir alle 1 </¢<d. n

Wir haben also folgenden Algorithmus zur Bestimmung der Jordan-
Normalform: Sei A € K™*" nilpotent.

0. Berechne A%, A3, ..., A? mit d := min{i € N| A’ = 0}. Bestimme die
Dimension und Basis von Ker(Ae), 1</<d-—1. Setze
50 := dim(Ker(A*)) — dim(Ker(A*"1)) 1<e<d

(beachte dabei A := Id,,). Setze weiter 7y := s, — sp41 fiir 1 < £ < d.

1. Erginze die Basis von Ker(A49~1) durch vt(il), e ,vc(lsd) zu einer Basis von

Ker(A?) = K™

2. Setze v(j) = Ad_iv((ij) fir alle 1 < ¢ < d und alle 1 < j < s4. Setze

%

By = {U((il),...,vgl),...,v((isl),...,vgsl)}.
3. Fir/=d—1,...,1 tue folgendes:

— Falls r, = 0 gilt, mache nichts und gehe zum néchsten ¢
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— Falls ry > 0 gilt:

3 a) Erginze die Basis von Ker(g‘~!) durch die schon bekannten

1 Lo 1 : . .
fué ), .. ,vés“l) sowie die neuen vg +8“1), . ,vé”) zu einer Basis

von Ker(g*).
3 b) Setze By := Byy1 U {UEHSZ“), ce vf”, ce vf@), ce vg‘”)}

— Erhalte B = B; Basis von K™ mit M5 (fa) = B 1AB wie in Satz 1.3.
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