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Aufgabe 2 (6 Punkte)
Sei J C R ein Intervall und f: J — R eine stetige Funktion. Seien xg € R, 29 # 0 und yo € R, sodass
gilt 22 € J. Weiter nehmen wir an, dass f(£2) # 2.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

v =f(%), y@o)=1yo. (1)

(a) Zeigen Sie folgende Aussage: Falls eine Funktion ¢: I — R mit 0 ¢ I eine Losung von (1) ist, so
ist die Abbildung v: I — R gegeben durch ¢(z) = @ eine Losung des Anfangswertproblems
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Umgekehrt gilt, dass, falls 19: I — R eine Lésung von ist, so ist p: I — R, o(x) = z(x) eine
Losung von ({1)).

(b) Bestimmen Sie mit (a) die Losung des Anfangswertproblems
r_ Y Yy
y'="tew(=7) y)

Hinweis: Ansatz y(x) = aln(In(x) + b) fir das Anfangswertproblem (2).
Losung;:

(a) Sei zunéichst ¢: I — R eine Losung von (I)). Setze ¢: I — R, o(z) = () Es gilt dann

x

fiir alle x € J und somit ist ¢ eine Losung der Differentialgleichung . Man iiberpriift leicht,
dass auch das Anfangswertproblem gelost wird.
Sei nun 1: I — R eine Losung von ([2). Definiere ¢: I — R durch ¢(z) = z¢(z). Wir sehen
direkt, dass gilt

¢'(x) = ¥(z) + 2 (2).



Da ¢ die Gleichung l6st, gilt also

Px) = Y

Somit sehen wir, dass ¢ die Differentialgleichung erfiillt. Da ¢(z9) = £ gilt also ¢(z9) = yo
und somit 16st ¢ das Anfangswertproblem .

(b) Wir definieren die Funktion f: R — R, f(u) = u + exp(—u). Dann ist die gegebene Differential-
gleichung offenbar von der Form

y = f()
wie in Aufgabenteil (a). Wir konnen also nach (a) eine Losung finden, indem wir zunéchst die
Differentialgleichung

, f(z)—z z4exp(—z)—z exp(—z)'

z = = =
x x x
untersuchen. Als Anfangswert erhaltenwir z(1) = % = 0. Wir miissen also das Anfangswertproblem
Z/ — eXp(—Z(:L’))j Z(l) — 0 (3)
x

16sen.

Mit dem Hinweis versuchen wir den Ansatz z(z) = aln(In(z)+b) = In ((In(z)+b)*) und berechnen
die Ableitung

1o a 1
S M
Andererseits ist
exp(—z(x)) _ (In(z) + b)~* _ 1
T T (In(x) +b)o - o

Fiir a = 1 und beliebiges b haben wir also ein Losung der Differentialgleichung gefunden. Man
sieht leicht, dass z(1) = 0 genau dann, wenn b = 1 und somit erhalten wir die Funktion

z: (L,00) = R, z(z) = In(In(z) + 1)

als Losung des Anfangswertproblems . Nach Aufgabenteil (a) ist damit die Funktion

E (%, o) =R, y(z)=zn(n(x)+1)

eine Losung des gegebenen Anfangswertproblems.



