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Aufgabe 1 (6 Punkte)
In dieser Aufgabe wollen wir die Taylor-Reihe der natiirlichen Logarithmus-Funktion benutzen um eine
Reihe zu finden, die schnell gegen die Zahl In(3) konvergiert.

(a) Zeigen Sie zunéchst, dass

@) =210 (3) +1n(3) =2 (1) +1 (1
5

gilt.
(b) Entwickeln Sie die Funktion z — In(1£) um die Stelle 2 = 0 fiir z € (-1, 1).

(c) Finden Sie damit eine Reihe > 72 ag, die gegen In(3) konvergiert und finden Sie eine starke
Abschétzungs des Restglieds Ry = Y 5o v ak.

(d) Bestimmen Sie damit, wie viele Glieder der Reihe man hochstens berticksichtigen muss um In(3)
bis auf 10 Dezimalstellen zu berechnen.

Losung:

(a) Wir rechnen mit den Rechenregeln fiir den Logarithmus, dass gilt
3 4 32 4 9
2 (3) +1n (4) =In (% - 4) = (§) = n(3).

(b) Aus dem Skript, S. 164, kennen wir die Reihendarstellung

In(1+x) = i lef_lxk
k=1

fiir |z] < 1. Wegen In (££) = In(1 + 2) — In(1 — z) findet man

fir |z < 1.



(c) Nach Teilaufgabe (a) sehen wir also, dass gilt

1+ 3 1+ 4 = 1 1 > 11
in() =210 (1) +10 (77) =4 X gy P22 gy
=0 k=0
was wir auch schreiben konnen als
- 1 2 1
In(3) = 2};) 2% 11 (521<;+1 T 72k+1)'

Wir wollen nun fiir N € N das Restglied

= 1 2 1
Ry = 2k:ZN 2% + 1 (52k+1 + 72k+1>

abschétzen. Offenbar gilt ﬁ < ﬁ fir k£ > N. Wir wollen nun die geometrische Reihe ins

Spiel bringen. Deshalb schreiben wir 5%% als

11 1
52k+1 - 52N+1 52(k—N)

flir £ > N und analog fiir 7 statt 5. Damit erhalten wir dann

2 o o0
Ry < (X g + 3 e
> 52N+1 52(k—N) 72N+ 72(k—N)
2N +1 k=N k=N

2 9 et ) ) 0o )
m=0 m=0
B 2N+1(12-52N—1 t 48.72N—1)7

wobei wir die geometrische Reihe ausgenutzt haben: fiir ¢ < 1 gilt, dass
i "=
m=0 1 - q

Durch Einsetzen findet man, dass

R <2.65-1071% und R;<9.14-107'2,

d.h. dass man also die ersten 7 Glieder beriicksichtigen muss um In(3) bis auf die einschlielich
10. Dezimalstelle zu berechnen.



