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Aufgabe 2 (5 Punkte)

(a) Sei (fn)n∈N eine Folge von stetigen Funktionen fn : [0, 2π] → R. Nehmen Sie an, dass die Folge
(fn)n∈N gleichmäßig gegen eine Funktion f : [0, 2π] → R konvergiert. Zeigen Sie, dass die Folge
dann auch im quadratischen Mittel gegen f konvergiert.

(b) Betrachten Sie die Funktion f : [0, 2π] → R,

f(x) =

sin(
√

2x), 0 ≤ x ≤ 2π√
2

0, 2π√
2 ≤ x ≤ 2π

und zeigen Sie, dass die Folge der Partialsummen der zugehörigen Fourier-Reihe gleichmäßig gegen
f konvergiert.
Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass für all x, y ∈ R gilt

sin(x) sin(y) = 1
2
(

cos(x − y) + cos(y − x)
)

und sin(x) cos(y) = 1
2
(

sin(x − y) + sin(x + y)
)
.

(c) Zeigen Sie: die Reihe

∞∑
n=1

sin(nx)√
n

ist nicht die Fourierreihe einer Funktion aus V (komplexwertige Regelfunktionen, siehe S. 172).

Lösung:

(a) Sei ϵ > 0. Dann gibt es zu ϵ√
2π

ein N ∈ N mit

|fn(x) − f(x)| <
ϵ√
2π

für alle n ≥ N.

Dann gilt für alle n ≥ N

∥fn − f∥2
2 =

∫ 2π

0
|fn(x) − f(x)|2 dx <

∫ 2π

0

ϵ2

2π
dx = ϵ2.

Somit gilt also ∥fn − f∥2 < ϵ für alle n ≥ N und damit konvergiert die Folge (fn)n∈N auch im
quadratischen Mittel gegen f .



(b) Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten der Funktion f . Sei k ≥ 0, dann ist

ak = 1
π

∫ 2π√
2

0
sin(

√
2x) cos(kx) dx

= 1
2π

∫ 2π√
2

0

(
sin((

√
2 − k)x) + sin((

√
2 + k)x)

)
dx

= 1
2π

( 1√
2 − k

(
− cos(2π − 2πk√

2
) + 1

)
+ 1√

2 + k

(
− cos(2π + 2kπ√

2
) + 1

))
= 1

2π

( 1√
2 − k

+ 1√
2 + k

)(
1 − cos(2πk√

2 )
)

=
√

2
π

1
2 − k2

(
1 − cos(2πk√

2 )
)
.

In der letzten Gleichheit haben wir dabei den Term 1√
2−k

+ 1√
2+k

vereinfacht.
Analog berechnet man für k > 0 die Koeffizienten bk und findet

bk = 1
π

∫ 2π√
2

0
sin(

√
2x) sin(kx) dx

= 1
2π

∫ 2π√
2

0

(
cos((

√
2 − k)x) − cos((

√
2 + k)x)

)
dx

= 1
2π

( 1√
2 − k

sin(2π − 2πk√
2 ) − 1√

2 + k
sin(2π + 2πk√

2 )
)

= −
√

2
π

1
2 − k2 sin(2πk√

2 ).

Wir wollen nun das Majorantenkriterium benutzen um gleichmäßige Konvergenz zu zeigen. Für
die Terme gk(x) = ak cos(kx), x ∈ [0, 2π], k ≥ 1 können wir abschätzen

∥gk∥∞ =
∣∣∣√

2
π

1
2 − k2 (1 − cos(2πk√

2 ))
∣∣∣∥ cos(kx)∥∞

≤ 4
√

2
πk2

da die Funktion x 7→ cos(kx) Supremumsnorm 1 hat und | 1
2−k2 | ≤ 2

k2 für alle k ≥ 1. Zudem
haben wir benutzt, dass |1 − cos(2πk√

2 )| ≤ 2. Mit einer ähnlichen Abschätzung findet man für die
Funktionen hk(x) = bk sin(kx), x ∈ [0, 2π], dass

∥hk∥∞ ≤ 2
√

2
πk2 .

Damit sehen wir also für die Reihe
∑∞

k=0 fk mit fk = gk + hk dass

∥fk∥ ≤ 6
√

2
πk2

für k ≥ 1. Die Reihe
∑∞

k=1
6
√

2
πk2 ist konvergent und somit konvergiert die Fourier-Reihe der

Funktion f nach dem Majorantenkriterium (Satz 2.1 in Abschnitt 8.2) gleichmäßig.

(c) Angenommen, es gibt eine Regelfunktion f : [0, 2π] → R, sodass die Fourier-Koeffizienten

ck = −i

2
1√
k

für k > 0 und ck = i

2
1√
−k

für k < 0.

Nach Satz 3.3 und 3.5 aus Abschnitt 8 des Skripts muss

∥f∥2
2 =

∞∑
k=−∞

|ck|2

gelten. Da f nach Annahme eine Regelfunktion ist, ist die linke Seite endlich. Wir wissen aber,
dass die rechte Seite divergiert. Dies liefert den gewünschten Widerspuch.


