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Aufgabe 2 (5 Punkte)

(a) Sei (fn)nen eine Folge von stetigen Funktionen f,: [0,27] — R. Nehmen Sie an, dass die Folge
(fn)nen gleichméBig gegen eine Funktion f: [0,27] — R konvergiert. Zeigen Sie, dass die Folge
dann auch im quadratischen Mittel gegen f konvergiert.

(b) Betrachten Sie die Funktion f: [0,27] — R,

0, L <p<onm

in x r< 2=
f(x):{s (Var), 0<z<Z
V2

und zeigen Sie, dass die Folge der Partialsummen der zugehorigen Fourier-Reihe gleichméfig gegen
f konvergiert.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass fir all x,y € R gilt

sin(z) sin(y) = 3 (cos(z — y) + cos(y —z)) und sin(z)cos(y) = 3(sin(z — y) + sin(z + y)).

(c) Zeigen Sie: die Reihe

i sin(nz)
n=1 \/ﬁ
ist nicht die Fourierreihe einer Funktion aus V' (komplexwertige Regelfunktionen, siehe S. 172).
Losung;:

(a) Sei e > 0. Dann gibt es zu \/627 ein N € N mit

|fn(z) — f(z)] < \/%? fiir alle n > N.

Dann gilt fiir alle n > N

27
!Ifn—fH%:/ |fn(z) — f(2)|?dz < ~_dz = €2
0 0 s

Somit gilt also || f,, — f|l2 < € fir alle n > N und damit konvergiert die Folge (fy,)nen auch im
quadratischen Mittel gegen f.



(b)

Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Sei & > 0, dann ist
|2
ar = —/\/isin(\/ﬁx) cos(kx) dx
™ Jo

2
1 =
= 5 /‘/5 (sin((V2 — k)z) +sin((v2 + k)x)) dx
0
1 1 2k
_ %(m(—COS(2ﬂ'—W
1 1 1 ok
27T(\/§—k + \/§+k:)(1 cos(ﬁ))
Vil .
= —5 = (1- os(2\/§)).
In der letzten Gleichheit haben wir dabei den Term

(— cos(2m + &) + 1))

)+ 1)+ NG

1
V2+k

vereinfacht.

1 1
Vak t vk
Analog berechnet man fiir k£ > 0 die Koeffizienten by und findet

21
1 =
b = —/ﬁsin(ﬁx)sin(kx)dx
™Jo

2

1 =
= 5 /\/5 (cos((V2 — k)z) — cos((V2 + k)x)) d

™Jo
_ 1 1 : 2k
= g(\f_ksm(%'— W) -
= ;\/i 1 sin(M)
o1 2—k2 V27
Wir wollen nun das Majorantenkriterium benutzen um gleichméflige Konvergenz zu zeigen. Fiir
die Terme gi(x) = ay cos(kzx), = € [0,2x], k > 1 kénnen wir abschétzen

sin(2m + 2”))

1
V2+k V2

ol = 25251 = cos(2) [ cos(a)
4v2
k?
da die Funktion = — cos(kz) Supremumsnorm 1 hat und \ﬁ| < % fiir alle k > 1. Zudem
haben wir benutzt, dass |1 — cos(%k)\ < 2. Mit einer dhnlichen Abschitzung findet man fir die

Funktionen hy(z) = by sin(kz), x € [O 27], dass
2v2

Bpllog < 2X2
lloe < =5

Damit sehen wir also fur die Reihe >"32 fr mit fr = gi + hy dass

I < 82

fir £ > 1. Die Reihe > 72, ‘,5; ist konvergent und somit konvergiert die Fourier-Reihe der

Funktion f nach dem Majorantenkriterium (Satz 2.1 in Abschnitt 8.2) gleichméBig.

Angenommen, es gibt eine Regelfunktion f: [0, 27] — R, sodass die Fourier-Koeffizienten

L = fir k>0 und ¢ = fur k < 0.

f

l\.')\@

- b
2 Vk
Nach Satz 3.3 und 3.5 aus Abschnitt 8 des Skripts muss

(e e

IFIB=">_ lexl®

k=—0o0
gelten. Da f nach Annahme eine Regelfunktion ist, ist die linke Seite endlich. Wir wissen aber,
dass die rechte Seite divergiert. Dies liefert den gewiinschten Widerspuch.



