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Aufgabe 2 (3 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei (xn)n∈N eine Folge in X. Wir definieren für jedes N ∈ N die
Menge TN = {xn | n ≥ N} ⊆ X. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind.

(a) Die Folge (xn)n ist eine Cauchy-Folge.

(b) Es gilt limN→∞ δ(TN ) = 0, wobei δ(A) der Durchmesser einer Teilmenge A ⊆ X ist.

Lösung:

Wir zeigen zunächst die Implikation a) =⇒ b).
Sei ϵ > 0 und wähle N ∈ N so, dass d(xn, xm) < ϵ für alle n, m ≥ N . Nach Definition des Durchmessers
gilt also δ(TN ) < ϵ. Mit der Definition des Durchmessers sehen wir außerdem direkt, dass δ(TM ) ≤ δ(TN )
für alle M ≥ N . Somit haben wir also gezeigt, dass es zu beliebigem ϵ > 0 ein N ∈ N gibt mit

δ(TM ) < ϵ für alle M ≥ N.

Dies bedeutet also, dass limN→∞ δ(TN ) = 0.
Nun zeigen wir die Implikation b) =⇒ a). Sei ϵ > 0. Da nach Voraussetzung δ(TN ) → 0 für N → ∞
gibt es ein N0 ∈ N mit δ(TN ) < ϵ für alle N ≥ N0. Seien nun n, m ≥ N0, dann gilt

d(xn, xm) ≤ δ(TN0) < ϵ,

da ja xn, xm ∈ TN0 . Damit sehen wir, dass (xn)n∈N eine Cauchy-Folge ist.


