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Prasenzaufgabe

(a) Sei M eine Menge und sei d die diskrete Metrik auf M. Welche Teilmengen von M sind bzgl. der
Metrik d kompakt?

(b) Zeigen Sie explizit durch Finden einer Uberdeckung, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
dass das Intervall (0, 1) nicht kompakt ist.

(c) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und f: X — R eine moglicherweise unstetige Funktion,
die lokal beschrankt ist, d.h. fiir jeden Punkt z € X gibt es eine Umgebung U C X von x und ein
C >0 mit f(y) < C fir alle y € U. Zeigen Sie, dass f beschrankt ist.

Aufgabe 1 (7 Punkte)
Seien a,b € R reelle Zahlen mit a < b. Betrachten Sie die Menge C'([a, b]) der stetig differenzierbaren
Funktionen auf [a,b] sowie die Menge der stetigen Funktion C°([a,b]) auf [a, b].

(a) Geben Sie an, wie auf C([a, b]) und C°([a, b]) eine Vektorraum-Struktur definiert wird.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

- ll: O ([ b)) = R, I fll = sup{| f(@)] + | f'(2)] | 2 € [a,b]}
eine Norm ist.
(c) Zeigen Sie, dass C!([a, b]) bzgl. der Norm || - ||; vollstéindig ist.

(d) Wir definieren nun eine Abbildung D: C([a,b]) — C°([a,b]) durch D(f) = f’. Zeigen Sie, dass
diese Abbildung stetig ist, wobei wir C*([a, b]) mit der oben definierten || - ||;-Norm und C°([a, b])
mit der Supremumsnorm und den jeweils induzierten Metriken versehen.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie die folgenden Aussagen

(a) Seien Ki,..., K, € X kompakte Teilmengen. Dann ist die Vereinigung K; U ... U K, kompakt.
(b) Zeigen Sie, dass die entsprechende Aussage nicht gilt fiir unendlich viele kompakte Teilmengen

K;, ieN.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Seien (M, d) und (M’,d') metrische Rdume und f: M — M’ eine stetige, surjektive Abbidlung. Zeigen
Sie, dass M’ zusammenhéngend ist, falls M zusammenhéngend ist.



