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Präsenzaufgabe
Untersuchen Sie die Funktion f : R2 → R gegeben durch

f(x, y) =


√

|xy|√
x2+y2

, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit in (0, 0) ∈ R2. Berechnen Sie die Richtungsableitung f ′(0, v) für
v = (cos(φ), sin(φ)), φ ∈ [0, 2π).

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei U ⊆ Rn offen.

(a) Seien f, g : U → R stetig differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie die Produktregel für den
Gradienten, d.h. zeigen Sie, dass gilt

∇(fg)(x) =
(
∇f(x)

)
g(x) + f(x)∇g(x)

für alle x ∈ U .

(b) Seien a, b ∈ R mit a < b und seien γ, σ : (a, b) → U stetig differenzierbare Abbildungen. Zeigen
Sie die Produktregel für das Skalarprodukt, d.h. zeigen Sie, dass gilt

d
dt

⟨γ(t), σ(t)⟩ = ⟨ d
dtγ(t), σ(t)⟩ + ⟨γ(t), d

dtσ(t)⟩

für alle t ∈ (a, b).

Aufgabe 2 (8 Punkte)

(a) Wir betrachten die Abbildungen f : R2 → R3 und g : R3 → R2 definiert durch

f(x, y) =

 xy
cos(x)
ex−y

 und g(u, v, w) =
(

uw
w2 + v

)

für (x, y) ∈ R2 und (u, v, w) ∈ R3.

(i) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen Jf(x, y) und Jg(u, v, w) für (x, y) ∈ R2 und (u, v, w) ∈
R3.

(ii) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix der verketteten Abbildung g ◦ f : R2 → R2, indem Sie
einerseits die Kettenregel benutzen und andererseits, indem Sie die Jacobi-Matrix direkt
ausrechnen.



(b) Wir betrachten die Abbildungen f : R4 → R3 und g : R3 → R gegeben durch

f(u, v, w, z) =

 2uw + 2vz
2vw − 2uz

u2 + v2 − w2 − z2

 und g(a, b, c) = a2 + b2 + c2

für (u, v, w, z) ∈ R4 und (a, b, c) ∈ R3.

(i) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen Jf(u, v, w, z) und Jg(a, b, c) für (u, v, w, z) ∈ R4 und
(a, b, c) ∈ R3.

(ii) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix für die Abbildung g ◦ f : R4 → R um den Punkt
(u, v, w, z) ∈ R4 einerseits mithilfe der Kettenregel und andererseits durch direkte Be-
rechnung.

(iii) Bestimmen Sie den Rang von Jf und Jg.
(iv) Zeigen Sie, dass Folgendes gilt: Ist p = (u, v, w, z) ∈ R4 und v ∈ R4 mit ⟨v, p⟩ = 0, dann gilt(

J(g ◦ f)(p)
)

· v = 0.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Sei U ⊆ Rn offen und f : U → R eine stetig differenzierbare Funktion. Sei x ∈ U und c ∈ R definiert
als c = f(x). Zeigen Sie, dass der Gradient ∇f senkrecht auf der Niveaufläche

Nf (c) = {y ∈ U | f(y) = c}

steht, indem Sie zeigen, dass folgendes gilt: Ist φ : (−ϵ, ϵ) → Rn eine stetig differenzierbare Kurve mit
φ(0) = x und φ((−ϵ, ϵ)) ⊆ Nf (c), dann gilt

⟨φ′(0), ∇f(x)⟩ = 0.


